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УДК 681.3.07 

А.А. Иванков, А.Л. Шишагин

РАСШИРЕНИЕ ОБъЕКтНОй МОДЕЛИ СтЭНФОРДСКОГО ПАРСЕРА 
ДЛя РЕШЕНИя ЗАДАЧИ ИДЕНтИФИКАцИИ  

СЕМАНтИЧЕСКИХ тРИПЛЕтОВ

A.A. Ivankov, A.L. Shishagin

STANFORD NLP PARSERS AND SEMANTIC TRIPLETS IDENTIFICATION

Изучен информационный поиск семантических триплетов в текстах англоязычного корпуса 
Википедии. Для идентфикации триплетов использован стэнфордский парсер, объектная модель 
которого расширена авторами. Приведены оценки вероятности ошибки идентфикации триплета.

ИнформацИонный ПоИск. семантИческИй аналИз. стэнфорДскИй Пар-
сер. семантИческИй трИПлет. ошИбкИ ИДентИфИкацИИ.

We developed some own classes for the object model of Stanford NLP parsers to implement our 
algorithm of semantic triplet identification. Results of information retrieving are discussed for en.Wikipedia 
articles.

iNfoRmatioN RetRieviNg. SemaNtic aNaLySiS. StaNfoRd NLP PaRSeRS. 
SemaNtic tRiPLet. RetRieviNg eRRoRS.

В работе [1], посвященной семантиче-
скому анализу и оцениванию различных 
характеристик документов на основе ре-
зультатов такого анализа, алгоритмы ориен-
тированы преимущественно на использова-
ние элементов метаданных, т. е. элементов 
разметки, определяющих структуру доку-
мента. мы анализировали текст на уровне 
заголовков, подзаголовков и т. п., исполь-
зуя соответствующую грамматику языка 
разметки конкретного документа (в нашей 
работе это были подмножества грамматики 
HtmL/XmL) и модель «мешка слов».

между тем структурообразующие эле-
менты содержат существенно меньшую 
часть информации, чем предложения дис-
курсов в тексте самого документа. задача 
семантического анализа не может быть ре-
шена в полном объеме, если не выполня-

ется семантический анализ каждого пред-
ложения дискурса.

большинство лингвистов разделяют сле-
дующую точку зрения: актуальное членение 
предложения на естественном языке (еЯ) 
предполагает выделение особого уровня 
(отличного от синтаксического), на котором 
грамматическими средствами выражается 
субъектно-предикатная структура соответ-
ствующей мысли. на этом, особом, логико-
грамматическом уровне предложения мы 
имеем дело с логико-грамматическим 
субъектом и логико-грамматическим пре-
дикатом, которые не обязательно должны 
совпадать с синтаксическими подлежащим 
и сказуемым. но в то же время давно заме-
чено [2], что в научно-технической литера-
туре такое соответствие имеет место почти 
всегда, если привлекать язык статистики.  
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В пределах отдельного предложения наи-
больший вклад в семантику этой элемен-
тарной части дискурса вносится триплетом 
(тройкой): подлежащее – сказуемое – до-
полнение. научно-технические тексты ха-
рактеризуют преимущественно как номи-
нативные, но особую роль в них играет 
сказуемое. Глагол или существительное как 
часть составного сказуемого – это смысло-
образующие элементы фразы (главные ее 
элементы) [3–5]. более того, глагол-сказу-
емое поддерживает темо-рематическую про-
грессию текста, что принципиально важно в 
рамках коммуникативно-функционального 
подхода к построению модели языка. на-
помним также, что язык Rdf (Resource 
definition framework) создан консорциу-
мом W3 как средство семантического опи-
сания интернет-ресурсов, ориентированное 
на триплеты: субъект – предикат – объект.

следовательно, одной из важнейших за-
дач семантического анализа предложений 
является идентификация семантических 
триплетов.

Хотелось бы еще заметить, что эту за-
дачу ни в коем случае не следует рассма-
тривать как идентификацию триграмм в 
вероятностных порождающих моделях до-
кументов. В последнем случае для решения, 
вообще говоря, не требуется ни синтакси-
ческий анализа предложения с построением 
дерева разбора, ни последующий семанти-
ческий анализ с идентификацией грамма-
тических отношений.

Попытки решить задачу идентификации 
семантических триплетов в пределах пред-
ложения документа произвольного корпуса 
предпринимались неоднократно. По мере 
развития методов информационного поис-
ка эта проблема вызывает все больший ин-
терес. Информация о структуре и местопо-
ложении триплета в пределах предложения 
может использоваться для решения самых 
актуальных проблем обработки текстов на 
еЯ: их автоматического аннотирования, 
машинного перевода и т. п. например, 
описание корпоративных хранилищ инфор-
мации предлагают в форме семантических 
графов (на основе дерева синтаксического 
разбора, снабженного разметкой граммати-
ческих отношений лексем) как одного из 

представлений семантической сети. такое 
представление является весьма наглядным. 
Другое место приложения результатов ре-
шения этой задачи – автоматическое по-
строение онтологий предметных областей 
и, разумеется, семантическое описание 
интернет-ресурсов с использованием языка 
Rdf.

основные трудности в решении связа-
ны с неоднозначностью результатов син-
таксического и семантического анализа 
предложения. операторы синтаксическо-
го разбора порождают нам дерево (граф) 
структуры предложения. Дальнейший ана-
лиз выполняется с помощью оператора се-
мантического анализа, который снабжает 
дерево синтаксического разбора разметкой 
грамматических отношений лексем, входя-
щих в него.

результаты, доставляемые нам эти-
ми операторами в конечном итоге, – это 
лес случайных деревьев. математические 
модели на классе случайных помеченных 
деревьев на практике приводят к ресурсо-
емким алгоритмам оценивания. наш опыт 
работы с подобными моделями позволяет 
нам утверждать, что получение отдельных 
оценок на корпусе неаннотированных до-
кументов может потребовать до нескольких 
недель работы вычислительной системы.

тем самым становится очевидным, что 
выбор инструментария для реализации ал-
горитмов решения задачи – ключевой мо-
мент в таких исследованиях.

множество основных критериев выбора 
содержит по меньшей мере следующие:

форматы хранения входных данных и 
результатов;

портируемость решения на другие плат-
формы;

язык реализации.
большинство синтаксических анализа-

торов для представления результатов син-
таксического анализа предложений исполь-
зуют формат Penn treeBank [6] (рис. 1).  
такая форма представления дерева син-
таксического разбора стала стандартом де 
факто для парсеров, работающих с текста-
ми на английском языке. это весьма уди-
вительный факт, принимая во внимание, 
что в отношении других форматов эти 
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программные системы отличаются весьма 
значительно. отметим, что существует не-
которое небольшое подмножество парсе-
ров, где выходной формат ориентирован 
на представление грамматических зависи-
мостей.

основное системное требование – про-
граммное обеспечение должно легко раз-
ворачиваться на платформе WiNteL или 
в одной из популярных Unix-систем. с 
точки зрения портируемости программ-
ного обеспечения исследователи отдают  
предпочтение решениям на объектно-
ориентированном языке программирования 
Java. наиболее доступные решения с от-
крытым Java-кодом уже более 10 лет пред-
лагаются на сайтах http://opennlp.apache.org 
и http://sourceforge.net/projects/opennlp.

Принимая во внимание указанные 
выше критерии, наш выбор осуществлял-
ся из небольшого множества анализаторов 
с открытым кодом: LinkParser, mStParser, 
multParser, Stanford core NLP.

необходимость идентификации грам-
матических отношений в пределах отдель-
ного дерева синтаксического разбора – это 

еще одно функциональное требование к 
инструментарию. номенклатура граммати-
ческих отношений (отношений зависимо-
сти, определяемых на узлах дерева синтак-
сического разбора) существенно отличается 
от парсера к парсеру. наименьшая мощ-
ность множества грамматических отноше-
ний у консервативной схемы [7]. Парсер 
LinkParser напротив предлагает исследова-
телю более тонкую структуру этого мно-
жества. мощность множества и качество 
идентификации ее элементов в тексте на 
еЯ – еще два критерия выбора инструмен-
та. они не взаимодополняющие: выбор в 
пользу одного может привести к потерям в 
отношении другого. 

В литературе отмечается, что более 
высокое качество идентификации грам-
матических отношений демонстрируют 
парсеры, реализующие алгоритм поиска 
соответствий между отдельными подгра-
фами дерева синтаксического разбора и 
абстрактными шаблонами, хранимыми как 
структуры данных в словарях этой про-
граммной системы.

Помимо критериев портируемости и 

рис. 1. Графическое представление дерева синтаксического разбора
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языка реализации, предпочтение отдавали 
хорошо документированному исходному 
коду.

мы остановили свой выбор на пакете 
Stanford core NLP [8] по следующим сооб-
ражениям:

структуры дерева синтаксического  •
разбора совпадают с классическим форма-
том Penn treeBank;

множество идентифицируемых грам- •
матических отношений расширено по срав-
нению с классической схемой [7], добавле-
ны дополнительные отношения (см. рис. 2), 
играющие важную роль, обеспечивая успех 
последующего семантического анализа;

форматы этого анализатора уже реа- •
лизованы разработчиками других семанти-
ческих анализаторов, т. е. апробированы и 

хорошо зарекомендовали себя на практике;
семантический анализ можно пара- •

метризовать с помощью шаблонов, опреде-
ляющих правила разбора;

исходный код доступен под лицен- •
зией gPL;

кроссплатформенный язык разработ-  •
ки – Java, на этот язык уже портировали 
и ряд других анализаторов.

наибольшие сложности порождало 
отсутствие качественной документации. 
единственно эффективным инструментом 
для изучения пакета как всегда оказал-
ся отладчик. библиотеку из 467 классов, 
около 150 000 строк исходного кода, мы 
подвергли рефакторингу, исключив «гряз-
ную» сборку, и дополнительно разработали  
45 классов, реализующих недостающую в 

рис. 2. Графическое представление результатов семантического анализа отдельного предложения
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исходном пакете функциональность.
Все другие модификации кода были вы-

нужденной мерой в условиях ограничен-
ности аппаратных ресурсов, которыми мы 
располагали для проведения исследования. 
заметим, что одни лишь словари парсера 
требовали более 7Г адресного простран-
ства, не говоря уже об объеме собственно 
байт-кода.

Идентификация триплетов

В ходе анализа публикаций, посвящен-
ных семантическому анализу текстов на ан-
глийском языке, наше внимание привлекли 
работы, упоминаемые в [9]. это, пожалуй, 
один из немногих апробированных подхо-
дов к решению задачи идентификации три-
плетов, алгоритм которого опубликован.

решение задачи авторы излагают в 
виде списка правил, применяемых к дере-
ву синтаксического разбора предложения. 
структура этого дерева (S в нотации Penn 
treeBank) содержит два дочерних элемента: 
NP – именное словосочетание; vP – гла-
гольное словосочетание. Поиск подлежа-
щего (SUBJ) выполняется в пределах NP –  
первый дочерний элемент NP, грамматиче-
ская категория «часть речи» которого указа-
на как «существительное», атрибутируется 
как подлежащее (SUBJ). Поиск сказуемого 
(PRed) осуществляется в пределах vP – 
наиболее удаленный по уровню иерархии 
терминальный элемент, грамматическая 
категория «часть речи» которого указана 
как «глагол», атрибутируется как сказуемое 
(PRed).

наконец, поиск дополнения осущест-
вляется в элементах того же уровня иерар-
хии (по отношению к S), что и vP. По 
меньшей мере три различных поддерева 
рассматриваются как потенциальные кон-
тейнеры дополнения ((oBJ)):

словосочетание, содержащее предлог 
(PP);

именное словосочетание (NP);
словосочетание с прилагательным 

(adJP).
В первых двух типах словосочетаний 

осуществляют поиск первого вхождения 
существительного, в последнем случае – 
вхождение первого прилагательного.

к сожалению, авторы не привели коли-
чественных оценок качества идентифика-
ции, ограничившись иллюстрацией работы 
парсеров на десяти английских предложе-
ниях.

мы реализовали алгоритм идентифика-
ции, предложенный в [9] и последующих 
работах автора, в частности, опублико-
ванных в журнале informatica. разумеется, 
наш программный код может отличаться от 
авторской версии, а в личной переписке с 
авторами мы не смогли получить от них не-
обходимых нам пояснений, позволяющих 
утверждать, что наша реализация идентич-
на их реализации.

тестирование выполнялось на статьях 
англоязычного корпуса Wikipedia, срез на 
01.01.2011. наш выбор обусловлен тем, что 
в большинстве работ, где обсуждается каче-
ство идентификации грамматических отно-
шений и синтаксического анализа, оценки 
получают на текстах, составленных профес-
сионалами, журналистами смИ. мы же 
хотим получить оценки на текстах «живо-
го» языка, на текстах, которые практически 
не подвергались редакторской правке.

результаты тестирования указывают на 
то, что предложенные авторами [9] приво-
дят к потере большой части семантических 
триплетов. рассмотрим итоги разбора пер-
вых предложений статьи «ada (programming 
language)».

Применение суперпозиции операторов 
синтаксического и семантического разбо-
ра порождает результат, который выглядит 
следующим образом (скобочная запись):

(Root (S (NP (NNP ada)) (vP (vBZ is) 
(NP (NP (dt a) (adJP (JJ structured) (,) (JJ 
statically)) (JJ typed) (,) (adJP (JJ imperative) 
(,) (JJ wide-spectrum) (,) (cc and) (JJ object-
oriented) (JJ high-level)) (NN computer) 
(vBg programming) (NN language)) (,) (vP 
(vBN extended) (PP (iN from) (NP (NP 
(NNP Pascal)) (cc and) (NP (JJ other) (NNS 
languages))))))) (.)))

Подлежащее идентифицировано успеш-
но: (NNP ada). В нотации [9] – subj, в ори-
гинальной стэнфордской нотации – nsubj. 
однако сказуемое (NN language) было уте-
ряно, а вместо него в качестве предиката 
предложено причастие (vBN extended). 
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В качестве дополнения – (NNP Pascal) – 
ошибочная интерпретация предложного 
дополнения из причастного оборота.

еще один пример:
(Root (S (NP (NNP ada)) (vP (vBd was) 

(advP (RB originally)) (vP (vBN designed) 
(PP (iN by) (NP (NP (dt a) (NN team)) (vP 
(vBN led) (PP (iN by) (NP (NP (NNP Jean) 
(NNP ichbiah)) (PP (iN of) (NP (NP (NNP 
cii) (NNP Honeywell) (NNP Bull)) (PP (iN 
under) (NP (NN contract))))))) (PP (to to) 
(NP (NP (dt the) (NNP United) (NNPS 
States) (NNP department)) (PP (iN of) (NP 
(NP (NNP defense)) (PRN (-LRB- -LRB-) 
(NP (NNP dod)) (-RRB- -RRB-)))))) (PP 
(iN from) (NP (cd 1977) (to to) (cd 1983))) 
(S (vP (to to) (vP (vB supersede) (NP (NP 
(dt the) (NNS hundreds)) (PP (iN of) (NP 
(NP (NN programming) (NNS languages)) 
(vP (advP (RB then)) (vBN used) (PP (iN 
by) (NP (dt the) (NNP dod))))))))))))))) 
(.)))

Подлежащее и в этом предложении 
было успешно идентифицировано: (NNP 
ada). сказуемое (vBN designed) утеряно, а 
в его качестве предложено (vBN used) из 
придаточного предложения.

мы убедились, что правила идентифи-
кации семантических триплетов из [9] при-
водят к потере значимой информации.

Приняв во внимание результаты те-
стирования правил идентификации три-
плетов, изложенных в [9], был предложен 
собственный алгоритм. он (алгоритм иден-
тификации триплетов) определяется набо-
ром структурных и грамматических правил, 
которые на уровне реализации хранятся во 
внешнем файле-шаблоне. эти правила по-
следовательно применяются ко всему дере-
ву синтаксического разбора или отдельным 
его частям.

Правила идентификации  
семантических триплетов

алгоритм реализован на основе набо-
ра правил, которые применяются к дереву, 
полученному по итогам разбора структуры 
предложения, и к семантическому дереву 
отношений:

SR (Structure Rules) – структурные пра-
вила;

gR (grammar Rules) – грамматические 
правила.

структурные правила служат для иден-
тификации в пределах одного предложения 
его придаточных предложений, причаст-
ных и деепричастных оборотов, отдельных 
фраз. таким образом мы определим, в ка-
ких частях предложения содержатся объек-
ты «семантический триплет» (далее – St) 
из одной группы.

к структурным правилам мы отнесли 
следующие:

1. одной семантической группе при-
надлежат все терминальные узлы дерева 
структурного разбора и соответствующие 
им объекты St, которые имеют одинако-
вый ближайший вверх по дереву узел S 
(Sentence) или (Root).

2. одной семантической группе при-
надлежат все терминальные узлы дерева 
структурного разбора и соответствующие 
им объекты St, которые имеют одинако-
вый ближайший вверх по дереву узел vP 
или NP. В этом случае на узлы vP и NP 
накладываются дополнительные ограниче-
ния: их родительский узел должен быть S 
и среди дочерних узлов S исходные узлы 
должны следовать после первого вхожде-
ния узла vP.

3. если в поддереве с корневым узлом 
PP обнаружено поддерево PP, то в нем иг-
норируются все поддеревья, кроме тех, у 
которых корневой узел S.

основное грамматическое правило 
определяет обобщения и фильтрации грам-
матических отношений:

1. Из всех типов грамматических зависи-
мостей, которые имеются в иерархическом 
дереве стэнфордского парсера, для постро-
ения наших правил оставлены и обобщены 
следующие грамматические отношения:

PRed = {pred, aux, auxpass, cop }
SUBJ = { subj, nsubk, nsubjpass, csubj, 

csubjpass, xsubj }
oBJ = { conj, prep, partmod, obk, iobj, 

dobj, pobj }
Помимо этого, определяются несколько 

правил включения очередного объекта St 
на основе уже определенных в группе объ-
ектов. эти аспекты поиска триплетов будут 
изложены в другой нашей работе.
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результаты такого обобщения поло-
жительные. В первом из указанных выше 
предложений подлежащее – (NNP ada), 
сказуемое – (NN language). Во втором при-
мере подлежащее – (NNP ada), обобщен-
ное сказуемое – (vBN designed) совместно 
с (vBd was), предложное дополнение –  
(NN team). но не все результаты так же хо-
рошо согласуются с экспертной оценкой. 
Приведем еще один характерный пример (в 
нашей XmL нотации):

<sentence>
      <text>it has strong built-in language 

support for explicit concurrency, offering tasks,  
synchronous message passing, protected objects 
and nondeterminism. </text>

      <tokens>
        <token> <value > it</value> 

<role>nsubj</role> </token>
        <token> <value > has</value> 

<role>pred</role> </token>
        <token> <value > strong</value> </

token>
        <token> <value > built-in</value> 

</token>
        <token> <value > language</value> 

</token>

        <token> <value > support</value> 
<role>dobj</role> </token>

        <token> <value > for</value> 
<role>prep</role> </token>

        <token> <value > explicit</value> 
</token>

        <token> <value > concurrency</
value> <role>pobj</role> </token>

        <token> <value > ,</value> </to-
ken>

        <token> <value > offering</value> 
</token>

        <token> <value > tasks</value>
          <role err=Ошибочная идентифи-

кация грамматического отношения >conj</
role> 

        </token>
        ...
        <token> <value > synchronous</

value> </token>
        <token> <value > message</value> 

</token>
        <token> <value > passing</value>
          <role err=Ошибочная идентифи-

кация грамматического отношения >conj</
role>

        </token>

рис. 3. форма представления результатов синтаксического  
и семантического анализа статьи для выполнения ручной разметки экспертом
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       ...
        <token> <value > protected</value> 

</token>
        <token> <value > objects</value>
          <role err=Ошибочная идентифи-

кация грамматического отношения > conj</
role>

        </token>
        <token> <value > and</value> </

token>
        <token> <value > nondeterminism</

value>
          <role err=Ошибочная идентифи-

кация грамматического отношения > conj</
role>

        </token>
        ...
      </tokens>
    </sentence
обеспечив результаты синтаксического 

и семантического анализа HtmL размет-
кой, мы предоставили эти материалы экс-
пертам в виде (рис. 3), пригодном для вы-
полнения ручной разметки этих же статей.

ошибки в идентификации граммати-
ческих отношений лексемы очень кри-
тичны для последующего семантического 
анализа. следует заметить, что в данном 
примере мы выбрали из случайного леса 
деревьев, порождаемых стэнфордским 
парсером, дерево, оптимальное по кри-
терию согласия, построенному авторами 
пакета на основе модели порождающих 
грамматик, они в бинарной форме хра-
нятся в этой программной системе (файл 
объемом более 7Г, загружаемый в адрес-
ное пространство приложения в ходе его 
работы).

В нашей работе предпринята попытка 
провести семантический анализ текстов 
англоязычной Википедии, т. е. текстов, ко-
торые подготовлены различными специа-
листами, не являющимися профессиональ-
ными журналистами или писателями. мы 
подчеркиваем это обстоятельство, т. к. в 
большинстве других работ (в т. ч. в [9]) ис-
пользовались размеченные экспертами жур-
нальные статьи. расхождения результатов 
идентфикации семантических триплетов, 
полученных с помощью нашего алгоритма 
и алгоритма из [9] в нашей интерпретации, 
позволяют предположить, что в [9] и после-
дующих работах этой группы исследовате-
лей изложен подход, нуждающийся в суще-
ственном дополнении как с точки зрения 
статистической обработки текстов на еЯ, 
так и с точки зрения лингвистики.

Другую причину высокого процента 
ошибок идентификации триплетов и, как 
следствие, определения семантики текста, 
мы видим в том, что в стэнфордском парсе-
ре грамматические отношения определяются 
с помощью порождающих грамматик, но с 
минимальным привлечением статистических 
методов. Первоочередные задачи в данном 
контексте могут быть сформулированы как 
выработка решающих правил (в статистиче-
ском смысле) идентификации грамматиче-
ских отношений лексем, которые позволили 
бы минимизировать ошибку в результатах 
идентификации триплетов. Возможно, в по-
исках смысла текстов на еЯ более обнаде-
живающими будут результаты привлечения 
модели случайного леса деревьев. это на-
правление исследований представляется нам 
одним из наиболее перспективных.
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обобщенное грамматическое 
отношение

общее  
количество

количество ошибочно 
идентифицированных

Процент  
ошибок, %

oBJ 3214 607 18,89
PRed 1835 222 12,1
SUBJ 857 114 13,3
сумма 5906 943 15,97



Проблемы передачи и обработки информации

17

REFERENCES

1. Ivankov A.A., Eliseev D.S. dinamicheskoe 
otslezhivanie modulem informatsionno-poisko-
voi sistemy izmenenii v strukture ili tekste inter-
net-resursa / Nauchno-tekhnicheskie vedomosti  
SPbgPU. informatika. telekommunikatsii. Uprav-
lenie. –St-Petersburg: izd-vo Politehn. un-ta, 2010.  
–№ 3 (101). –S. 86–93. (rus)

2. Pumpianskii A.L. informatsionnaia rol’ pori-
adka slov v nauchnoi i tekhnicheskoi literature. – 
moscow: Nauka, 1974. – 247 s. (rus)

3. Apresian Iu.D. Leksicheskaia semantika. Si-
nonimicheskie sredstva iazyka. – moscow: Nauka, 
1974. – 367 s. (rus)

4. Fillmor Ch. osnovnye problemy leksicheskoi 
semantiki / Novoe v zarubezhnoi lingvistike.  

– moscow: Raduga, 1983. –vyp. Xii. Prikladnaia 
lingvistika. – S. 74–122. (rus)

5. Sil’nitskii G.G., Andreev S.E., Kuz’min L.A., 
Kuskov M.I. Sootnoshenie glagol’nykh priznakov 
razlichnykh urovnei v angliiskoi rechi. – minsk: 
Nauka i tekhnika, 1990. – 182 s.

6. http://www.ldc.upenn.edu/catalog/docs/
Ldc99t42/prsguid1.pdf

7. treebanks: Building and Using Parsed corpo-
ra; ed. a. abeille. – Springer, 2003. – P. 302–312.

8. http://nlp.stanford.edu
9. Delia Rusu et al. Semantic graphs de-

rived from triplets with application in document 
Summarization / informatica. –2009. –vol. 33.  
–P. 357–362.

ИВАНКОВ Алексей Александрович – доцент кафедры прикладной математики Санкт-Петер-
бургского государственного политехнического университета, кандидат физико-математических наук.

195251, россия, санкт-Петербург, ул. Политехническая, д. 29. 
e-mail: ivankov@stu.neva.ru

IVANKOV, Alexei A. St. Petersburg State Polytechnical University. 
195251, Politekhnicheskaya Str. 29, St.-Petersburg, Russia. 
e-mail: ivankov@stu.neva.ru

ШИШАГИН Алексей Леонидович – выпускник кафедры прикладной математики Санкт-Петер-
бургского государственного политехнического университета, магистр.

195251, россия, санкт-Петербург, ул. Политехническая, д. 29. 

ShIShAGIN, Alexei L. St. Petersburg State Polytechnical University.
195251, Politekhnicheskaya Str. 29, St.-Petersburg, Russia. 

 СанктПетербургский государственный политехнический университет, 2013

ние. –сПб.: Изд-во Политехн. ун-та, 2010.  
–№ 3 (101). –с. 86–93.

2. Пумпянский, А.Л. Информационная роль 
порядка слов в научной и технической литера-
туре [текст] / а.л. Пумпянский. –м.: наука, 
1974. – 247 с.

3. Апресян, Ю.Д. лексическая семанти-
ка. синонимические средства языка [текст] /  
Ю.Д. апресян. – м.: наука, 1974. – 367 с.

4. Филлмор, Ч. основные проблемы лексиче-
ской семантики [текст] / ч. филлмор // новое в 
зарубежной лингвистике. – м.: радуга, 1983. –Вып. 
Xii. Прикладная лингвистика. – с. 74–122.

5. Сильницкий, Г.Г. соотношение глаголь-
ных признаков различных уровней в английской 

речи [текст] / Г.Г. сильницкий, с.е. андреев, 
л.а. кузьмин, м.И. кусков. – минск: наука i 
тэхнiка, 1990. – 182 с.

6. [электронный ресурс] / режим досту-
па: http://www.ldc.upenn.edu/catalog/docs/
Ldc99t42/prsguid1.pdf 

7. treebanks: Building and Using Parsed cor-
pora [text] / ed. a. abeille. – Springer, 2003.  
– P. 302–312.

8. [электронный ресурс] / режим доступа: 
http://nlp.stanford.edu

9. Rusu, Delia. Semantic graphs derived from 
triplets with application in document Summari-
zation [text] / delia Rusu [et al.] // informatica.  
– 2009. –vol. 33. P. 357–362.



18

Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (176) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

УДК 621.396.98:629.195

П.В. Глушков, Н.В. Михайлов, Д.Е. Юдакин

ИЗМЕРЕНИЕ РАДИОНАВИГАцИОННЫХ ПАРАМЕтРОВ СИГНАЛА СРНС 
СЛЕДяЩИМИ СИСтЕМАМИ БЕЗ ОБРАтНОй СВяЗИ В УСЛОВИяХ  

МНОГОЛУЧЕВОГО РАСПРОСтРАНЕНИя

P.V. Glushkov, N.V. Mikhailov, D.E. Yudakin

OPEN-LOOP TRACKING OF GNSS SIGNALS UNDER CONDITION  
OF MULTIPATH PROPAGATION

Предложен метод оценки радионавигационных параметров (задержка и частота) сигнала си-
стемы gPS, отличный от классических систем слежения за задержкой и фазовой/частотной авто-
подстройки. метод, основанный на расчете корреляционной функции узкополосного сигнала в 
частотно-временной области, позволяет производить оценки параметров не только прямого, но и 
вероятных отраженных сигналов, значительно снижающих качество позиционирования в городской 
среде. метод применим для случаев с движущимся пользователем в присутствии отраженных сигна-
лов высокой мощности (мощности, сравнимой с мощностью прямого сигнала).

срнс. мноГолУчеВое расПространенИе. слеЖенИе за сИГналом.

a new method for gPS signal tracking is being proposed. the method differs from conventional delay-
locked loops, frequency/phase-locked loops and is based on calculation of a narrow-band signal correlation 
function in time-frequency domain. the method allows to track both line-of-sight signal and reflected 
gNSS signals, which cause serious degradation of positioning accuracy in urban environments. the method 
is targeted at mobile user under severe multipath propagation conditions, when reflected signal power is 
comparable to the power of line-of-sight signal.

gNSS. gPS. mULtiPatH PRoPagatioN. SigNaL tRacKiNg. oPeN-LooP tRacKiNg.

современные спутниковые радиона-
вигационные системы (срнс) широко 
применяются для решения задач позицио-
нирования и навигации в самых различ-
ных условиях. отдельным классом срнс 
приемников являются приемники, встраи-
ваемые в портативные устройства массо-
вого применения. особенность устройств 
данного класса – строгие требования к их 
стоимости, габаритам и энергопотребле-
нию. Подобные устройства используются 
повсеместно, в т. ч. и в городской среде, 
что создает дополнительные сложности для 
приема сигнала: низкий уровень принима-
емых сигналов; частые пропадания прямо-
го сигнала; большое количество сильных 
отраженных сигналов. Данные факторы 
ухудшают точность измерения радиона-
вигационных параметров (рнП) сигнала 
(задержка, частота/фаза), требуемых для 

решения навигационной задачи. 
В статье рассматривается случай при-

ема многолучевого сигнала навигацион-
ных космических аппаратов (нка) движу-
щимся приемником. Предлагается метод 
уменьшения ошибки измерений рнП в 
подобных случаях при использовании сле-
дящей системы «без обратной связи». 

Методы уменьшения влияния  
многолучевого распространения

Из большого количества известных ме-
тодов1 для массового рынка срнс аппара-
туры подходят далеко не все. эффективные 

1 здесь и далее, если не приводится уточнения, 
под обобщением «методы» понимаются имен-
но методы ослабления влияния многолучевого 
распространения на качество измерения рнП и 
позиционирования.
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методы, применимые для случая со статич-
ным пользователем [12, 13], несмотря на 
свою высокую точность, используют до-
полнительные аппаратные  средства. это 
неминуемо ведет к увеличению габаритов, 
энергопотребления и цены конечной си-
стемы, что неприемлемо для сравнитель-
но простых портативных устройств. таким 
образом, наибольший интерес в данном 
контексте представляют программные ме-
тоды, работающие в реальном времени, 
применимые для статичного и подвижного 
потребителей. Подавляющее большинство 
подобных методов можно разделить на две 
основные группы:

1) методы, напрямую рассчитывающие 
оценки рнП прямого сигнала (наиболее 
известные представители – [1–3]);

2) методы, решающие задачу оптими-
зации для поиска оптимальных значений 
рнП как прямого, так и предполагаемых 
отраженных сигналов (наиболее известные 
представители – [4–6]).

к основным недостаткам методов пер-
вой группы можно отнести их высокие 
требования к полосе обработки сигнала  
(не менее 10–12 мГц), а также потери 
мощности, возникающие при обработке 
сигнала с применением модифицирован-
ной опорной реплики. к недостаткам ме-
тодов второй группы можно отнести рост 
количества требуемых вычислительных 
ресурсов с числом оцениваемых рнП [7],  
а также проблему выбора адекватных на-
чальных приближений рнП для решения 
задачи оптимизации.

на сегодняшний день рост вычисли-
тельной мощности микропроцессоров при 
одновременном снижении их цены и раз-
меров является естественным процессом. 
В связи с этим применение вычислительно 
сложных алгоритмов улучшения качества 
позиционирования в сравнительно простых 
приемниках для массового рынка стано-
вится естественной тенденцией. с учетом 
данного обстоятельства в статье предлага-
ется очередной метод повышения качества 
измерений рнП сигнала при многолуче-
вом распространении. технически, предла-
гаемый метод относится к второй группе. 
назначение метода – улучшение качества 

измерений рнП для движущегося пользо-
вателя.

Описание предлагаемого метода

Предлагаемый метод применяет модель 
частотно-временного корреляционного 
пика, обрабатываемого следящей системой 
«без обратной связи» (open-Loop tracking, 
[8]), в качестве аппроксимирующей функ-
ции для поиска оптимальных оценок рнП 
прямого и отраженного сигналов. опти-
мизируемая функция представляет собой 
сумму квадратов невязок аппроксимации. 
Предлагается алгоритм выбора начальных 
оценок искомых параметров. описывается 
применение алгоритма в случае с одним от-
раженным сигналом большой мощности.

Следящая система «без обратной свя-
зи». метод, предлагаемый в данной ста-
тье, был разработан для  двухсистемного 
(gPS+gLoNaSS) срнс приемника ком-
пании mStar Semiconductor (тайвань) и 
апробирован на нем же. отличительной 
особенностью данного приемника являет-
ся применение следящей системы «без об-
ратной связи» в качестве основного режима 
работы [11]. Вместо классических систем 
слежения за задержкой, фазовой и частот-
ной автоподстройки,  при помощи решетки 
корреляторов и быстрого Преобразования 
фурье (Пбф), система рассчитывает мно-
жество значений мощности сигнала и сум-
мирует их некогерентно. Искомые оценки 
рнП формируются по глобальному макси-
муму рассчитанной сетки значений мощно-
сти сигнала в частотно-временной области. 
опишем данный механизм более подробно. 
Первым шагом вычисляется последователь-
ность когерентных накоплений сигнала на 
выходе каждого коррелятора:

g 1

0

1 coH

,  ( , 

(   ));  

(   )

( ) (

cons

)

t ,

k l n k s
n

k s l

k k s

C f Y f t nt

x t nt

t t TG T

−

=

−

′ ′τ = +

′ + +τ

×

− = = =

×

∑

где Y – комплексная огибающая сигнала2 

(1.1)

2 значение битов навигационных данных не 
учитывается. cчитаем, что граница бита данных 
уже найдена и знак текущего бита известен.
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на выходе частотного миксера при некото-
рой фиксированной оценке доплеровского 
частотного сдвига f’; Ts – период дискрети-
зации; τl – временная задержка в l-м корре-
ляторе; x’ – локальная реплика дальномер-
ного кода; TcoH – интервал когерентного 
накопления; G – число отсчетов сигнала в 
TcoH. Сk (f’, τl); k = 1:M – результирующая 
последовательность из M когерентных на-
коплений на выходе l-го коррелятора. Ве-
личина TcoH выбирается таким образом, 
чтобы M когерентных накоплений покры-
вали интервал в 20 мс (длительность бита 
навигационных данных).

затем с помощью бПф рассчитывается 
спектральная плотность мощности (сПм) 
последовательности Сk ( f ', τl). обозначим 
через Sk ( f ', τl) результат расчета бПф для 
последовательности из M когерентных на-
коплений на выходе l-го коррелятора. В по-
следовательности S, в отличие от С, индекс 
k принимает значения от нуля до M – 1  
и обозначает не начальное время коге-
рентного накопления, а частотный индекс  
в бПф. 

Z последовательных во времени значе-
ний сПм, относящихся к одним и тем же 
частотным позициям, далее суммируются 

некогерентно. Для этого рассчитывается 
бПф от Сk ( f ', τl), принадлежащим к Z сле-
дующим друг за другом 20-миллисекундным 
интервалам:
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Индексы k и l – частотный индекс в 
бПф и индекс коррелятора. значение Pk,l 
будем называть некогерентным накопле-
нием в k-й частотной позиции для l-го 
коррелятора. Всю совокупность значений 
P будем называть буфером некогерентных 
накоплений (бнн). Пример бнн пред-
ставлен на рис. 1.

В отсутствие активных помех и отра-
женных сигналов, искомые рнП (задержка 
τ и частота f) могут быть оценены по мак-
симуму бнн (оценки будем обозначать τ' 
и f ').

Применение некогерентного накопле-
ния совместно со следящей системой «без 
обратной связи» отлично зарекомендовало 
себя при навигации в городской среде, где 
часто происходят кратковременные пропа-
дания сигнала и резкие изменения его мощ-

(1.2)

рис. 1. Пример корреляционного пика в бнн
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ности. становится возможным оперативно 
продолжить слежение за нестабильным сиг-
налом без необходимости заново произво-
дить процесс поиска и захвата, как это де-
лается в классической реализации. Второе 
весомое преимущество данной системы –  
слежение за сигналами малой мощности 
(C/N0 < 25 дбГц [8]), когда классическая 
система фазовой автоподстройки теряет 
способность следить за сигналом. тем не 
менее, как и все другие, данная система 
подвержена негативному влиянию много-
лучевого распространения, в случае, когда 
задержка отраженного сигнала составля-
ет менее одного чипа дальномерного кода  
(~ 1 мкс). Для ослабления данного эффекта 
предлагается использовать алгоритм, опи-
санный далее.

Модель корреляционного пика. корре-
ляционный пик в бнн, изображенный на 
рис. 1, можно аппроксимировать соотно-
шением [9]:

2 2 2 2
coH

( , , )   ( )

( )sinc ( ),

P f C P

I Q C R f T

′ ′ ′ ′ ′τ = β =

′ ′ ′= + ≈ τ

где I/Q – сумма отсчетов сигнала в синфаз-
ном/квадратурном каналах обработки; R – 
значение корреляции сигнала и локальной 
реплики; τ', f ', С' – оценки задержки, до-
плеровской частоты и мощности.

значения модели (2.1) в частотных (fk) 
и временных (τl) позициях, соответствую-
щих процедуре формирования бнн, может 
быть выражено:

2 2
LUt coH

( ,  , )

  ( )sinc ((   ) ),
k l

l k

P f

C R f f T

′ β τ =

′ ′ ′= τ + τ +

где β – вектор текущих оценок параметров 
сигнала; RLUt – табличное значение кор-
реляции сигнала и локальной реплики для 
имеющейся системы обработки сигнала.

ошибка аппроксимации будет распре-
делена нормально благодаря многократно-
му некогерентному суммированию3 возве-
денных в квадрат шумовых составляющих в 
каналах обработки. При движении антенны 
приемника относительно отражающей по-

верхности, замирание сигнала, вызванное 
многолучевым распространением, будет 
иметь циклический характер. При некоге-
рентном накоплении колебания мощности 
сигнала будут усредняться. При достаточ-
ной скорости движения и TNcoH, значения в 
ячейках бнн будут стремиться к суперпо-
зиции мощностей прямого и отраженных 
сигналов, умноженной на число Z из (1.2).

Обнаружение многолучевого распростра-
нения. Имея теоретическую модель корре-
ляционного пика в бнн, возможно при-
менить методы регрессионного анализа для 
оценки параметров принимаемого сигнала. 
Поскольку модель сигнала является нели-
нейной, предлагается выбрать начальные 
оценки для искомых параметров по гло-
бальному максимуму бнн и затем уточнять 
их итеративно, применяя метод ньютона–
Гаусса:

t 1
1    ( ) ,k k JJ Jr−
+β =β +

,   ( ,  )   ( , ,  )( ) ,k l k l k lr P f P f′β = τ − β τ

1
2

,
0 1

,( )
M L

k l
k l

F r
−

= =

β = ∑∑

где β – вектор, состоящий из оценок рнП 
сигнала (задержка τ', доплеровская часто-
та f ') и мощности C'; J – матрица Якоби, 
вычисляемая с помощью конечных разно-
стей первого порядка; P/P' – бнн и мо-
дель из формул (1.2) и (2.2) соответственно; 
F – оптимизируемая функция; M – число 
частотных позиций в бПф; L – число кор-
реляторов.

В случае если оценки рнП сигнала 
близки к истинным (τ' ≈ τ, f ' ≈ f ',C' ≈ C), 
величину невязки аппроксимации в одной 
ячейке бнн можно представить как

2 2

2 2 2 2

|   | |   |

   2         ,2

I Q

I I Q Q

P I Q

I I Q Q

= +η + +η =

= + η +η + + η +η

2 2( ) 2   ,2I Q I Qr P P I Q′= − β ≈ η + η +η + η

2 2 4
1 1( ,,  )  n nr f A k A k≈ σ = + σ

где I/Q – суммы отсчетов сигнала в син-
фазном/квадратурном каналах на интер-
вале TcoH; ηI/ηQ – шум в данных каналах;  
A – амплитуда; σ – дисперсия шума в кон-

3 В соответствие с центральной Предельной 
теоремой.

(2.1)

(2.2)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(4.1)

(4.2)

(4.3)



22

Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (176) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

кретной системе обработки сигнала.
При появлении в сигнале многолучевой 

составляющей, сумма квадратов невязок 
значительно вырастает по сравнению со 
случаем без таковой. Пример распределе-
ния сумм квадратов невязок при наличии 
многолучевого сигнала и в его отсутствие 
представлена на рис. 2. Параметры сигна-
ла: C/N0 = 30 дбГц, задержка отраженного 
сигнала относительно прямого ~1 мкс, ча-
стотный сдвиг отраженного сигнала отно-
сительно прямого ~15 Гц, SmR = 6 дб.

При более высоком отношении сигнал/
шум (осш) распределения сумм квадра-
тов невязок будут еще более отстоять друг 
от друга. При снижении осш, а также 
при приближении рнП отраженного сиг-
нала к рнП прямого распределения пере-
крываются.

на практике возможно аппроксимиро-
вать верхнюю границу распределения сум-
мы квадратов невязок (3.3) в отсутствие 
многолучевости с помощью соотношения 
(4.3). Для этого собрана большая статисти-
ка значений суммы квадратов невязок при 
различных значениях амплитуды входного 
сигнала и коэффициенты k1/k2 из (4.3) оце-

нены по методу ньютона–Гаусса.
отраженный сигнал считается обнару-

женным, если сумма квадратов невязок ап-
проксимации бнн с помощью модели (2.2) 
превышает оценку для упомянутой верхней 
границы распределения.

моделирование и статистическая об-
работка результатов позволили определить 
границы применимости данного метода де-
тектирования многолучевого распростране-
ния4 (см. табл. 1).

Определение РНП прямого и отраженно-
го сигналов. При положительном результате 
детектирования отраженной составляющей 
в сигнале, алгоритм обработки бнн пред-
принимает попытку оценить параметры 
прямого и отраженного сигналов. Для это-
го по аналогии с предыдущим подразделом 
оцениваются параметры модели, представ-
ленной суперпозицией двух корреляцион-
ных пиков

рис. 2. Плотность вероятности распределения суммы квадратов  
( ) многолучевой сигнал отсутствует; ( ) многолучевой сигнал присутствует

4 При увеличении времени некогерентного на-
копления возможно более эффективно обна-
руживать многолучевость и на более низких 
осш, однако в данной статье этот вопрос не 
рассматривается подробно.
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где R – значение корреляции сигнала и 
локальной реплики; β0/β1 – векторы пара-
метров прямого/отраженного сигналов5, 
состоящие из (τ0', f0', С0') и (τ1', f1', С1') соот-
ветственно.

значения модели (5.1) в частотных (fk) и 
временных (τl) позициях, соответствующих 
процессу формирования бнн, можно вы-
разить как
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где RLUt – табличное значение корреляции 
сигнала и локальной реплики для имею-
щейся системы обработки сигнала.

В данном случае достаточно остро вста-
ет вопрос выбора начальных условий β0 и β1 

для модели. Предлагается следующий алго-
ритм решения данной задачи.

шаг  1. нахождение глобального мак-
симума бнн, оценка параметров первого 
сигнала по найденному максимуму (обо-
значим его P1).

шаг  2. анализ разности бнн и P1 
(обозначим ее d1). В случае наличия в 
d1 нескольких локальных максимумов с 
большой мощностью (более чем (C/N0 – 6) 
дбГц), задержка и мощность P1 уменьша-
ются, повторяется шаг 2.

шаг  3. нахождение глобального мак-
симума разности d1. оценка параметров 
второго сигнала по найденному максимуму 

(обозначим его P2).
шаг  4. анализ разности (d1–P2) (обо-

значим ее d2). В случае наличия в d2 гло-
бального максимума большой мощности 
(более чем (C/N0–6) дбГц), делается пред-
положение о наличие третьего отраженно-
го сигнала6 и выбор начальных параметров 
считается неудавшимся. В подобном случае 
необходимо использовать другую модель 
для аппроксимации, его рассмотрение вы-
ходит за рамки данной статьи.

При успешном выборе начальных оце-
нок рнП предполагаемых сигналов, их 
уточнение производится с помощью мето-
да ньютона–Гаусса, аналогично с данным 
подразделом. отличием является оптими-
зируемая функция:

1
2

0 1 ,
0 1
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k l
k l

k l k l MP k l
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β β =
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где M – число частотных позиций в бПф; 
L – число корреляторов.

Полученные значения параметров сиг-
налов проходят дополнительную формаль-
ную проверку, состоящую из следующих 
условий:

разность мощностей сигналов не 1. 
должна превышать 6 дб.

разность задержек сигналов должна 2. 
быть не более 0,9 мкс. 

разность частот сигналов должна быть 3. 
не более 45 Гц.

мощности обоих сигналов должны 4. 
лежать в промежутке [24:48] дбГц.

В случае нарушения условий 1–3, счи-

таблица  1 

Границы применимости предложенного метода детектирования

разность частот прямого/отраженного сигналов (Δf) не менее 15 Гц (~ 3 м/с)
разность временных задержек прямого/отраженного  
сигналов (Δτ) не менее 0,1 мкс

разность мощностей прямого/отраженного сигналов (ΔС) не более 6 дб

мощность наиболее сильного из двух сигналов (C/N0) не менее 30 дбГц

(5.1)

(5.2)

5 Индекс нуль соответствует прямому, единица –  
отраженному сигналам.

(6)

6 При моделировании ситуаций с одним отра-
женным сигналом наличие глобальных макси-
мумов большой мощности в анализируемой на 
шаге 4 разности установлено не было.
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таем, что влияние отраженного сигнала на 
прямой является незначительным.

Пример работы метода

работа предлагаемого метода протести-
рована с помощью аппаратного многока-
нального симулятора gPS сигнала gSS-6300 
компании Spirent. бнн, сформированные 
приемником при проигрывании сценари-
ев с различной конфигурацией параметров 
прямого и отраженного сигналов, обраба-
тывались с помощью предлагаемого метода 
с целью оценки его способности эффек-
тивно обнаруживать отраженный сигнал и 
формировать оценки рнП прямого.

на рис. 3 показаны результаты оценки 
параметров прямого и отраженного сигна-
лов в одном из сценариев. В «нулевой» мо-
мент был добавлен отраженный сигнал на 
3 дб превышающий мощность прямого и 
отстоящий от него на 0,6 мкс по времени и 
на 18 Гц по частоте. Имитировался случай 
сближения приемника и отражающей по-
верхности при частичном ослаблении пря-
мого сигнала7. начальная мощность прямо-
го сигнала составляла 32 дбГц.

Представленные результаты показыва-

рис. 3. результаты тестирования на одном из сценариев

7 например, при прохождении сигнала через 
крону деревьев.
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ют неспособность в подобном случае клас-
сического emL-дискриминатора с узкой 
апертурой и классического частотного 
дискриминатора на основе функции atan 
давать правильные оценки рнП прямого 
сигнала. оценки задержки и частоты по-
степенно сместились от истинных, равных 
нулю. В то же время, предложенный метод 
успешно детектирует отраженный сигнал, 
«разделяет» корреляционные пики прямого 
и отраженного сигналов и дает более точ-
ные оценки рнП прямого сигнала. 

Тестирование метода

результат работы предлагаемого метода 
зависит от мощности сигнала, а также от 
задержки и частотного сдвига отраженно-
го сигнала относительно прямого. В табл. 2  
представлены результаты статистической 
обработки оценок рнП, формируемых 
предлагаемым методом, при многократном 
(более 1000 раз) моделировании ситуации с 

неблагоприятными условиями приема мно-
голучевого сигнала: SmR = 3 дб, задержка 
отраженного сигнала относительно прямо-
го ≈ 0,1 мкс.

В таблице следующие обозначения: fmP – 
разность частот прямого и отраженного сиг-
налов; Δτ и Δf – ошибка в оценке задержки 
(мкс) и частоты (Гц) прямого сигнала. avg 
и σ2  – их среднее значение и среднеквадра-
тичное отклонение (ско) соответственно. 
как видно из представленных результатов, 
ско ошибки снижается с ростом мощно-
сти сигнала. на низких отношениях C/N0 
возможно добиться меньшего ско при по-
вышении интервала некогерентного нако-
пления TNcoH, однако данный подход имеет 
оборотную сторону: при движении пользо-
вателя возможно существенное изменение 
рнП сигнала за время TNcoH

8.

таблица  2 

Результаты тестирования метода

fmP\C/N0
, Гц 30 дбГц 35 дбГц 40 дбГц

15

avg(Δτ) = 0,0171;
σ2(Δτ) = 0,0117;
avg(Δf) = 2,5348;
σ2(Δf) = 0,7988

avg(Δτ) = 0,0181;
σ2(Δτ) = 0,0079;
avg(Δf) = 2,7516;
σ2(Δf) = 0,5009

avg(Δτ) = 0,0188;
σ2(Δτ) = 0,0048;
avg(Δf) = 2,9110;
σ2(Δf) = 0,3187

23

avg(Δτ) = 0,0117;
σ2(Δτ) = 0,0140;
avg(Δf) = 3,2783;
σ2(Δf) = 0,8985

avg(Δτ) = 0,0136;
σ2(Δτ) = 0,0073;
avg(Δf) = 3,5354;
σ2(Δf) = 0,5857

avg(Δτ) = 0,0134;
σ2(Δτ) = 0,0056;
avg(Δf) = 3,6499;
σ2(Δf) = 0,3971

31

avg(Δτ) = 0,0106;
σ2(Δτ) = 0,0122;
avg(Δf) = 3,6730;
σ2(Δf) = 3,8080

avg(Δτ) = 0,0105;
σ2(Δτ) = 0,0087;
avg(Δf) = 3,4785;
σ2(Δf) = 0,6551

avg(Δτ) = 0,0103;
σ2(Δτ) = 0,0055;
avg(Δf) = 3,6796;
σ2(Δf) = 0,4031

39

avg(Δτ) = 0,0028;
σ2(Δτ) = 0,0144;
avg(Δf) = 2,1984;
σ2(Δf) = 1,1169

avg(Δτ) = 0,0055;
σ2(Δτ) = 0,0088;
avg(Δf) = 2,4486;
σ2(Δf) = 0,6659

avg(Δτ) = 0,0050;
σ2(Δτ) = 0,0062;
avg(Δf) = 2,5932;
σ2(Δf) = 0,4314

47

avg(Δτ) = –0,00003384;
σ2(Δτ) = 0,0156;
avg(Δf) = 1,3665;
σ2(Δf) = 1,2209

avg(Δτ) = 0,0016;
σ2(Δτ) = 0,0091;
avg(Δf) = 1,6059;
σ2(Δf) = 0,6962

avg(Δτ) = 0,0014;
σ2(Δτ) = 0,0054;
avg(Δf) = 1,7177;
σ2(Δf) = 0,4660

8 Данный вопрос требует дополнительного ис-
следования.
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В статье предложен и описан метод 
улучшения точности измерения рнП сиг-
нала срнс. Применение метода позволяет 
улучшить оценки рнП и мощности прямо-
го сигнала при многолучевом распростране-
нии, что в свою очередь повышает качество 
позиционирования. работа метода основана 
на применении частотно-временной модели 
корреляционного пика сигнала срнс, фор-
мируемого и обрабатываемого системами 
слежения «без обратной связи». Преимуще-
ствами предложенного метода перед други-
ми известными методами являются:

возможность уменьшить ошибку сле- •
жения за частотой сигнала, что весьма важ-
но для движущегося пользователя [10];

применимость в случаях, когда мощ- •
ность отраженного сигнала близка или 
превышает мощность прямого (в подобных 
случаях методы первой группы дают сильно 
смещенные оценки);

метод не требует никаких аппаратных  •
доработок архитектуры приемника, т. к. 
полностью реализуется программно;

метод не требователен к полосе обра- •
ботки сигнала и работает при двусторонней 
ширине полосы 6 мГц.

основной областью применения данно-
го метода являются случаи с движущимся 
пользователем при плохих условиях приема 
прямого сигнала. Подобные случаи часто 
встречаются при движении по местам с 
плотной городской застройкой, где боль-
шое количество стеклянных и железобе-
тонных поверхностей является источником 
сильных отраженных сигналов.

слабые стороны метода – его малая 
применимость для случая со стационарным 
пользователем (замирание сигнала не бу-
дет иметь ярко выраженной цикличности 
за время TNcoH), а также сравнительная вы-
числительная сложность. В настоящее вре-
мя проходят исследования по адаптации 
предложенного метода к случаю с непод-
вижным пользователем, а также по рас-
ширению метода до более общего случая с 
большим количеством предполагаемых от-
раженных сигналов.
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УДК 004.8.032.26, 681.513.8

Е.Н. Бендерская, К.В. Никитин

РЕКУРРЕНтНАя НЕйРОННАя СЕть КАК ДИНАМИЧЕСКАя СИСтЕМА  
И ПОДХОДЫ К ЕЕ ОБУЧЕНИЮ

E.N. Benderskaya, K.V. Nikitin

RECURRENT NEURAL NETWORK AS DYNAMICAL SYSTEM  
AND APPROACHES TO ITS TRAINING

Представлены результаты аналитического исследования рекуррентных нейронных сетей (рнс) 
и их обобщающая классификация, выполненная с позиций динамических систем и с учетом нового 
класса рнс – резервуарных рнс. систематизация знаний в данной предметной области позволила 
выделить основные динамические режимы работы рнс, а также определить наиболее перспектив-
ные направления в развитии методов обучения рнс с учетом выявленных достоинств и недостатков 
существующих подходов.

рекУррентнаЯ нейроннаЯ сетЬ. ДИнамИческаЯ сИстема. алГорИтмы обУ-
ченИЯ. резерВУарные ВычИсленИЯ. неУстойчИВаЯ ДИнамИка.

this paper presents the results of analytical study of recurrent neural networks (RNN) and their summary 
classification, done from the position of dynamical systems with regard to a new type of RNN – reservoir 
RNN. Knowledge systematization in the subject field allowed to distinguish main dynamical regimes of 
RNN and to describe the most perspective trends in the development of training algorithms in terms of the 
detected advantages and drawbacks of existing approaches.

RecURReNt NeURaL NetWoRK. dyNamicaL SyStem. tRaiNiNg aLgoRitHmS. 
ReSevoiR comPUtiNg. UNStaBLe dyNamicS.

рекуррентные нейронные сети (рнс) 
– нейронные сети (нс) с обратными свя-
зями, благодаря которым они имеют соб-
ственную динамику, что отличает их от 
статических нс, например, нейронных се-
тей прямого распространения. состояние 
рнс в текущий момент времени опреде-
ляется не только входными сигналами, но 
и предыдущим состоянием. за счет этого 
рнс обладают бесконечной памятью, что 
отличает их от нс с задержками, которые 
запоминают информацию о входах только 
за ограниченный промежуток времени.

Ввиду того что рнс является динами-
ческой системой, целесообразно провести 
анализ возможности привлечения резуль-
татов исследования динамических систем 
в смежных областях науки, таких, как фи-
зика, теория нелинейных динамических 
систем, теория хаоса и других, для синте-

за рнс и решения вопросов их обучения  
[6, 9, 12, 18]. необходимо отметить, что 
при этом термины «нейрон» и «нс» могут 
вообще не использоваться – вместо этого 
используются такие понятия, как связан-
ная решетка, структура, среда, конечный 
автомат с памятью, клеточный автомат. ре-
зультатом такого анализа станет выявление 
перспективных направлений развития рнс 
в части их синтеза и обучения, что актуаль-
но ввиду больших потенциальных возмож-
ностей рнс, отмеченных во многих науч-
ных работах. 

Классификация РНС

систематизация существующих на се-
годняшний день различных  рнс позволи-
ла предложить обобщенную классифика-
цию нс, выделив особенности, присущие 
рнс. 
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1. структура:
1) топология:

без обратных связей (прямого распро- •
странения, нс радиальных базисных функ-
ций);

с обратными связями (рекуррент- •
ные):

полносвязные (каждый с каждым);
с локальными связями (в небольшой 

окрестности);
с произвольными, случайными связя-

ми;
специфическая топология (самоорга- •

низующиеся нс, сети теории адаптивного 
резонанса);

2) дискретизация в пространстве:
дискретное пространство (решетка); •
непрерывное пространство (среда);  •

3) гомогенность связей:
гомогенные связи (одинаковые по  •

типу и силе);
гетерогенные связи (различные по  •

типу или силе);
4) детерминированность:

полностью определенные связи; •
случайные связи. •

2. тип элементов:
1) модель нейрона (реалистичность):

искусственные нейроны (искусствен- •
ные нс);

импульсные нейроны (импульсные  •
нс);

2) динамика нейрона:
статические нейроны (статические  •

нс);
динамические нейроны (динамиче- •

ские нс):
нейроны с затухающей памятью;
осцилляторы (в т. ч. хаотические);

3) функция активации нейрона:
аддитивная; •
мультипликативная (шунтирующая); •
расстояния (с нормализацией и без  •

нормализации);
4) передаточная функция нейрона:

пороговая (симметричная и несимме- •
тричная);

линейная с насыщением/без насыще- •
ния;

сигмоидальная (симметричная и не- •
симметричная);

соревновательная (с жестким и мяг- •
ким максимумами);

радиально-базисная; •
B-сплайн. •

3. тип связей:
1) постоянство:

фиксированные связи; •
переменные связи (сила связи изме- •

няется в течение работы нс);
2) характер связей (для импульсных 

нс):
электрические – сильная связь (токо- •

вая);
химические – импульсно-связанные  •

(pulse-coupled).
4. Динамика нс:
1) наличие динамики:

динамика отсутствует (статические  •
нс);

динамика есть (динамические нс) •
2) объем памяти:

конечная память (нс с задержками,  •
кИХ-фильтры);

бесконечная память (рнс, бИХ- •
фильтры);

3) установившийся режим:
аттрактор типа фиксированная точка; •
предельный цикл (осцилляции, пе- •

риодические колебания);
сложный аттрактор (тор, хаотический  •

аттрактор);
4) устойчивость динамики:

устойчивая; •
на границе устойчивости (автоколеба- •

ния);
неустойчивая; •

5) дискретизация по времени:
дискретное время (описывается раз- •

ностными уравнениями);
непрерывное время (описывается  •

дифференциальными уравнениями);
6) синхронность динамики (для дис-

кретного времени):
асинхронная (состояние изменяется  •

сразу только у одного элемента);
синхронная (состояние изменяется  •

сразу у всех элементов);
распределенная (состояние изменяет- •

ся сразу у группы элементов);
5. алгоритм обучения:
1) с учителем:
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глобальное – на основе оптимизации: •
обратное распространение;
больцмана – случайное;
генетические алгоритмы;
локальное – на основе правила Хебба; •

2) без учителя – самоорганизация (пра-
вило кохонена, синаптическая временная 
пластичность);

3) с подкреплением (с критиком);
4) без обучения.
6. решаемая задача:
1) извлечение (генерация) признаков;
2) классификация;
3) ассоциативная память;
4) аппроксимация;
5) предсказание;
6) оптимизация;
7) управление, идентификация, диагно-

стика;
8) кластеризация, сегментация.
Структура РНС. структура рнс являет-

ся ее основной характеристикой, от которой 
напрямую зависят все ее свойства. Выделя-
ют полносвязные рнс и рнс с локальны-
ми связями. В полносвязных рнс каждый 
нейрон связан с каждым. это приводит к 
подчинению всех нейронов сети какому-то 
одному глобальному режиму. В рнс с ло-
кальными связями каждый нейрон связан 
лишь с нейронами в некоторой окрестно-
сти вокруг него. такие связи формируются 
детерминированным или случайным обра-
зом. локальная связность дает нейронам 
больше независимости, в разных областях 
рнс могут преобладать разные динамиче-
ские режимы.

существуют примеры рнс с изменяю-
щейся структурой: в ходе работы нейрон-
ной сети у нее могут появляться (исчезать) 
нейроны и связи. 

При небольшом количестве элементов 
структура рнс представляет собой решет-
ку в одно-, двух- и максимум трехмерном 
дискретном пространстве. состояние рнс 
характеризуется совокупностью значений 
выходов ее нейронов. Для математического 
описания таких рнс используются систе-
мы ДУ. если количество элементов велико, 
то от дискретного пространства состояний 
переходят к непрерывному, и структура рнс 
представляет собой непрерывную среду с 

распределенными параметрами. Динами-
ка таких бесконечномерных в простран-
стве систем описывается специальными 
волновыми уравнениями – уравнениями 
в частных производных или интегрально-
дифференциальными уравнениями. 

Для анализа структуры рнс может при-
меняться подход, основанный на теории 
графов. он заключается в вычислении раз-
личных показателей, таких, как матрица 
достижимости, пути, циклы, маршруты, 
кластерный индекс и др. с помощью этих 
показателей можно приблизительно оце-
нить взаимодействие элементов в рнс.

рнс является динамической системой, 
работающей в дискретном или непрерыв-
ном времени. В случае дискретного про-
странства значений выходов рнс изме-
нение ее состояний может быть описано 
системой разностных или дифференциаль-
ных уравнений: 

X[t+1] = g1(X[t], U[t]) 

dX/dt = g2(X, U),

где X = (x1, x2, …, xn) – состояние системы; 
n – размерность системы; xi – значение i-го 
выхода рнс; U – входное воздействие; g1 и 
g2 – функция и отображение соответствен-
но, описывающие зависимости состояния 
системы от предшествующих состояний и 
входного воздействия (определяют эволю-
цию системы во времени).

В зависимости от вида g1 и g2 рнс бу-
дет принадлежать к разному классу дина-
мических систем, классификация которых 
частично совпадает с классификацией ди-
намики для рнс, представленной выше. 
одним из важнейших классификационных 
признаков является линейность или нели-
нейность g1 и g2, от чего зависит принад-
лежность рнс к классу линейных или не-
линейных динамических систем.  

анализ системы ДУ может проводится в 
зависимости от цели и особенностей дина-
мической системы (линейная/нелинейная, 
непрерывность/дискретность по времени):

1) использование физических принци-
пов работы динамической системы (анализ 
с позиций превращения энергии);

2) применение вариационных принци-
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пов для системы ДУ;
3) применение формальных групп и те-

ории инвариантов;
4) геометрический подход;
5) анализ существования и устойчиво-

сти периодических движений.
нейродинамика – область знаний, в ко-

торой нс рассматриваются как динамиче-
ские системы, но основной упор делается 
на проблему устойчивости [8]. 

Анализ динамики РНС

РНС с дискретным пространством со-
стояний. Устойчивость. одним из главных 
свойств рнс как динамической системы 
является устойчивость. рнс может быть 
устойчива (не устойчива) в малом и в боль-
шом. Устойчивость в большом гарантиру-
ет устойчивость во всем пространстве со-
стояний, а устойчивость в малом – лишь 
в определенных точках. теоремы ляпунова 
дают аналитические критерии устойчиво-
сти нелинейных систем:

для устойчивости в большом необходи-
мо подобрать специальную функцию, удо-
влетворяющую условиям второй теоремы 
ляпунова;

для устойчивости в малом необходимо 
произвести линеаризацию системы в точ-
ке равновесия и проверить в ней устойчи-
вость. 

как правило, устойчивость в большом 
удается выявить лишь для небольшого 
класса рнс (например, нс Хопфилда) [7]. 
а устойчивость в малом свидетельствует 
лишь о поведении системы в точках равно-
весия. Поэтому разработаны специальные 
численные характеристики, позволяющие 
судить об устойчивости системы по ее фа-
зовой траектории.

Основные типы динамики. В зависимо-
сти от устойчивости различают три основ-
ных типа динамики рнс:

устойчивая динамика, при которой  •
за конечное время рнс сходится к устой-
чивому состоянию равновесия (в данном 
режиме при изменении входного сигнала 
возможны переходы системы из одного со-
стояния в другое);

колебательная динамика: состояние  •
рнс описывает замкнутую циклическую 

траекторию – предельный цикл; c одной 
стороны можно считать, что предельный 
цикл кодирует некоторую информацию, а 
с другой – что происходят колебания, при 
этом информация передается в фазовых со-
отношениях;

неустойчивая динамика: траектории  •
рнс при сколь угодно близких начальных 
состояниях расходятся со временем; если 
рост состояния системы никак не ограни-
чен, то оно уходит в бесконечность, в про-
тивном случае устанавливается хаотическая 
динамика, при которой состояние системы 
спонтанно изменяется во времени внутри 
определенной области фазового простран-
ства [2, 7].

необходимо отметить, что существует 
еще хаотическая динамика, при которой из-
менения состояния рнс носят непредска-
зуемый характер, и со стороны случайного 
наблюдателя процесс является стохастиче-
ским. с точки зрения физики процесса, 
система «уходит в себя» и слабо реагирует 
на входные сигналы. В хаотическом режи-
ме количество информации, содержащееся 
в состоянии рнс, большое, но извлечь эту 
информацию сложно. Во многих лаборато-
риях исследуется поведение динамических 
систем в хаотических режимах и предлага-
ются варианты интерпретации этой дина-
мики [10, 16]. Данный тип динамики явля-
ется неустойчивым в малом, но устойчивым 
в большом и в некоторых случаях динамику 
можно рассматривать как колебательную.

различные динамические режимы рнс 
могут рассматриваться как отдельные эта-
пы решения конкретной задачи. напри-
мер, хаотический режим соответствует на-
чальному поиску решений – выбору между 
различными гипотезами, колебательный 
режим отражает процессы переключения 
внимания с одного решения на другое, а 
устойчивый режим отвечает найденному 
решению [9].

Динамика рнс зависит как от ее струк-
туры, так и от свойств составляющих ее 
элементов. При этом возможны случаи, 
когда рнс из устойчивых элементов при 
определенной структуре неустойчива и 
наоборот – когда рнс из неустойчивых, 
хаотических элементов является устойчи-



Проблемы передачи и обработки информации

33

вой. однако при исследовании устойчивых 
режимов нс, как правило, формируется из 
устойчивых элементов, при исследовании 
колебательных режимов – из осцилляторов-
колебательных элементов и, наконец, при 
исследовании хаотических режимов – из 
хаотических осцилляторов [2, 7].

теория бифуркаций, катастроф и дру-
гие разделы теории нелинейной динамики 
[5] позволяют аналитически исследовать 
динамику довольно простых систем (2-3 
порядка). это уровень нейрона (синапса). 
на уровне рнс эти теории не работают. 
Поэтому в общем случае для рнс произ-
вольной структуры единственный возмож-
ный способ анализа динамики – численное 
моделирование и вычисление различных 
показателей динамики. Для рнс со слож-
ными динамическими режимами можно 
вычислить специальные показатели, харак-
теризующие эти режимы. эти показатели 
определяются с использованием теории 
вероятности и математической статисти-
ки, теории случайных процессов, теории 
информации, теории детерминированного 
хаоса, теории фракталов и теории синхро-
низации. 

Переходные и установившиеся режимы. 
Динамику рнс можно представить в виде 
суммы двух составляющих – установив-
шейся и переходной. Переходная состав-
ляющая со временем затухает, после чего 
остается только постоянная составляющая. 
Для распознавания образов используются 
переходные и установившиеся составляю-
щие (режимы) [1, 2, 6, 7]:

в переходном режиме после подачи 
входного образа его динамика накладыва-
ется на динамику рнс – по «снимку» ре-
зультирующей динамики через некоторое 
время можно распознать входной образ; в 
данном случае используется свойство крат-
ковременной памяти – учета предыстории 
изменения входного сигнала (стимула);

в установившемся режиме после подачи 
входного образа через какое-то время си-
стема выходит на аттрактор (фиксирован-
ное состояние, предельный цикл или хао-
тический аттрактор) – по этому аттрактору 
можно распознать входной образ.

РНС с устойчивыми режимами. рнс 

данного класса являются устойчивыми в 
большом. После изменения их состояния 
или после подачи входного сигнала через 
некоторое время они сходятся к устойчи-
вым точкам равновесия – фиксированным 
аттракторам.

самым известным представителем таких 
рнс является нс Хопфилда (нсХ). это 
полносвязная рнс с симметричной матри-
цей связей. цель обучения нсХ – задать 
весовые коэффициенты таким образом, 
чтобы аттракторы совпадали с распознавае-
мыми образами.

на макроуровне нсХ описывается спе-
циальной функцией энергии (функцией  
ляпунова). В ходе функционирования нсХ 
ее энергия уменьшается до тех пор, пока 
нсХ не попадет в состояние, соответству-
ющее аттрактору. нсХ получила два основ-
ных применения – ассоциативная память и 
оптимизация.

нсХ породила целое направление в ис-
следовании рнс – аттракторные нс [15]. 
были предложены разные модификации, 
улучшающие ее основные недостатки (не-
большой объем памяти, наличие ложных 
аттракторов – химер), а также скорость ра-
боты. В простейшем случае изменялся алго-
ритм обучения и, как следствие, – связность 
между нейронами. В некоторых подходах 
состояние каждого нейрона описывалось 
не одним числом, а вектором. также ис-
пользовались более сложные нелинейные 
модели нейронов и связей (терминальные 
аттракторы, синергетический компьютер 
Хакена). Во всех случаях принцип работы 
нс оставался тем же, что и у нсХ.

В целом, несмотря на большое количе-
ство моделей рнс с устойчивыми режима-
ми, широкого распространения они не по-
лучили, а стали скорее удобными моделями 
для исследования (нсХ). В конечном ито-
ге критике была подвергнута идея точеч-
ных аттракторов и предсказуемая динамика 
[17]:

в человеческом мозге основные вычис-
ления осуществляются через хаотическую 
динамику, а сходимость к чему-то постоян-
ному означает состояние покоя;

рнс с точечными аттракторами не мо-
гут обрабатывать динамические образы.
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РНС с колебательными режимами или 
осцилляторные НС. осцилляторными нс 
(онс) называются нс, состояние которых 
изменяется во времени по периодическому 
или близкому к периодическому закону. 
Иногда их еще называют нс с аттрактора-
ми типа «предельный цикл». с точки зре-
ния биологии в основе онс лежит гипоте-
за о взаимосвязи феномена восприятия и 
колебательной активности нейронов. 

Все модели онс различаются по сле-
дующим главным параметрам:

тип элементов-осцилляторов;
тип связей;
структура.
В качестве осцилляторов могут исполь-

зоваться детальные модели биологиче-
ских нейронов (Ходжкина–Хаксли), упро-
щенные модели биологических нейронов 
(Хиндмарш–роуз, фитцху–нагумо, Ижи-
кевича), модели «интегрирование и воз-
буждение», модели популяций нейронов 
(Вилсона–кована), а также модели физи-
ческих осцилляторов, не имеющие ника-
кого отношения к биологическому ней-
рону (генератор Ван-Дер-Поля, фазовый 
осциллятор) [2, 5, 17]. Главное требование 
к осциллятору заключается в том, чтобы он 
формировал на выходе колебательную ак-
тивность. одним из ключевых свойств эле-
ментов онс является их частота. В онс 
все элементы могут иметь одну частоту, 
либо быть разбиты на группы с разными 
частотами.

тип связей зависит от модели осцил-
лятора. если это модель биологического 
нейрона, то связи осуществляются через 
химические синапсы, если нет, то через 
электрические. В зависимости от модели 
осциллятора электрическая связь может 
быть линейной или нелинейной. связи 
могут обладать свойствами саморегуляции 
(внутренняя динамика) и пластичности 
(самообучение).

наконец, наиболее важной характери-
стикой, отличающей одну модель осцилля-
торной нс от другой, является ее структу-
ра. структура включает в себя следующие 
составляющие:

топология (связность) – полносвязная, 
с локальными связями, со слабыми связя-

ми и др.;
баланс возбуждающих и подавляющих 

связей (осцилляторов), наличие глобально-
го ингибитора;

распределение силы связей, а также за-
держек (гомогенные и гетерогенные).

Все исследования онс можно разде-
лить на две группы:

математическое исследование явлений 
синхронизации в онс;

применение онс для построения мо-
делей обонятельной, зрительной коры и 
двигательной системы, а также памяти и 
внимания.

В рамках первой группы рассматрива-
ется проблема формирования нейронными 
структурами сложных пространственно-
временных неоднородных структур (спи-
ральных и плоских волн, солитонов).  
В рамках второй группы рассматривает-
ся применение онс для моделирования 
различных функций головного мозга. Ис-
следованию онс посвящено большое ко-
личество научных работ. часть из них за-
трагивает такой вопрос, как возникновение 
более сложных динамических режимов –  
хаотических. 

РНС с хаотическими режимами. Хаос 
составляет базовую форму коллектив-
ной нейронной активности для всех про-
цессов и функций восприятия. он играет 
роль контролируемого источника шума с 
целью обеспечения непрерывного доступа 
к предыдущим запомненным образам и за-
поминанию новых. Хаос позволяет системе 
быть всегда активной, избавляя ее от не-
обходимости пробуждаться или входить в 
устойчивое состояние каждый раз, когда 
изменяется входное воздействие.

большинство исследователей сходятся 
во мнении, что наилучшим с точки зре-
ния хранения и обработки информации 
является режим упорядоченного хаоса [5]. 
с одной стороны, в этом режиме есть все 
преимущества хаоса, с другой стороны, 
этим режимом можно управлять. 

множество состояний, через которое 
проходит траектория хаотической систе-
мы, называется хаотическим аттрактором.  
В зависимости от количества, силы связей 
и меры хаотичности элементов хаотическая 
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система может находиться в различных ди-
намических режимах [16]. наибольший ин-
терес представляет упорядоченный режим 
работы решеток с формированием класте-
ров – хаотическая синхронизация. этот 
режим находится между двумя крайними 
режимами – полным порядком и полным 
хаосом. он позволяет использовать полез-
ные свойства хаотических систем для реше-
ния задач кластеризации [1, 9]. 

РНС с непрерывным пространством со-
стояний. При очень большом количестве 
нейронов рнс рассматривается не как 
дискретная в пространстве система, а как 
непрерывная среда. В этом случае для опи-
сания используются волновые уравнения 
[11]. они определяют динамику нейрон-
ного поля u(r, t), формируемого средой. 
Поле u(r, t) характеризует активность рнс 
в момент времени t в точке c координата-
ми r. Для задания связности используется 
специальная функция связи w(r), опреде-
ляющая зависимость силы связи от рас-
стояния, например функция типа «мекси-
канская шляпа».

Динамику рнс-сред исследуют с по-
мощью специального метода – анализа 
неустойчивости тьюринга. Волновое урав-
нение среды имеет в качестве одного из 
состояний равновесия состояние покоя. 
Далее уравнение линеаризуется в окрест-
ности этого состояния и вычисляются по-
казатели, характеризующие тип динамики. 
При определенном подборе параметров 
(весовой функции, функции активации) 
динамика может быть неустойчивой. такая 
неустойчивость носит название неустойчи-
вость Тьюринга в честь ученого, впервые 
ее обнаружившего. эта неустойчивость 
приводит к образованию стационарных 
неоднородных структур, названных дисси-
пативными структурами или паттернами 
Тьюринга [10]. Диссипативный означает, что 
структура появляется за счет диссипатив-
ных процессов рассеивания энергии в от-
крытой системе.

Вид и форма паттернов тьюринга зави-
сят в первую очередь от числа измерений 
среды. Для одномерной среды характер-
но появление глобальных периодических 
устойчивых структур, получивших назва-

ние «бугорковые» (bump) или «непрерыв-
ные» (continuous) аттракторы [14]. 

При определенных условиях в средах 
могут появляться более сложные динами-
ческие режимы – распространяющиеся 
волны. они могут перемежаться с состоя-
ниями покоя, а могут существовать посто-
янно в форме солитонов. В двумерных сре-
дах были обнаружены спиральные волны. 
есть гипотеза о том, что в реальных био-
логических системах из-за гетерогенности 
и нарушения симметрии волны не могут 
распространяться бесконечно и быстро за-
тухают.

В целом процессы, наблюдаемые в сре-
дах, также могут быть обнаружены и в дис-
кретных решетках, но для этого необходима 
соответствующая размерность для дискрет-
ного варианта.

Исследование полезных для решения за-
дач обработки информации свойства таких 
рнс пока находится в начальной стадии. 
Поэтому в  дальнейшем анализе проблем 
обучения рнс основное внимание сосре-
доточено на рнс с дискретным простран-
ством состояний. 

Обучение РНС

Классические подходы к обучению РНС. 
одно из важнейших свойств нс – возмож-
ность обучения. Под обучением, согласно 
[8] понимается процесс, в котором параме-
тры нс настраиваются за счет моделирова-
ния среды, в которую сеть помещена. тип 
обучения зависит от способа подстройки 
этих параметров [8, 11].  Для обучения в 
нс из внешней среды должны поступать 
сигналы, изменяющие свободные параме-
тры нс, что влечет за собой другую ответ-
ную реакцию нс на входные сигналы. 

обучение рнс в общем случае клас-
сифицируется как NP-полная задача даже 
для нс с одним скрытым слоем [12]. Для 
ряда случаев (определенная структура рнс 
и простые обучающие примеры) обучение 
имеет полиномиальную сложность.

к рнс применимо утверждение: «чем 
сложнее устроена обучаемая машина, тем 
сложнее алгоритм обучения». Поскольку 
рнс сложнее обычных нс прямого рас-
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пространения, то и алгоритмы их обучения 
сложнее алгоритмов обучения последних.

Для обучения рнс можно выделить 
несколько различных по своей сути групп 
подходов:

использование известных соотноше- •
ний между параметрами рнс и ее динами-
кой; пример – нсХ, нс Хакена и другие 
аттракторные рнс, в которых путем зада-
ния весовых коэффициентов можно зако-
дировать желаемые аттракторы на базе пра-
вила Хэбба [8];

использование алгоритмов обучения  •
с учителем на базе методов оптимизации 
по типу алгоритма обратного распростра-
нения ошибки; пример – алгоритмы об-
ратного распространения во времени 
(Back Propagation through time, BPtt), 
рекуррентное обучение в реальном време-
ни (Real-time Recurrent Learning, RtRL), 
рекуррентное обратное распространение 
(Recurrent Back Propagation, RBP) [8], ал-
горитмы, использующие калмановскую 
фильтрацию; из-за того, что в этих алго-
ритмах функционал оптимизации форми-
руется как сумма ошибок на некотором 
временном интервале, и при этом параме-
тры на каждом шаге настраиваются одни и 
те же, существуют проблемы со сходимо-
стью методов, временем работы и вычис-
лительными затратами;

использование алгоритма обучения с  •
учителем при рассмотрении рнс как ча-
стично рекуррентной – сигналы с обрат-
ных связей рассматриваются как отдельные 
входные сигналы – контекстные нейроны, 
в результате задача обучения упрощается и 
сводится к обычным алгоритмам обучения 
нс прямого распространения; к данному 
типу обучения относятся нс элмана, нс 
Джордана и другие нс;

использование алгоритмов обучения  •
без учителя (правило обучения кохонена, 
синаптическая пластичность импульсных 
нс);

отсутствие обучения в классическом  •
смысле изменения параметров системы 
(неявное обучение) – настройка весовых 
коэффициентов случайными значениями; 
при этом функции обучения возложены 

на специальное устройство – считыватель, 
который занимается классификацией дина-
мики рнс; данный принцип лег в основу 
новой парадигмы нс – резервуарные вы-
числения [18].

Последний вариант обучения (без явно-
го обучения через изменение весовых коэф-
фициентов самой рнс) представляет собой 
новую парадигму обучения, в которой спо-
соб связи с окружающей средой  представ-
лен в изменении фазовых портретов пове-
дения рнс и формировании определенной 
динамики в ответ на определенное воздей-
ствие (можно сопоставить с кратковремен-
ной памятью в нс прямого распростране-
ния при отклике на входное воздействие) 
[8]. новая парадигма обучения связана с 
новым подходом в вычислениях – резерву-
арными вычислениями. 

Резервуарные вычисления. сложность и 
неэффективность существующих алгорит-
мов обучения рнс вынуждает искать новые 
подходы, стратегии для использования их 
вычислительных возможностей. одним из 
таких подходов стало новое направление –  
резервуарные вычисления (рВ, Reservoir 
computing, Rc) [17, 18, 20].

основная идея рВ заключается в ис-
пользовании рнс как резервуара с богатой 
динамикой и мощными вычислительными 
возможностями. При этом резервуар фор-
мируется случайным образом, что исключа-
ет необходимость проводить его обучение. 
При подаче на вход резервуара непрерыв-
ного сигнала он попадает в определенный 
динамический режим или состояние. это 
состояние зависит от входного сигнала. ре-
зервуар формируется таким образом, чтобы 
для похожих входных сигналов это состо-
яние было похожим, а для разных – раз-
ным. Выход резервуара соединен со специ-
альными устройствами – считывателями, 
которые по состоянию резервуара решают 
поставленную задачу – производят клас-
сификацию, предсказание, кластеризацию 
[6]. В качестве считывателей могут исполь-
зоваться статические обучающие машины 
с простыми алгоритмами обучения. та-
ким образом, резервуар интегрирует в сво-
ем состоянии динамику входного образа.  
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а считыватели по состоянию резервуара 
распознают входной образ. 

Причины появления направления рВ 
связаны с тем, что статические модели нс 
в силу своих возможностей не могли ре-
шать задачу распознавания динамических 
образов, как и динамические нс с задерж-
ками, поэтому начали использоваться бо-
лее сложные рекуррентные нс. но пробле-
ма обучения рнс заставила искать новые 
подходы, и в результате появились резер-
вуарные вычисления, сочетающие в себе 
богатую динамику рнс и мощные возмож-
ности по обучению статических нс. было 
предложено несколько вариантов реализа-
ции резервуарных вычислений: 

сеть с эхо-состояниями (echo State  •
Network, eSN) [20], резервуар является 
обычной аналоговой рнс, функционирую-
щей в дискретном времени;

обратное распространение с декор- •
реляцией (Backpropagation-decorrelation, 
BPdc) [19]; модель похожа на eSN, ис-
пользуется алгоритм обучения BPdc, яв-
ляющийся упрощением алгоритма RtRL; 
если в RtRL обучается вся рнс, то BPdc 
построен таким образом, чтобы обучались 
только считывающие модули;

машина неустойчивых состояний  •
(Liquid State machine, LSm)[17], резервуар 
является импульсной рнс;

эволино (evolino – evolution of  •
systems with Linear output) [21] – резервуар 
составлен из специальных нейронов, моде-
лирующих длительную кратковременную 
память, выходной слой – линейный;

временная рнс (temporal RNN) –  •
биологические резервуары [13] и представ-
ляющие собой настоящие кортикальные 
нс;

прочие резервуары, представляющие  •
собой произвольные динамические систе-
мы, как чисто аналитические, так и реаль-
ные оптические, биологические, физиче-
ские, квантовые и другие системы.

Для формирования резервуаров суще-
ствует три базовых способа [18]:

использование общих рекомендаций  •
для создания «хороших» резервуаров вне 
зависимости от решаемой задачи – выбор 

топологии, связности, силы связей, задер-
жек;

адаптация резервуара – обучение без  •
учителя с использованием примеров вход-
ных данных:

на глобальном уровне – резерву-
ар формируется так, чтобы при заданных 
входных данных он находился в нужном 
динамическом режиме и обладал необходи-
мыми свойствами (например, разделения);

на локальном уровне – самооргани-
зация резервуара с использованием правил 
синаптической пластичности при подаче 
входных данных;

обучение резервуара с учителем с ис- •
пользованием примеров входных и соот-
ветствующих им выходных данных; в этом 
случае для конкретной задачи генерируется 
множество резервуаров с разными параме-
трами, оценивается качество распознавания 
для каждого резервуара и из них выбирает-
ся наилучший.

В базовом варианте резервуарные вы-
числения обладают универсальными вы-
числительными возможностями в смысле 
аппроксимации произвольных нелиней-
ных динамических систем с затухающей 
памятью. если добавить обратные связи со 
считывателя на резервуар, то появляется 
возможность аппроксимации систем с по-
стоянной памятью, т. е. машин тьюринга.

считыватели являются простыми ста-
тическими обучающими машинами: взве-
шенная линейная регрессия, адалина  
(с обучением в реальном времени по мето-
ду наименьших квадратов), персептрон, k 
ближайших соседей, машины опорных век-
торов, статические нс.

Для представления о классах динами-
ческих систем на базе рВ и степени слож-
ности систем на биологически подобных 
нейронах приведем пример: для описания 
мнс из 125 нейронов с наличием шумовой 
составляющей и  динамическими синапса-
ми необходимо 250 связанных нелинейных 
стохастических ДУ для нейронов и около 
400 разностных уравнений третьего поряд-
ка для синапсов.  

Использование существующих показа-
телей динамических систем (например, эн-
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тропии колмогорова, фрактальной размер-
ности, показателей синхронизации и др.) 
для определения режимов функционирова-
ния рнс даже для простых случаев хаоти-
ческих нейронных сетей [1, 9] оказывается 
неэффективным [3, 4] в силу специфики 
использования динамических режимов для 
решения задач обработки информации. это 
необходимость выявления особенностей 
именно совместной относительной динами-
ки элементов в неоднородных нелинейных 
динамических системах большой размерно-
сти. Поэтому для анализа работы сложных 
рнс требуется использование методов ки-

бернетической физики и методов из новых 
разделов нелинейной динамики [4].   

В данной статье проведен аналитиче-
ский обзор существующих подходов к ис-
следованию рнс и показаны предпосылки 
к появлению нового направления в области 
нейроинформатики – резервуарных вычис-
лений. Проведенная систематизация раз-
новидностей рнс и методов их обучения 
позволили предложить обобщенную клас-
сификацию нс и показать место рнс с 
неустойчивой динамикой среди множества 
других классов рнс. 
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УДК 621.396.663

И.А. Сухов, В.П. Акимов

ПРИМЕНЕНИЕ АЛГОРИтМОВ «СВЕРХРАЗРЕШЕНИя»  
К РАДИОПЕЛЕНГАтОРНОй АНтЕННОй РЕШЕтКЕ  

ИЗ НАПРАВЛЕННЫХ ЭЛЕМЕНтОВ

I.A. Sukhov, V.P. Akimov 

SUPER RESOLUTION TECHNIQUES FOR DIRECTION-FINDER  
ANTENNA ARRAY WITH DIRECTIONAL ELEMENTS

Проведена экспериментальная оценка точности пеленгации и разрешающей способности коль-
цевой антенной решетки из шунтовых вибраторов с применением алгоритмов «сверхразрешения». 
Показана возможность повышения разрешающей способности в результате применения алгоритма 
цифрового формирования лучей.

классИфИкацИЯ мноЖестВа сИГналоВ. колЬцеВаЯ антеннаЯ решетка. ра-
ДИоПеленГацИЯ. алГорИтм ПеленГацИИ. формИроВанИе лУчей.

Super resolution technique is applied to the circular antenna array of shunt dipoles. direction-finding 
accuracy and resolution ability are estimated experimentally. method of the mUSic algorithm improvement 
for the direction-finder is suggested.

mULtiPLe SigNaL cLaSSificatioN. ciRcULaR aNteNNa aRRay. diRectioN-fiNd-
iNg. diRectioN-fiNdiNg aLgoRitHm. BeamfoRmiNg.

задачи радиопеленгации осложняют-
ся наличием большого количества радио-
средств, работающих в одной полосе ча-
стот, при этом источники радиоизлучения 
могут быть разнесены на малое расстояние 
по азимуту. традиционные методы пеленга-
ции оказываются не в состоянии разрешить 
близкорасположенные сигналы. В сложной 
электромагнитной обстановке предпочти-
тельно использование методов сверхраз-
решения, т. к. они обеспечивают высокую 
точность оценки угла прихода одного сиг-
нала и возможность определения пеленгов 
нескольких близкорасположенных сигна-
лов на одной частоте.

В рамках данной статьи рассматривает-
ся вопрос применения сверхразрешающего 
алгоритма пеленгации mUSic [1] к коль-

цевой антенной решетке из направленных 
элементов с использованием амплитуд и 
фаз сигналов, измеряемых на выходах эле-
ментов антенной решетки. Предлагается 
метод повышения разрешающей способно-
сти пеленгатора, обеспечивающий устой-
чивую работу радиопеленгатора, в случае 
воздействия нескольких сигналов на коль-
цевую антенную решетку.

рассмотрим восьмиэлементную радио-
пеленгаторную антенную решетку диаме-
тром 1,5 м (рис. 1 а). В данной антенной 
решетке расположены антенные элементы 
двух диапазонов частот, по восемь эле-
ментов на каждый диапазон. В настоящей 
статье рассматриваются антенные элемен-
ты верхнего диапазона частот. В качестве 
элементов антенной решетки верхнего диа-
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пазона частот используются шунтовые пе-
чатные вибраторы, расположенные в резо-
наторах. Внешний вид антенных элементов 
представлен на рис. 1 б, вид антенного эле-
мента без резонатора с обратной стороны 
– на рис. 1 в. размер резонатора шунто-
вых вибраторов 200×145×45 мм3. резонатор 
предназначен для улучшения характеристик 
излучения шунтового вибратора. Вибратор-
ные антенны выполнены на диэлектрике 
фаф-4Д толщиной 1 мм.

Проведено измерение комплексных ди-
аграмм направленности антенных элемен-
тов во всем диапазоне углов в азимутальной 
плоскости для вертикальной поляризации с 
шагом 2,5°, с помощью прибора ZvL фир-
мы R&S. В качестве облучающей антенны 

использована рупорная антенна П6-23м. 
на рис. 1 г представлена нормированная 
амплитудная диаграмма направленности 
шунтового вибратора по напряжению на 
частоте 1918 мГц. ширина амплитудной 
диаграммы направленности по уровню 
0,707 составляет 43°. Пунктирной линией  
представлена теоретическая диаграмма 
направленности, описываемая функцией 

app( )F ϕ , аппроксимирующей измеренную 
диаграмму направленности. Выбранная для 
аппроксимации функция app( )F ϕ  выглядит 
следующим образом:

2

app

3
( ) exp ,

8 DN

F
  π ϕ ϕ = − ⋅ θ   

(1)

рис. 1. антенная решетка (а), шунтовой вибратор (б, в) и диаграмма направленности  
шунтового вибратора на частоте 1918 мГц (г)

а)

б) в) г)
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где DNθ  – ширина амплитудной диаграммы 
направленности в радианах.

ширина диаграммы направленности 

DNθ  для функции app( )F ϕ  выбирается в со-
ответствии с шириной аппроксимируемой 
амплитудной диаграммы направленности, 
полученной в результате измерений. теоре-
тическая фазовая диаграмма рассчитывает-
ся исходя из предположения, что фазовый 
центр шунтового вибратора находится в 
центре антенного элемента. теоретические 
диаграммы направленности вводятся для 
реализации программной модели радиопе-
ленгатора. В процессе работы проводится 
проверка адекватности разрабатываемой 
программной модели радиопеленгатора.

на рассматриваемой частоте в случае 
прихода сигнала с направления, совпадаю-
щего с направлением максимума одной из 
диаграмм направленности антенной ре-
шетки, расстояние между соседними ан-
тенными элементами составляет порядка 
0,7 длины волны, что потенциально может 
приводить к появлению неоднозначностей 
при определении пеленга.

Проведен натурный эксперимент для 
оценки точности пеленгации кольцевой 
антенной решеткой из шунтовых вибрато-
ров с применением алгоритма пеленгации 
mUSic (multiple Signal classification), ис-
пользующего амплитуды и фазы сигналов 
(комплексные отсчеты) с выходов антен-
ных элементов.

алгоритм оценки пеленга mUSic [1] 
включает в себя несколько этапов. на первом 
этапе измеряются амплитуды и фазы на вы-
ходах всех антенных элементов K раз и фор-
мируется матрица измеренных данных t

1 2[ ( ), ( ), ..., ( )] , 1, ..., k k N kx t x t x t k K= =X  t
1 2[ ( ), ( ), ..., ( )] , 1, ..., k k N kx t x t x t k K= =X , раз-

мером NчK, где N – количество антенных 
элементов. рассчитывается корреляцион-
ная матрица H= ⋅R X X  и производится ее 
разложение по собственным векторам и 
собственным числам. По критерию акай-
ке [2] оценивается количество сигналов, 
воздействующих на антенную решетку M. 
Из собственных векторов-столбцов, соот-
ветствующих M наименьшим собственным 
числам, составляется шумовая матрица 
QN, размером Nч(N–M). на втором этапе 
строится пеленгационная характеристика 

mUSic( )P ϕ  для всех возможных углов прихо-
да сигнала ϕ  в соответствии с формулой:

mUSic H H

1
( ) ,

( ) ( )N N

P ϕ =
ϕ ⋅ ⋅ ⋅ ϕa Q Q a

где ( )ϕa  – матрица-столбец, определяющая 
амплитуды и фазы на всех антенных эле-
ментах в случае прихода сигнала с направ-
ления ϕ .

В данной работе матрица-столбец ( )ϕa  
измерена экспериментально при проведе-
нии калибровки антенной системы.

на третьем этапе необходимо найти M 
наибольших максимумов пеленгационной 
характеристики. азимуты ϕ , на которых 
расположены найденные максимумы, соот-
ветствуют углам прихода сигнала.

При проведении эксперимента соот-
ношение сигнал/шум определялось отно-
сительно уровня сигнала, принимаемого 
в направлении максимума диаграммы на-
правленности антенного элемента. Для 
оценки пеленга использовалось к = 10 
временных выборок значений амплитуд и 
фаз на всех антенных элементах. максиму-
мы амплитудных диаграмм направленности 
расположены на азимутах 0°, 45°, ..., 315°. 
Источник сигнала последовательно рас-
полагался на азимутах от 0° до 45° с ша-
гом 5° относительно антенной решетки. В 
результате проведения эксперимента по-
лучены графики зависимости среднеква-
дратического отклонения пеленга (ско) от 
положения источника сигнала при разных 
соотношениях сигнал/шум (рис. 2).

наибольшая точность пеленгации до-
стигается в случае прихода сигналов в диа-
пазоне углов между максимумами диаграмм 
направленности антенных элементов. зна-
чения среднеквадратического отклонения 
пеленга малы, что связано с большой базой 
антенной решетки.

теоретические зависимости построены 
на основе моделирования процесса пелен-
гации с использованием данных аппрокси-
мации измеренных амплитудных и фазовых 
диаграмм. наибольшее отличие теоретиче-
ских и экспериментальных зависимостей 
среднеквадратического отклонения пеленга 
от азимута прихода сигнала наблюдается в 
области максимумов диаграмм направлен-

(2)
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ности антенных элементов. это связано с 
отличием теоретических и измеренных ам-
плитудных диаграмм направленности. наи-
большее отличие диаграмм направленности 
наблюдается в области боковых лепестков. 

Проведен натурный эксперимент для 
определения разрешающей способности 
пеленгатора с использованием рассматри-
ваемой антенной решетки и применением 
алгоритма пеленгации mUSic. При прове-
дении эксперимента на антенную решетку 
воздействовало два сигнала с одинаковой 
мощностью на частоте 1918 мГц. соот-
ношение сигнал/шум 20 дб относительно 
уровня сигнала в максимуме диаграммы 
направленности антенного элемента. ко-
личество временных выборок для оценки 
пеленга 10, азимут одного из сигналов 70°, 
азимут второго сигнала изменялся от 64° до 
69°. В результате проведения эксперимента 
получен график зависимости вероятности 
разрешения двух сигналов от расстояния 
между ними (рис. 3 а).

Два сигнала считаются разрешенными, 
если пеленгационная характеристика имеет 
два максимума в направлениях, близких к 
истинным пеленгам воздействующих сиг-
налов.

теоретическая зависимость вероятности 
разрешения сигналов в зависимости от рас-
стояния между сигналами получена в ре-
зультате использования данных аппрокси-
мации измеренных амплитуд и фаз. 

Из графика видно, что вероятность раз-
решения двух сигналов равна единице при 
расстоянии между ними в 6° и при сближе-

нии сигналов вероятность оценки быстро 
уменьшается до нуля. теоретическая и экс-
периментальная зависимости практически 
совпадают, что говорит об адекватности 
разработанной модели для оценки точност-
ных характеристик реальных пеленгаторов.

Для повышения разрешающей способ-
ности предлагается совместить алгоритм  
цифрового формирования лучей (digital 
Beam forming)  и алгоритм пеленгации  
mUSic. Полученный алгоритм dBf- 
mUSic основан на последовательном при-
менении к измеренным данным алгорит-
ма dBf и алгоритма mUSic. на первом 
этапе предлагаемого алгоритма необходимо 
провести предварительную приблизитель-
ную оценку направлений прихода сигналов 
любым алгоритмом пеленгации. Для этих 
целей целесообразно использовать алго-
ритм, не требующий значительных вычис-
лительных затрат (например, неадаптивный 
формирователь луча [3]). Применение ал-
горитма цифрового диаграммообразования 
перед применением алгоритма пеленгации  
mUSic позволяет ввести дополнительную 
пространственную фильтрацию сигналов, 
позволяющую выделить диапазон углов, 
требующий более высокой разрешающей 
способности. В качестве алгоритма цифро-
вого диаграммообразования в рамках дан-
ной работы выбран классический алгоритм 
формирования луча [3]. алгоритм dBf-
mUSic предполагает цифровое формиро-
вание диаграмм направленности с макси-
мумами в направлениях 1 2{ , , ..., }BΘ ∈ θ θ θ  
(B – количество формируемых диаграмм 

рис. 2. График зависимости ско от азимута прихода сигнала  
( ) экспериментальные данные; ( ) теоретические  данные
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направленности), близких к предполагае-
мым направлениям прихода близкораспо-
ложенных сигналов. Для этого все отсчеты 
амплитуд и фаз сигналов, измеренные на 
выходах антенных элементов, умножаются 
на матрицу-столбец ( ), 1, ..., i i Bθ =a  с по-
лучением выходных данных , 1, ..., iy i B=  
по формуле:

H( ) ( ) , 1, ..., .i k iy t i B= θ ⋅ =a X

Данные, полученные в результате пред-
варительной обработки, удобно запи-
сать в виде матрицы t

1 2[ ( ), ( ), ..., ( )] , 1, ..., k k B ky t y t y t k K= =Y
t

1 2[ ( ), ( ), ..., ( )] , 1, ..., k k B ky t y t y t k K= =Y , размером B×K. на 
следующем этапе рассчитывается корреля-
ционная матрица H

B = ⋅R Y Y , определяет-
ся количество воздействующих сигналов М 
по критерию акайке. Из М собственных 
векторов-столбцов корреляционной матри-
цы BR , относящихся к наименьшим соб-
ственным числам, составляется матрица 

NBQ . строится пеленгационная характери-
стика dBf-mUSic( )P ϕ  для диапазона углов, в 
направлении которых сформированы диа-

граммы направленности. Пеленгационная 
характеристика алгоритма dBf-mUSic 
выглядит следующим образом:

dBf-mUSic H H

1
( ) ,

( ) ( )S NB NB S

P ϕ =
ϕ ⋅ ⋅ ⋅ ϕa Q Q a

где H H H t
1 2( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))S Bϕ = θ ⋅ ϕ θ ⋅ ϕ θ ⋅ ϕa a a a a a a

H H H t
1 2( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))S Bϕ = θ ⋅ ϕ θ ⋅ ϕ θ ⋅ ϕa a a a a a a ; H – символ транспони-

рования и комплексного сопряжения; т – 
символ транспонирования.

Данные, полученные в результате воз-
действия двух сигналов на кольцевую антен-
ную решетку из шунтовых вибраторов, об-
работаны согласно алгоритму dBf-mUSic. 
В соответствии с предлагаемым алгоритмом 
сформированы четыре диаграммы направ-
ленности с максимумами в направлениях 64°, 
67°, 70° и 73°. Вид сформированных диаграмм 
направленности представлен на рис. 3 б.

В результате обработки эксперименталь-
ных данных получены зависимости вероят-
ности разрешения двух сигналов от рас-
стояния между ними (рис. 3 а). Из графика 
видно, что предложенный алгоритм dBf-

рис. 3. График зависимости вероятности разрешения двух сигналов от расстояния 
между ними алгоритмом mUSic и алгоритмом dBf-mUSic (а); вид диаграмм  

направленности, сформированных по алгоритму dBf-mUSic (б)

(3)

(4)

а)

б)
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mUSic позволяет увеличить разрешающую 
способность пеленгатора по сравнению 
с классическим алгоритмом пеленгации  
mUSic. аналогично предлагаемый алго-
ритм применен для обработки теоретиче-
ских амплитудных и фазовых диаграмм. 
на рис. 3 а представлена теоретическая 
зависимость вероятности разрешения двух 
сигналов от расстояния между ними, прак-
тически совпадающая с зависимостью, по-
лученной экспериментально, что говорит 
об адекватности разработанной программ-
ной модели радиопеленгатора.

Проведено экспериментальное иссле-
дование применения алгоритма пеленга-

ции mUSic и предложенного алгоритма 
повышения разрешающей способности 
dBf-mUSic на примере антенной ре-
шетки из шунтовых вибраторов. оценены 
точностные характеристики радиопеленга-
тора в случае пеленгации одного сигнала 
и разрешающая способность в случае воз-
действия двух сигналов на одной частоте. 
Показана возможность повышения разре-
шающей способности с помощью предло-
женного алгоритма dBf-mUSic по срав-
нению с алгоритмом mUSic. разработана 
программная модель радиопеленгатора, 
позволяющая оценивать точностные ха-
рактеристики и разрешающую способ-
ность пеленгатора.
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В.С. Кедрин, О.В. Кузьмин

ЧАСтОтНЫй АНАЛИЗ ВРЕМЕННЫХ РяДОВ ПЕРИОДИЧЕСКИХ  
ФУНКцИй С ПОМОЩьЮ ОцЕНКИ ЧИСЛЕННОГО РАНГА

V.S. Kedrin, O.V. Kuzmin 

FREQUENCY ANALYSIS OF TIME SERIES PERIODIC FUNCTIONS  
BY MEANS ASSESSMENT OF THE NUMBER OF RANKS

рассмотрены особенности применения метода сингулярного анализа для временных рядов, об-
разованных аддитивной периодической функцией. Предложена методика исследования динамиче-
ских свойств системы на основании оценки численного ранга.

Временной рЯД. ПерИоДИческаЯ фУнкцИЯ. сИнГУлЯрное разлоЖенИе. чИс-
ленный ранГ. частотный аналИз.

the article describes the features of the method of analysis for singular time series formed additive 
periodic. Proposed a method research of dynamic properties of the system based on the evaluation of the 
numerical rank.

time SeRieS. PeRiodic fUNctioNS. SiNgULaR vaLUe decomPoSitioN. NUmeRi-
caL RaNK. fReQUeNcy aNaLySiS.

задача идентификации параметров 
функции, описывающей развитие сложно-
го процесса, является существенно важной 
в рамках теории динамических систем. В 
случае регистрации этих параметров с по-
стоянным шагом τ по времени в виде сово-
купности временных рядов

0 ( 1)it t i= + − τ : ( )i iy y t= , 1, ,i N=

указанная задача является сложной и мно-
говариантной при отсутствии для их объ-
яснения функциональной модели системы 
динамических уравнений. Данная про-
блема имеет место для многих сложных 
реальных систем, т. к. получение систем 
динамических уравнений в этом случае 
связано со значительными трудностями 
при большом количестве переменных (ди-
намической размерности системы), либо 

практически невозможно в силу их мно-
госвязности и многосложности. Поэтому 
возникает необходимость развития совре-
менных методов обработки временных вы-
борок с целью формирования приближен-
ной оценки параметров идентификации 
динамики системы. Указанное требование 
особенно актуально в условиях  развития 
современных систем мониторинга в режи-
ме реального времени.

Постановка задачи

В работе [1] определены инвариантные 
(определяемые видом модели, а не ее чис-
ловыми параметрами) аналитические за-
висимости исследования временной (про-
странственной) выборки, порождаемой 
периодической функцией вида

( ) cos( ) sin( ),f x A x B x= α + ϕ + α + ϕ (1)
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а также аддитивной комбинации данной 
функции

1

( ) ( cos( ) sin( ))
I

i i i i
i

f x A x B x
=

= α + ϕ + α + ϕ∑
с помощью применения одного из совре-
менных дискретных методов – сингулярно-
го анализа [2].

Данные зависимости получены на базе 
оценки rank(A, ε), т. н. численного ε-ранга 
матрицы А, характеризующего такое коли-
чество сингулярных чисел si, которое с до-
пустимой погрешностью ε определяет бли-
зость траекторной матрицы А (см. [3, 4]) к 
матрице B меньшего ранга rank(B). таким 
образом, определение численного (сингу-
лярного) ранга r позволяет выявлять скры-
тые (латентные) внутренние взаимосвязи 
между элементами матрицы А, что харак-
теризует динамику исследуемой времен-
ной (пространственной) выборки процесса: 
число степеней свободы, порождающей его 
системы, или число переменных, опреде-
ляющих фазовое состояние этой системы.

Выделенные в работе [1] ключевые за-
висимости численного ε-ранга rank(A, ε) от 
количества составляющих сложной гармо-
нической функции вида (2), представляют 
интерес для разработки новой методологии 
оперативного анализа состояния динами-
ческой системы, что особенно актуально 
для мониторинга параметров управления 
в режиме реального времени сложных 
структурно-неустойчивых систем. В данной 
работе ставится задача создания методики 
анализа параметров исследуемой времен-
ной (пространственной) выборки процес-
са, имеющей ярко выраженный периодиче-
ский характер, на базе оценки численного 
ε-ранга.

Методика определения частот  
периодических компонент на основании  

численного ранга

Выявленные в статье [1] свойства инва-
риантности численного ε-ранга rank(A, ε) 
относительно значений частот аддитивных 
составляющих ,ia k k∀ ≠ π ∈ Ν  и его про-
порциональной зависимости от количества 
I периодических компонент при α1 ≠ α2  ≠ … 
≠ αI для временных рядов, порождаемых пе-

риодической функцией вида (2), позволяют 
создать метод анализа частот (спектра) по 
исходной дискретной выборке временного 
ряда.  Идея предлагаемого метода основа-
на на принципе активной идентификации 
системы, когда используются специально 
выбранные тестовые сигналы и изучается 
влияние состояние системы на фиксиро-
ванное воздействие. Применительно к кон-
тексту решаемой задачи авторы предлагают 
рассматривать изменение rank(A, ε) траек-
торной матрицы А временного ряда, обра-
зованного сложением отсчетов исходного 
ряда и простейшей тестовой периодической 
компоненты заданной частоты:

т t t t t( ) cos( ) sin( ).f x A x B x= α + ϕ + α + ϕ

В случае «воздействия» на исходную 
временную выборку тестовой компонен-
ты частоты αt, не присутствующей в исхо-
дном временном ряде ( t:i ia a a∀ ≠ ), будет 
наблюдаться увеличение rank(A, ε) в силу 
свойства его пропорциональной зависимо-
сти от количества I периодических компо-
нент при α1 ≠ α2  ≠ … ≠ αI. 

При «воздействии» на исходную времен-
ную выборку тестовой компоненты частоты 
αt, присутствующей в исходном временном 
ряде ( t:i ia a a∀ = ), в силу свойств инвари-
антности относительно значений частот ад-
дитивных составляющих ,ia k k N∀ ≠ π ∈  и 
дистрибутивности rank(A, ε) останется не-
изменным:

( )
( )

t t t t

t

t t

( ) { cos( ) sin( )}

{ cos( ) sin( )}

cos( )

sin( ), : .

i i i i

i i

i i i i

f x A x B x

A x B x

A A x

B B x a a a

= α + ϕ + α + ϕ +

+ α + ϕ + α + ϕ =

= + α + ϕ +

+ + α + ϕ ∀ =

сформулированная идея легла в основу 
создания итерационного алгоритма опреде-
ления частот компонент периодических со-
ставляющих (спектра), присутствующих в 
исходном временном ряде, порождаемом 
периодической функцией вида (2) (рис. 1).

Исходными данными для алгоритма 
служат: 

выборка исходного временного ряда y, 
порождаемого периодической функцией 
вида (2); 

диапазон частот (αstart; αend), в котором 

(2)



Системный анализ и управление

49

рис. 1. алгоритм определения частот периодических компонент
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будет производиться поиск частот перио-
дических составляющих, входящих в ис-
ходный ряд;

дискретность ∆α, разбивающая диапазон 
(αstart; αend) на l отсчетов:

start end .
lα

α − α
∆ =

Особенности определения численного 
ε-ранга

В алгоритме, представленном в преды-
дущем разделе, центральное место занима-
ет определение численного ε-ранга rank(A, 
ε), основанное на выделении области зна-
чений range(A) и нуль-пространства null(A) 
матрицы A. 

Представляет интерес определение кри-
терия данного разделения. Интерпретация 
метода сингулярного разложения опреде-
ляет, что разделение областей range(A) и 
null(A)  может быть основано на исследо-
вании динамики сингулярных чисел, по-
следовательность которых расположена в 
порядке убывания модуля на главной диа-
гонали матрицы S (см. [1, 2]). 

В качестве иллюстрации сказанного 
выше приведем результаты анализа выбор-
ки сингулярных чисел, полученной в ре-
зультате сингулярного разложения времен-
ного ряда, образованного функцией вида

( ) 0,1sin( ) 0,2 cos(2 ), 1;51f i i i i= + =

с параметром разложения m = 21 (табл. 1).
Из таблицы видно, что наиболее про-

стым и очевидным критерием разделения 
областей range(A) и null(A) может служить 
величина абсолютной погрешности εs, 

выше которой сингулярные числа являют-
ся значимыми и попадают в область зна-
чений range(A). В противном случае син-
гулярные числа являются незначимыми 
и характеризуют область null(A). так, при  
εs = 0,01 видно, что первые четыре сингу-
лярных числа являются значимыми, следо-
вательно, rank(A, ε) = 4.

В свою очередь сингулярные числа, 
определяющие null(A), отличны от нуля и 
характеризуются определенной динамикой. 
Принятие малых ненулевых значений мож-
но объяснить неравномерностью дискрет-
ных отсчетов, особенностями дискретного 
алгоритма сингулярного анализа, а также 
конечной точностью применяемых в ходе 
расчета переменных. Поэтому величина аб-
солютной погрешности численного ε-ранга 
εs не является достаточно гибким критери-
ем разделения областей range(A) и null(A). 
это легко показать, если изменить выборку 
исходного периодического ряда (3), приба-
вив еще одну компоненту близкой частоты 
к имеющейся в исходном ряде:

( ) 0,1sin( ) 0,2 cos(2 ) sin(0,99 ), 1;51.f i i i i i= + + =

( ) 0,1sin( ) 0,2 cos(2 ) sin(0,99 ), 1;51.f i i i i i= + + =

Выборка сингулярных чисел, получен-
ных в результате сингулярного разложения 
ряда (4), представлена в табл. 2.

При выборе εs = 0,01 видно, что первые 
четыре сингулярных числа являются зна-
чимыми, следовательно, rank(A, ε) = 4, что 
не согласуется с представленной моделью 
функции (4), имеющей три периодических 
компоненты. нетрудно заметить, что пятое 

таблица  1

Выборка сингулярных чисел

i si i si i si

1 2,64515 8 3,13e-08 15 1,90e-08
2 2,46369 9 3,03e-08 16 1,64e-08
3 1,30862 10 2,92e-08 17 1,58e-08
4 1,22877 11 2,71e-08 18 1,42e-08
5 3,93e-08 12 2,18e-08 19 1,27e-08
6 3,84e-08 13 2,06e-08 20 1,25e-08
7 3,25e-08 14 2,02e-08 21 8,97e-09

(3)

(4)
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и шестое сингулярные числа хотя и при-
нимают малые значения, но, тем не менее, 
отличаются на пять порядков от идущих 
далее сингулярных чисел. В связи с этим 
необходим выбор более гибкого критерия 
разделения областей range(A) и null(A). с 
этой целью предлагаем использование от-
носительных моментных коэффициентов 
динамики – обратного цепного коэффици-
ента роста:

1 ,i
i

i

s
Ks

s
+=  

т. к. сингулярные числа si расположены в 
порядке убывания.

на основании коэффициента (5) можно 
определить точки разрыва в динамике вы-
борки сингулярных чисел. расчет моментных 
показателей обратного коэффициента роста 
для выборки сингулярных чисел, образован-
ных в результате сингулярного разложения 
функции (4), представлен в табл. 3.

В случае графического представления 
изменения динамики сингулярных чисел  

на основании  показателя обратного коэф-
фициента роста (рис. 3) целесообразно вос-
пользоваться логарифмической шкалой:

( ) 1ln ln ,i
i

i

s
Ks

s
+ 

=  
 

т. к. точки перехода (разрыва) динамики 
могут принимать достаточно большие зна-
чения и существенно отличаются друг от 
друга. 

Из рис. 2 видно, что динамика сингу-
лярных чисел для ряда (4) имеет три точки 
разрыва, которые можно интерпретировать 
следующим образом: 

первые две точки разрыва (между тре-
тьим – вторым и четвертым – пятым син-
гулярными числами соответственно) ха-
рактеризуют отделение трех периодических 
компонент друг от друга; 

третья точка разрыва (между шестым и 
седьмым сингулярными числами), имею-
щая наибольшее значение, определяет раз-
деление областей range(A) от null(A). 

таким образом, на основании выбран-

таблица  2

Выборка сингулярных чисел

i si i si i si

1 14,5026 8 2,01e-07 15 8,79e-08
2 13,4774 9 1,62e-07 16 8,35e-08
3 2,63163 10 1,54e-07 17 7,43e-08
4 2,44769 11 1,40e-07 18 7,15e-08
5 0,0069 12 1,27e-07 19 6,06e-08
6 5,47e-03 13 1,09e-07 20 5,93e-08
7 2,69e-07 14 1,05e-07 21 4,80e-08

(5)

таблица  3

Обратные коэффициента роста, отражающие динамику сингулярных чисел

(i+1)/i Ksi (i+1)/i Ksi (i+1)/i Ksi

2/1 1,076 9/8 1,243 16/15 1,052
3/2 5,121 10/9 1,048 17/16 1,124
4/3 1,075 11/10 1,106 18/17 1,039
5/4 354,714 12/11 1,096 19/18 1,180
6/5 1,261 13/12 1,172 20/19 1,023
7/6 20311,930 14/13 1,037 21/20 1,236
8/7 1,339 15/14 1,192 22/21 –
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ного критерия разделения областей range(A) 
и null(A) имеем rank(A, ε) = 6, что согласу-
ется со сформированными в работе [1] вы-
водами.

Численный эксперимент
сформированный выше алгоритм ис-

пользовался при проведении численного 
эксперимента по применению метода син-

рис. 2. обратные коэффициента роста, отражающие динамику сингулярных чисел 
по логарифмической шкале

рис. 3. обратные коэффициента роста, отражающие динамику сингулярных чисел  
по логарифмической шкале для тестовых временных рядов, полученных сдвигом  

по частоте с заданной дискретностью
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гулярного разложения к временной после-
довательности, образованной функцией 
вида (3).

Для определения присутствующих во 
временном ряде частот был задан диапазон 
тестовых частот (0; 3) с дискретностью 0,01.

Графическое изменение обратного ко-
эффициента роста по логарифмической 
шкале ln(Ksi) для множества рядов {gi}, об-
разованных сложением исходного ряда y и 
тестовых периодических компонент с опре-
деленной тестовой частотой αti, представле-
но на рис. 3.

на основании эксперимента определено 
изменение численного ε-ранга траекторной 

матрицы ряда А в точках с индексом 100 и 
200. следовательно, при заданной дискрет-
ности 0,01 частоты периодических компо-
нент, присутствующих в исходной последо-
вательности, равны 1 и 2 соответственно.

таким образом, с помощью оценки чис-
ленного ε-ранга удалось создать методику, 
позволяющую не только оценить динами-
ческую размерность d (число степеней сво-
боды) модели, но и идентифицировать па-
раметры частот периодических компонент, 
присутствующих в исходном временном 
ряде, порождаемом периодической функ-
цией вида (2).
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УДК 681.513

А.И. Писарев, И.И. Суляев

НЕйРОЭМУЛятОР тЕПЛОВОГО РЕЖИМА ПЛАВКИ  
МЕДНО-НИКЕЛЕВОГО СЫРья В ПЕЧИ ВАНЮКОВА

A.I. Pisarev, I.I. Sulyaev

NEURAL EMULATOR TEMPERATURE MODE OF COPPER-NICKEL RAW 
MATERIALS SMELTING IN VANYUKOV FURNACE

одна из проблем плавки в печах Ванюкова – большие потери цветных металлов со шлаком, 
приводящие к снижению производительности процесса. на эффективное разделение продуктов 
плавки и, как следствие, на их химический состав, существенно влияет температура расплава. 
описано построение модели температурного режима плавки медно-никелевого сырья в печи 
Ванюкова с помощью искусственных нейронных сетей. разработанная модель позволит создать 
автоматическую систему управления, поддерживающую оптимальный температурный режим  
в печи.

ПечЬ ВанЮкоВа. нейроннаЯ сетЬ. нейроэмУлЯтор. темПератУрный реЖИм. 
меДно-нИкелеВое сырЬе. штейн. ПроГноз.

one of vanyukov furnace smelting problems is large losses of non-ferrous metals with slag, which lead 
to lower process. melt temperature significantly influences effective separation of melting products and 
consequently their chemical composition. the purpose of work is to create temperature smelting model 
of copper-nickel raw materials in vanyukov furnace based on artificial neural networks and statistic data 
use. the elaborated model will create automatic control system supporting optimal temperature mode in 
furnace.

vaNyUKov fURNace. NeURaL NetWoRK. NeURaL NetWoRK emULatoR. 
temPeRatURe mode. coPPeR-NicKeL RaW mateRiaLS. matte, foRecaSt.

Печь Ванюкова (ПВ) – автогенная пла-
вильная печь шахтного типа, предназна-
ченная для переработки медного никель-
содержащего сырья, обеднения жидких 
конвертерных шлаков. конечными продук-
тами плавки в ПВ являются: богатые по ди-
оксиду серы отходящие газы (объемная доля 
до 70 %), бедные по содержанию цветных 
металлов жидкие отвальные шлаки (объем-
ная доля менее 1 %) и жидкий штейн с вы-
сокой концентрацией меди (не менее 50 %)  
[1, с. 101]. необходимые условия устой-
чивой работы печи: непрерывная загрузка 
шихты заданного состава; бесперебойная 
подача дутья фиксированного объема (воз-
дух, кислород, природный газ); непрерыв-
ный выпуск продуктов плавки в сифоны; 
постоянство уровней шлаковой и штейно-
вой ванны в плавильной зоне [1]. объемная 

модель печи Ванюкова приведена на рис. 1.
Для эффективного разделения продуктов 

плавки, уменьшения химических и механи-
ческих потерь цветных металлов со шлаком 
необходимо поддерживать оптимальную 
температуру в шахте печи [2]. температура 
штейна в ПВ должна поддерживаться в ди-
апазоне 1050–1150 °с, шлака 1200–1250 °с  
[1, с. 29]. стабилизация температуры рас-
плава в ПВ возможна при неизменном рас-
ходе кислорода на тонну шихты. При этом 
эффективное регулирование температуры 
достигается согласованным изменением 
расходов воздуха и угля. еще больший эф-
фект дает управление расходом технологи-
ческого кислорода и содержанием кислоро-
да в дутье [1].

температура шлака ниже 1200 °с приво-
дит к низкой растворимости магнетита и его 
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выделению в самостоятельную фазу, про-
исходит увеличение механических потерь 
цветных металлов со шлаком [1, с. 61].

температура шлака выше 1250 °с вы-
зывает ускоренный износ футеровки печи, 
перегрев отходящих газов. стабилизация 
температуры приведет к снижению потерь 
цветных металлов со шлаком (рис. 2).

таким образом, при окислительном про-
цессе Ванюкова следует придерживаться 
оптимального диапазона температур, обе-
спечивающих нормальную производитель-
ность агрегата при наибольшем извлечении 
цветных металлов [2].

В статье разрабатывается нейроэму-
лятор теплового режима плавки медно-
никелевого сырья в ПВ. Для этого исполь-
зуются статистические данные работы ПВ 

медного завода горно-металлургической 
компании «норильский никель».

Исследованию и созданию темпера-
турной модели расплава в ПВ посвящены 
работы [3, 7], однако полученные матема-
тические модели не обладают свойством 
адаптации к внешним возмущениям, были 
учтены не все параметры процесса Ванюко-
ва. такие модели неэффективны в решении 
задачи оптимального управления печью.

Анализ входных факторов нейроэмулятора

температура расплава в печи Ванюкова 
не измеряется в силу определенных причин 
(высокая температура, агрессивная среда 
и, тем самым, непродолжительный срок 
службы контрольно-измерительного при-
бора). таким образом,  единственным до-

рис. 1. Печь Ванюкова

рис. 2. График зависимости потерь меди со шлаком  
от температуры расплава в печи Ванюкова
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стоверным параметром, косвенно характе-
ризующим температурный режим, является 
температура воды на сливе с прикладных 
кессонов 1, 2 ряда горна печи, которая дает 
надежную информацию о тепловом режиме 
процесса, в частности, о температуре штей-
на [1].

В работе [1] при проведении испытаний 
на опытно-промышленном комплексе печи 
жидкой ванны было установлено, что пере-
пад температуры в кессонах на 1 °с соот-
ветствует изменению температуры ванны 
расплава печи примерно на 20 °с.

В первом ряду кессонированного поя-
са печи расположено 22 водоохлаждаемых 
элемента, во втором – 5. таким образом, 
с каждой стороны печи располагается 27 

медных прикладных кессонов [8]. охлаж-
дающая вода подается отдельно на левую и 
правую сторону печи.

При разработке нейронной сети в пер-
вую очередь необходимо определить вход-
ные и выходные факторы [9]. В нашей 
модели только один выходной параметр – 
средняя температура воды на сливе с при-
кладных кессонов 1, 2 ряда правой стороны 
печи, косвенно характеризующая темпера-
туру штейна. отметим, что давление и, как 
следствие, расход охлаждающей воды на 
каждую сторону печи разное, поэтому целе-
сообразно выбрать только одну из сторон. 
Для определения степени влияния входных 
факторов на выходную величину проведе-
ны статистические исследования и выпол-

таблица  1 

Значения коэффициентов корреляции основных технологических параметров процесса Ванюкова

температура воды  
после охлаждения кессонов  

(правая сторона), °с
расход кВс после смесителя, нм3/ч 0,57
Давление кВс после смесителя, кПа 0,63
температура кВс после смесителя, °с 0,13
расход кислорода к смесителю, нм3/ч 0,22
Давление кислорода к смесителю, кПа 0,1
расход воздуха к смесителю, нм3/ч 0,3
Давление воздуха к смесителю, кПа 0,3
содержание кислорода в кВс, % –0,61
расход природного газа к зоне плавления, нм3/ч 0,63
Давление природного газа к зоне плавления, кПа 0,44
Производительность конвейера 1, т/ч –0,2
Производительность конвейера 2, т/ч 0,42
скорость питателя 1, % 0,38
скорость питателя 2, % 0,34
скорость питателя 3, % 0,3
скорость питателя 4, % 0,3
скорость питателя 5, % 0,5
скорость питателя 6, % 0,3
скорость питателя 7, % 0,45
скорость питателя 8, % –0,4
Давление воды на охлаждение кессонов  
(правая сторона), кПа

0,65

температура воды до охлаждения кессонов  
(правая сторона), °с

0,62
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нен корреляционный анализ (табл. 1).
корреляционный анализ проводился на 

выборке объемом 200–300 минутных зна-
чений по каждому параметру процесса. от-
метим, что при вычислении коэффициента 
парной корреляции между входным фак-
тором и выходной величиной выбирался 
такой период работы печи, когда осталь-
ные параметры процесса были фиксирова-
ны или имели незначительные колебания. 
такой подход позволяет увидеть реальное 
влияние отдельного фактора на темпера-
турный режим в шахте ПВ.

к примеру, коэффициент корреляции 
между температурой воды после охлажде-
ния кессонов и расходом природного газа 
к зоне плавления составил больше 0,6, что 
отражает значимость фактора и высокую 
степень влияния на выходную переменную 
(см. табл. 1).

Из графика автокорреляционной функ-
ции Кх(τ) по температуре кессонов вид-
но, что дискретность опроса температу-
ры должна быть не более 13 мин (рис. 3). 
следовательно, используемый в работе шаг 
квантования в 1 мин вполне приемлем.

с целью «отслеживания» динамики из-
менения температуры на вход модели пода-
ется средняя температура кессонов на теку-
щем j и предыдущем временном шаге j – 1.

таким образом, входными факторами 
модели являются:

x1j – расход кислородо-воздушной сме-
си (кВс) после смесителя, нм3/ч; 

x2j – давление кВс после смесителя, 
кПа;

x3j – содержание кислорода в кВс, %;
x4j – расход природного газа к зоне плав-

ления, нм3/ч;
x5j – суммарный расход шихты, т/ч;
x6j – температура воды до охлаждения 

кессонов печи, °с;
x7j – давление воды на охлаждение кес-

сонов правой стороны печи, кПа;
x8j … x15j – скорости питателей под расхо-

дными бункерами, косвенно характеризую-
щие объемную производительность по каж-
дому компоненту загружаемой шихты м/с;

x16,j–1 – средняя температура воды на 
сливе с прикладных кессонов 1, 2 ряда гор-
на печи Ванюкова на j – 1 шаге, °с;

x17j – средняя температура воды на сли-
ве с прикладных кессонов 1, 2 ряда горна 
печи Ванюкова на j шаге, °с.

Выходной параметр модели:
y – средняя температура воды на сли-

ве с прикладных кессонов 1, 2 ряда горна 
печи Ванюкова на j + 1 шаге, °с.

Препроцессинг обучающих данных

как известно [6, 9, 10], для нейронных 
сетей весьма верно эмпирическое правило 
«мусор на входе – мусор на выходе», поэто-
му очень важна предварительная обработ-
ка (препроцессирование) исходных данных 
для обучения сети. Введем обозначение 
массива обучающих данных для нейронной 
сети:

рис. 3. График автокорреляционной функции средней температуры воды на сливе 
с прикладных кессонов 1, 2 ряда горна печи Ванюкова
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где i – номер входного параметра; j – мо-
мент времени.

В массиве Z каждому набору входных 
параметров xij  в момент времени j соответ-
ствует выходное значение yj. таким обра-
зом, данные синхронизированы во времени 
с дискретностью одна минута. размер обу-
чающего набора соответствует одной неде-
ле работы ПВ (10 000 значений по каждому 
параметру).

Из массива исключаем строки дан-
ных, когда ПВ простаивала или показания 
контрольно-измерительных приборов были 
недостоверными (об этом сигнализирует 
бит состояния параметра в контроллере).

моделирование и прогнозирование вре-
менных рядов с помощью нейронной сети 
не предполагает пропусков, поэтому про-
пущенные значения в обучающей выборке 
заполняются методом линейной интерполя-
ции. неизвестное значение xij в момент вре-
мени tj вычисляется следующим образом:

, 1 , 1 1 , 1 1 , 1

1 1

( ) ( )
.j i j i j j i j j i j

ij
j j

t x x t x t x
x

t t
− + − − + +

− +

− + −
=

−

Преобразование данных осуществляется 
как по входным факторам xij, так и по вы-
ходному параметру yj.

Для снижения «нагрузки» на сеть дан-
ные подвергаем нормированию, позволяю-
щему предотвратить насыщение нейрона 
(значительные изменения входов нейрона 
приводят к незначительному изменению 
его выхода): 



min

max min

,ij i
ij

i i

x x
х

x x

−
=

−

где ijх  – нормированное значение i-го па-
раметра; min min{ }i ijj

x x=  – минимальное 
значение i-го параметра; max max{ }i ijj

x x=  – 

максимальное значение i-го параметра.
Данные приводим к интервалу (0;1), 

соответствующему диапазону изменения 

логистической функции активации каждо-
го нейрона сети. нормирование исходных 
данных снижает нагрузку на сеть, что по-
зволяет улучшить соотношение «ошибка/
время обучения» [9].

Далее каждый параметр подвергается 
фильтрации посредством соотношения: 



, 1 д,ijij i j пx x K x K−= ⋅ + ⋅ 

где ijx  – отфильтрованное значение сиг-
нала; , 1i jx −  – отфильтрованное значение 
сигнала на предыдущем шаге; ijx  – филь-
труемое значение сигнала; Kп, Kд – коэф-
фициенты (Kп = 0,97, Kд = 0,03).

задача фильтрации – очистка от шума, 
выделение «полезного» сигнала для обуче-
ния нейронной сети [10].

Данный метод фильтрации временного 
ряда позволяет улучшить качество нейросе-
тевого прогноза [10].

массив Z разбиваем на три множества: 
обучающее, контрольное и тестовое. коли-
чество данных первого множества выбира-
ем в пределах 50–70 % от исходного. на 
его основании происходит подстройка си-
наптических весов нейронной сети. Второе 
множество – контрольное, на котором при 
поиске оптимальной структуры выбирает-
ся наилучшая модель. третье множество – 
тестовое. Итоговая модель проверяется на 
данных из этого множества, чтобы убедит-
ся, что результаты, достигнутые на обучаю-
щем и контрольном множествах, реальны, 
а не являются артефактами процесса обу-
чения [4].

отметим, что универсального алгоритма 
выбора структуры нейросети нет, поэтому 
подбор количества слоев сети и нейронов 
в них осуществлялся экспериментально. 
основным критерием выбора сети было 
оптимальное соотношение между временем 
и ошибкой обучения на обучающем мно-
жестве. После экспериментов с обучением 
различных нейронных сетей была выведена 
теоретическая кривая соотношения между 
временем и ошибкой обучения, из которо-
го видно, что при дальнейшем увеличении 
числа итераций (t > topt), среднеквадратич-
ная ошибка ε уменьшается незначительно, 
а вероятность возникновения явления пе-
реобучения сети возрастает [8].

(1)

(2)
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В результате эвристического перебора 
множества моделей лучшее соотношение 
показала нейросеть со следующей структу-
рой:

тип нейронной сети – многослойный 
персептрон;

количество слоев – 3;
количество нейронов во входном  

слое – 17;
количество нейронов в скрытом  

слое – 17;
количество нейронов в выходном  

слое – 1;
алгоритм обучения – метод левенберга–

марквардта.
Выбранное количество нейронов в пер-

вом слое является логичным, т. к. количе-
ство входных факторов модели равно 17. 
аналогично был выбран один нейрон в вы-
ходном слое, отвечающий за вывод норми-
рованного значения средней температуры 
воды на сливе с прикладных кессонов 1,2 
ряда горна печи на j + 1 шаге.

активационная функция всех нейро-
нов сети – логистическая (сигмоидальная), 
описываемая следующей формулой:

1
( ) ,

1 s
f s

е−α⋅=
+

где α – параметр наклона логистической 
функции (α = 1); s – взвешенная сумма 
входов нейрона.

сигмоидальная функция является глад-
кой, а ее производная легко вычисляется, 

что весьма существенно для алгоритма обу-
чения нейронной сети.

В качестве алгоритма обучения сети вы-
бран метод левенберга–марквардта (метод 
доверительных интервалов), суть которого 
заключается в минимизации среднеквадра-
тичной ошибки на обучающем множестве 
посредством подбора весовых коэффици-
ентов и смещений у нейронов [6]. метод 
левенберга–марквардта – самый быстрый 
алгоритм обучения, но имеющий ряд важ-
ных ограничений:

применим только для сетей с одним вы-
ходным элементом;

работает только со среднеквадратичной 
функцией ошибок;

требует памяти порядка W 2 (где W – 
количество синаптических весов у сети, 
поэтому для обучения больших сетей он 
неэффективен) [6].

накладываемые алгоритмом ограниче-
ния приемлемы в контексте поставленной 
задачи по прогнозированию температурно-
го режима печи.

формула вычисления среднеквадратич-
ной ошибки имеет вид:

2
э

1

1
( ) min,

N

j j
i

T T
N =

ε = − →∑
где Tэj – экспериментальное значение тем-
пературы на j-м шаге; Tj – рассчитанное 
значение температуры на j-м шаге; N – объ-
ем обучающей выборки (10 000 значений).

нейронная сеть реализует функцию ре-

(3)

рис. 4. результат обучения персептрона структуры 17-17-1 
( ) теоретические данные; ( ) экспериментальные данные
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грессии от 17 переменных: yj = f (x1j, x2j, x3j, 
x4j, …, x17j).

Время обучения сети на обучающем 
множестве составило 20 с при 43 эпохах и 
среднеквадратичной ошибке 10–5. результа-
ты обучения сети отображены на рис. 4. от-
метим совпадение теоретических и экспе-
риментальных данных с заданной ошибкой 
в широком диапазоне изменения темпера-
туры воды на сливе с прикладных кессонов 
1, 2 ряда горна печи (от 34 до 40 °с).

В табл. 2 приведены синаптические веса 

и смещения нейронов скрытого и выход-
ного слоя сети, полученные в результате 
обучения. отметим, что каждый нейрон 
имеет 17 весовых коэффициентов wkm (где 
k – номер нейрона в слое, m – порядковый 
номер весового коэффициента нейрона) и 
одно смещение bk, отвечающее за уровень 
порога активации.

Проверка адекватности нейроэмулятора

структура нейроэмулятора отображена 
на рис. 5. математическая модель выпол-

рис. 5. Внутренняя структура нейроэмулятора

рис. 6. экспериментальные и теоретические данные средней температуры 
воды на сливе с прикладных кессонов 1, 2 ряда горна печи Ванюкова 

( ) теоретические данные; ( ) экспериментальные данные
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нена на базе архитектуры многослойного 
персептрона розенблатта [4] с одним скры-
тым слоем, в котором количество нейро-
нов равно количеству входных факторов. 
нейроны входного слоя сети не участвуют 
в вычислениях, являясь лишь повторителя-
ми сигнала. Весовые коэффициенты таких 
нейронов равны единице, а смещения – 
нулю. Выходной слой содержит один ней-
рон, отвечающий за формирование откли-
ка эмулятора. нейроны последующего слоя 
сети связаны с нейронами предыдущего по 
принципу «каждый с каждым».

Для проверки степени адекватности 
модели на входы персептрона подаем нор-
мированный массив данных за один месяц 
2010 г. работы ПВ. Полученный вектор зна-
чений с выхода модели переводим в реаль-
ный диапазон изменения температуры воды 
на сливе с прикладных кессонов 1, 2 ряда 
горна ПВ. экспериментальные Tэi и тео-
ретические данные Tрi показаны на рис. 6.  
рассчитанный множественный коэффи-

циент корреляции 
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(N = 300) показывает хорошее совпадение 
экспериментальных и теоретических дан-
ных [5, с. 65].

однако для построения долгосрочно-
го прогноза температуры (к примеру, на  
30 мин вперед) необходимо учитывать ди-
намику изменения каждого параметра в 
отдельности. При этом структура сети зна-
чительно усложняется, а время ее обучения 
увеличивается. Для уменьшения количе-
ства весовых коэффициентов сети возмож-
но использование метода редукции, позво-
ляющего исключить синаптические связи 
между нейронами, которые не влияют на 
качество прогноза. это позволит умень-
шить время обучения сети, не увеличивая 
ошибку прогноза.

В результате регрессионного анализа 
определена степень влияния входных па-
раметров на температурный режим в шахте 
печи Ванюкова.

разработан нейроэмулятор теплового 
режима плавки медно-никелевого сырья в 
печи Ванюкова.

Проведена экспериментальная проверка 
адекватности нейроэмулятора.
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УДК 004.432

Г.С. Петросян

яЗЫКОВЫЕ СРЕДСтВА ПОДДЕРЖКИ  
СИСтЕМАтИЧЕСКОй ОБРАБОтКИ ОШИБОК

G.S. Petrosyan

LANGUAGE SUPPORT FOR SYSTEMATIC ERROR HANDLING

Введено разделение ошибок времени выполнения на ожидаемые и неожиданные; предложены 
критерии, которым должны соответствовать языковые средства поддержки систематической обра-
ботки ошибок. Проанализированы популярные подходы к обработке ошибок с использованием ме-
ханизма исключений и кодов возврата. Предложен подход, согласно которому обработка неожидан-
ных ошибок должна состоять в автоматическом поддержании инвариантов состояния программы. 
на основе проведенного анализа предложен ряд языковых средств, соответствующий современным 
требованиям к механизму поддержки систематической обработки ошибок.

ЯзыкИ ПроГраммИроВанИЯ. обработка ошИбок. ИсклЮченИЯ. коДы Воз-
Врата. ИнВарИанты.

Runtime errors are divided into expected and unexpected; requirements for language support for 
systematic error handling are proposed. Popular approaches to error handing — exceptions and return codes –  
are analyzed. automatic treatment of unexpected errors by means of restoring program state invariants is 
proposed. Based on the conducted analysis, several mechanisms of language support for systematic error 
handling which satisfy stated requirements are proposed.

PRogRammiNg LaNgUageS. eRRoR HaNdLiNg. eXcePtioNS. RetURN codeS. 
iNvaRiaNtS.

определимся с терминологией: ошиб-
кой будем называть ситуацию, при которой 
часть программы не смогла успешно завер-
шить действие, которое должна была выпол-
нить. например, в ходе расчета произошло 
деление на ноль, либо была предпринята 
попытка чтения из несуществующего файла. 
Причинами ошибок могут быть как внеш-
ние условия (такие, как отсутствие доступа 
в Интернет или неисправность подклю-
ченного оборудования), так и внутренние 
противоречия (такие, как попытка получить 
доступ к первому элементу пустого мас- 
сива) – в данной статье не делается разделе-
ния ошибок на какие-либо классы.

несмотря на то что начинающие про-

граммисты часто стремятся игнорировать 
обработку ошибок, их опытные коллеги 
знают, что систематическая обработка оши-
бок не менее важна, чем «основная» функ-
циональность программы [1]. объем кода, 
посвященного обработке ошибок, при этом 
может достигать 60 % [2]. неудивительно, 
что многие языки программирования вклю-
чают специальные средства, целью которых 
является поддержка систематической обра-
ботки ошибок.

наиболее распространенное средство 
поддержки систематической обработки 
ошибок – механизм исключений (exceptions). 
Первым описанием механизма, похожего 
на используемый сегодня в «промышлен-
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ных» языках (с++, Java, c#), можно счи-
тать [3]; формализован подход в [4]. боль-
шое количество современных языков (в т. ч.  
Java, Scala, c#, f#, Python, PHP, Ruby и 
JavaScript) копируют вариант, впервые поя-
вившийся в c++ [5], и используют его как 
единственный механизм обработки оши-
бок. однако, как показывает анализ реаль-
ных программ, такой подход не может счи-
таться удовлетворительным [6].

Вместе с тем некоторые достаточно 
новые языки – go [7] и Rust [8] – пред-
полагают обработку ошибок, в т. ч. и без 
использования специальных языковых 
средств (тем не менее механизмы, похо-
жие на исключения, присутствуют в обоих 
языках). такой подход демонстрирует что 
исключения, в их общепринятом виде, не 
являются однозначно предпочтительным 
средством обработки ошибок.

В данной статье рассматриваются об-
щие моменты обработки ошибок; анализи-
руется обработка ошибок с помощью рас-
пространенного механизма исключений, а 
также без помощи специальных языковых 
средств (с использованием кода возврата). 
Выделяются сильные и слабые стороны 
каждого из подходов и предлагается новый, 
более предпочтительный в соответствии с 
критериями анализа.

Обработка ошибок

какой должна быть реакция програм-
мы на возникновение ошибки в вызывае-
мой подпрограмме? Для анализа разделим 
ошибки на ожидаемые и неожиданные. 
Ожидаемыми назовем ошибки, для которых 
существует предпочтительный механизм 
обработки, вытекающий из общей логики 
работы программы. например, в случае, 
если веб-браузер не смог загрузить изо-
бражение, вместо него на странице должно 
быть использовано специальное, встроен-
ное в браузер. Все другие ошибки назовем 
неожиданными.

как следует из определений, специфи-
ческая реакция на ожидаемые ошибки – 
это часть общей логики работы программы. 
определим такую реакцию как альтернати-
ву – «если не получилось, то …» в бизнес-
логике. напротив, обработка неожиданных 
ошибок не связана с бизнес-логикой и за-
ключается в следующем:

освобождении ресурсов, используемых 
текущей операцией;

опционально: создание записи об ошиб-
ке журнале выполнения;

информировании вызывающего контек-
ста (либо пользователя).

отметим, что ошибки, вызванные на-
рушением контракта вызывающим контек-
стом (например, передача аргумента, для 
которого не выполняется предусловие), яв-
ляются неожиданными, и сказанное выше 
относится к ним тоже.

Исходя из проведенного разделения, 
сформулируем требования к механизму об-
работки ошибок.

1. обработка ожидаемых ошибок (ис-
пользование альтернативы) должна выгля-
деть как составная часть бизнес-логики.

2. неожиданные ошибки не должны иг-
норироваться по умолчанию.

3. код обработки неожиданных ошибок 
не должен смешиваться с бизнес-логикой.

4. код обработки неожиданных ошибок 
должен быть максимально кратким.

5. Информация об ошибке должна быть 
максимально подробной.

6. Информация об ошибке должна пе-
редаваться в вызывающий контекст авто-
матически.

7. освобождение ресурсов при обработ-
ке ошибки должно происходить автомати-
чески.

рассмотрим обработку ошибок с помо-
щью механизма исключений и с помощью 
кодов возврата, в т. ч. и в контексте указан-
ных требований. Предполагается достаточ-
ное знакомство с языками c и c++.

Обработка ошибок с помощью механизма 
исключений. будем рассматривать широ-
ко распространенный вариант механизма 
исключений, впервые введенный в c++ 
(большой сравнительный обзор других ва-
риантов можно найти в [9]). сильными 
сторонами обработки ошибок с помощью 
механизма исключений являются:

невозможность игнорировать ошибку, 
не обработанную явно;

автоматическое информирование вызы-
вающего контекста об ошибке;

возможность передать подробную ин-
формацию об ошибке;

упрощение интерфейсов подпрограмм; 
отсутствие необходимости изменения ин-
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терфейса в случае, если для подпрограммы, 
ранее не предполагающей ошибочного за-
вершения, оно стало возможным («совме-
стимость с будущим», forward compatibility).

среди слабых сторон можно отметить:
громоздкий синтаксис обработки ожи-

даемых ошибок;
последовательную семантику исключе-

ний (только одно исключение может быть 
активно в некоторый момент времени; оно 
требует немедленной обработки), что не 
является оптимальным для параллельных 
программ;

более низкую скорость работы – либо в 
случае успешного, либо в случае ошибоч-
ного выполнения, в зависимости от реали-
зации механизма исключений [10];

добавление неявных потоков управле-
ния.

Из последнего пункта следует возмож-
ность возникновения большого количества 
«ошибочных», не предусмотренных авто-
рами, состояний программы в результате 
возникновения исключений и, в частности, 
несовместимость механизма с обработкой 
ошибок без использования исключений.

Проанализируем использование меха-
низма исключений в соответствии с при-
веденными критериями 1–7.

механизм исключений не делает разли-
чий между ожидаемыми и неожиданными 
ошибками. как следствие, требование 1 не 
выполняется – использование альтернати-
вы не выглядит частью бизнес-логики. тре-
бование 3, напротив, выполняется.

требование 2 выполняется – оно было 
одной из причин ввода механизма исклю-
чений в язык.

требования 4, 6 и 7 выполняются, если 
используется (там, где это применимо) под-
ход Raii [5]. однако там, где он неприме-
ним, освобождение ресурсов необходимо 
производить вручную, и код становится бо-
лее громоздким и подверженным ошибкам.

требование 5 выполняется только в слу-
чае, если программист будет самостоятель-
но перехватывать исключение по мере его 
продвижения по вызывающим контекстам и 
дополнять его необходимой информацией.  
таким образом, требования 5 и 6 конфлик-
туют.

Обработка ошибок с помощью кодов воз-
врата. сильными сторонами обработки 

ошибок с помощью использования кодов 
возврата являются:

отсутствие в языке дополнительных ме-
ханизмов, которыми должен овладеть про-
граммист;

простота использования;
предсказуемая скорость выполнения 

кода;
совместимость с кодом, написанным на 

других языках (aBi-совместимость).
среди слабых сторон можно выделить:
отсутствие обработки (игнорирование) 

ошибок по умолчанию;
громоздкий код обработки ошибок;
невозможность передать подробную ин-

формацию об ошибке;
отсутствие «совместимости с будущим» –  

потенциальная необходимость изменения 
интерфейса подпрограмм в случае появле-
ния новых ошибочных ситуаций;

сложность написания безопасного от-
носительно исключений (exception-safe) 
кода [11].

относительно критериев 1–7 можно от-
метить следующее: выполняется лишь важ-
ное требование 1; все прочие не выполня-
ются.

Предлагаемый подход

Необходимость наличия единого меха-
низма обработки ошибок. несложно уви-
деть, что механизмы исключений и кодов 
возврата можно рассматривать как допол-
няющие друг друга: исключения хорошо 
работают для неожиданных ошибок, а коды 
возврата – для ожидаемых; исключения 
хорошо подходят для последовательного 
кода, а коды ошибок – для параллельного. 
Является ли правильным совмещение этих 
механизмов, подобно тому, как предлагают 
авторы go и Rust?

Приведем простое рассуждение, которое 
показывает, что подобный подход неправи-
лен. что должен использовать автор подпро-
граммы при определении ошибочной си-
туации? так как он не может знать, каким 
образом будет использоваться его подпро-
грамма (например, будет ли эта ошибка ожи-
даемой или нет), то он не в состоянии обо-
снованно выбрать подходящий механизм.

некоторые придерживаются противопо-
ложной точки зрения: автор подпрограммы 
может знать, например, какая ошибка будет 
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ожидаемой, а какая – нет. В случае подпро-
граммы открытия файла для чтения, ошибка 
«файл не существует» может рассматривать-
ся как ожидаемая. однако несложно пред-
ставить пример, в котором это не так: до-
пустим, если это служебный файл, до этого 
созданный самой программой в ходе выпол-
нения. очевидно, что в этом случае ошибка 
будет являться неожиданной.

таким образом, в языке должен присут-
ствовать единый механизм обработки оши-
бок, который предоставлял бы вызывающе-
му (а не вызываемому) контексту выбирать 
семантику обработки.

Информирование об ошибке. код, обна-
руживший ошибку, должен сообщить о ней 
с использованием fail, аналога throw в 
с++ (здесь и далее для примеров использу-
ется модельный язык с синтаксисом и се-
мантикой, близкими к c++):

double sqrt(double x) {
    if (x < 0) {
        fail InvalidArgumentError(x);
    }
}

семантика fail аналогична throw, за ис-
ключением того, что в данные об ошибке 
автоматически добавляется информация о 
функции и строчке, в которой она произо-
шла. Информирование вызывающего кон-
текста об ошибке происходит автоматиче-
ски, аналогично механизму исключений.

Обработка ожидаемой ошибки. Для об-
работки ожидаемой ошибки используется 
механизм inline try:
x = try sqrt(y);
switch x.kind() {
case error:
case result:
}

механизм inline-try преобразует вы-
ражение, возвращающее данные типа X, 
в выражение, возвращающее данные типа 
X|error — объединение, наподобие union 
и boost::variant<> в терминах c++. ра-
бота с результатом inline-try является 
явной частью бизнес-логики.

Обработка неожиданных ошибок. Же-
лательно, чтобы обработка неожиданных 
ошибок не затрудняла чтение кода бизнес-
логики. кроме этого, неожиданные ошиб-

ки должны обрабатываться в обязательном 
порядке.

Предлагаемый механизм основан на на-
блюдении, что в обработке неожиданных 
ошибок главное – не собственно «обра-
ботка» ошибок, а поддержание инвариан-
тов программы при условии возникнове-
ния ошибки. на основе этого наблюдения 
предлагается два механизма – onerror и 
finally (см. [12]):

x = action();
onerror rollback();
finally cleanup();

код, ассоциированный с onerror, вы-
полнится только при возникновении ошиб-
ки; при наличии нескольких подобных 
блоков в контексте их выполнение будет 
происходить в обратном порядке (анало-
гично выполнению деструкторов локаль-
ных объектов). код, ассоциированный с 
finally, будет выполняться всегда при вы-
ходе из текущего контекста (опять же, ана-
логично коду деструкторов локальных объ-
ектов).

такой подход позволяет группировать 
операции восстановления инвариантов 
и освобождения ресурсов с операциями 
бизнес-логики. его преимуществом являет-
ся хорошая масштабируемость на большое 
количество операций, а также легкость на-
писания и чтения кода:
x = action1();
onerror rollback1();
finally cleanup1();

y = action2();
onerror rollback2();
finally cleanup2();

z = action3();
onerror rollback3();
finally cleanup3();

соответствующий код на Java/c# (про-
стая трансляция):

try {
    x = action1();
    try {
        y = action2();
        try {
            z = action3();
        } catch (Exception e) {
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            rollback3();
            throw e;
        } finally {
            cleanup3();
        }
    } catch (Exception e) {
        rollback2();
        throw e;
    } finally {
        cleanup2();
    }
} catch (Exception e) {
    rollback1();
    throw e;
} finally {
    cleanup1();
}

механизм onerror / finally похож 
на механизм деструкторов локальных объ-
ектов в c++. В связи с этим предлагается 
уточнить и расширить понятие деструкто-
ра: деструктор заменяется специальными 
функциями onerror(), onsuccess() и 
onexit(), отвечающими за поддержание 
инвариантов в случае ошибки, успешного 
выполнения, и за освобождение ресурсов, 
соответственно.

Дополнение информации об ошибке. не-
редко вызывающие контексты обладают 
полезной информацией о неожиданной 
ошибке. эта информация, например, мо-
жет пригодиться при отображении пользо-
вателю сообщения об ошибке. В широко 
используемом механизме исключений, од-
нако, для добавления подобной информа-
ции к исключению код должен явно его пе-
рехватить, изменить и повторно возбудить, 
что не соответствует выдвинутому требова-
нию автоматической обработки неожидан-
ных ошибок.

Для решения указанной проблемы пред-
лагается добавить в язык механизм анноти-
рования текущего действия информацией, 
потенциально полезной для пользователя:

f = fopen(filename, “rb”);
do “reading from file”, filename
read_from_file(f);

В случае возникновения неожиданной 
ошибки в read_from_file, генерируемое 
исключение будет автоматически дополнено 
именем файла – информацией, недоступ-

ной на момент возникновения ошибки.
Подобный механизм позволит авто-

матически получать после возникновения 
ошибки данные, что значительно улучшит 
информативность сообщения об ошибке 
для пользователя (по сравнению с суще-
ствующими подходами, в т. ч. отображени-
ем трассировки стека выполнения).

В данной статье проанализировано ис-
пользование популярных подходов к обра-
ботке ошибок – механизма исключений и 
кодов возврата. Введено разделение оши-
бок на ожидаемые и неожиданные и пред-
ложены критерии, которым должны соот-
ветствовать языковые средства поддержки 
систематической обработки ошибок. Пред-
ложена точка зрения, согласно которой об-
работка неожиданных ошибок должна быть 
автоматической и заключаться в поддержа-
нии инвариантов состояния программы.

на основании проведенного анализа и 
выдвинутых критериев предложен ряд язы-
ковых средств, который, будучи реализо-
ванным, позволит:

использовать единый механизм для об-
работки всех возможных ошибок;

объединить код обработки ожидаемых 
ошибок с бизнес-логикой (частью которой 
он должен, по определению, являться);

обеспечить автоматическую обработку 
всех неожиданных ошибок, в т. ч. освобож-
дение ресурсов и восстановление необхо-
димых инвариантов состояния;

сделать компактным, легким в сопро-
вождении и явно выделенным из бизнес-
логики код поддержания инвариантов и 
освобождения ресурсов;

обеспечить автоматическое уведомление 
вызывающих контекстов об ошибке и авто-
матическое дополнение сообщения об ошиб-
ке контекстно-зависимой информацией.

естественно, предложенный подход об-
ладает и недостатками, большинство из ко-
торых являются следствием его схожести с 
механизмом обработки исключений. В свя-
зи с этим в дальнейшей работе планируется 
исследовать вопрос использования модели 
компиляции, автоматически (либо по за-
просу программиста) заменяющей исполь-
зование семантики исключений семанти-
кой кодов возврата.
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УДК 004.421

А.Ю. Потлов, С.Г. Проскурин

АЛГОРИтМ цВЕтОВОГО ДОПЛЕРОВСКОГО КАРтИРОВАНИя  
НАПРАВЛЕНИй ПОтОКОВ БИОЛОГИЧЕСКИХ ЖИДКОСтЕй  

В ОПтИЧЕСКОй КОГЕРЕНтНОй тОМОГРАФИИ

A.Yu. Potlov, S.G. Proskurin

COLOR DOPPLER MAPPING ALGORITHM OF BIOLOGICAL LIQUIDS’ 
DIRECTED FLOWS USING OPTICAL COHERENCE TOMOGRAPHY

Представлен и реализован новый алгоритм цветового доплеровского картирования одной вы-
бранной скорости разнонаправленных потоков биологических жидкостей с использованием методов 
оптической когерентной томографии. алгоритм  отличается отсутствием 2π-неопределенности на 
получаемых картограммах, достигнутым за счет разделения исходных данных на части, соответству-
ющие положительному и отрицательному сдвигу несущей частоты, с последующим независимым 
построением двумерного структурного и двумерного кодированного цветом изображения одной 
выбранной скорости и их комплексированием. Практическая реализация алгоритма осуществлена 
в среде LabvieW с использованием потокового программирования. тестирование и отладка по-
лученного программного продукта произведены на базе гидродинамической модели кровеносного 
сосуда.

цВетоВое ДоПлероВское картИроВанИе. оДна ВыбраннаЯ скоростЬ. оПтИ-
ческаЯ коГерентнаЯ томоГрафИЯ. комПлексИроВанИе ИзобраЖенИй. Поток 
бИолоГИческой ЖИДкостИ.

a new algorithm of color doppler mapping of one specific velocity of biological liquids with shuttle 
flows using optical coherence tomography is presented. the algorithm does not have the disadvantage 
2π-ambiguity of color doppler images. it is realized using the separation of the raw data to two parts 
corresponding to positive and negative shifts of the carrier frequency. as a final result, the complexation 
of independently reconstructed structural image and 2d color-coded one specific velocity image is per-
formed. the practical implementation of the algorithm was performed in the LabvieW package using the 
stream programming. a blood vessel hydrodynamic phantom was used for testing and debugging the final 
software product.

coLoR doPPLeR maPPiNg. oNe SPecific veLocity. oPticaL coHeReNce tomo-
gRaPHy. imageS’ comPLeXatioN. fLoW of BioLogicaL fLUid.

объединение принципов оптической 
когерентной томографии (окт) и допле-
ровской диагностики позволяет создать 
многофункциональные системы для визуа-
лизации морфологических особенностей и 
структуры гемодинамики биообъектов [1]. В 
основе окт гетеродинное детектирование и 

обработка излучения отраженного от слоев 
различной оптической плотности. оцифро-
ванные интерферограммы (а-сканы) часто 
для последующей обработки записываются 
в файл. название «а-сканы» дано по ана-
логии с ультразвуковыми исследованиями 
(УзИ). Глубина когерентного зондирова-
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ния плотных биологических тканей окт 
системами при использовании длин волн  
λ = 700–1500 нм составляет 1–3 мм. Из-за 
сильного рассеяния оптического излучения 
в плотных биотканях окт системы при-
меняются, преимущественно, для иссле-
дования роговицы, стекловидного тела и 
сетчатки глаза. Их клиническая значимость 
обусловлена тем, что разрешение таких си-
стем на один–два порядка превышает раз-
решение аналогичных УзИ систем, которое 
составляет ~1–0,1 мм [2].

В окт, так же, как и в УзИ, обычно 
применяют два различных подхода к детек-
тированию движений внутри биообъекта: 

1) на основе регистрации сдвига фазы 
сигнала соседних интерферограмм;

2) на основе регистрации доплеровско-
го сдвига отраженного и рассеянного назад 
сигнала.

В первом подходе при помощи кросс-, 
либо автокорреляционной функции оце-
нивается среднее изменение фазы ком-
плексного сигнала для нескольких сосед-
них а-сканов, затем доплеровский сдвиг 
представляется как средний сдвиг фазы, из 
которого в свою очередь находятся направ-
ление и скорость потока. Для современ-
ных алгоритмов детектирования движений, 
основанных на таком подходе, характерны 
быстродействие, очень высокая чувстви-
тельность, но также и 2π-неопределенность. 
В случаях, когда сдвиг одного а-скана от-
носительно другого достигает 2π, пропор-
циональность скорости сдвигу фазы теря-
ется.

Второй подход (в связи с необходимо-
стью регистрировать в окт потоки пре-
имущественно в капиллярах, артериолах 
и венулах) является труднореализуемым. 
низким скоростям соответствуют допле-
ровские сдвиги, попадающие в полосу 
сильных частотных шумов. тем не менее 
если программно разделить доплеровский 
спектр относительно несущей частоты на 
положительную и отрицательную части и 
для каждой из них с помощью полосовых 
фильтров выделить интересующую поль-
зователя «узкую» полосу частот, то можно 
реализовать визуализацию локализаций и 
направлений потоков биологических жид-

костей для ограниченного диапазона ско-
ростей, который в свою очередь можно 
представить в виде одной заранее выбран-
ной скорости (осВ) и точности ее опреде-
ления. цель данной работы – реализация 
такого алгоритма обработки интерферен-
ционного сигнала в окт.

В работе применяется  классическая 
схема визуализации скоростей, в которой 
положительный сдвиг частоты свидетель-
ствует о наличии движения, направленно-
го к датчику. такое движение кодируется 
красным цветом. отрицательный сдвиг 
свидетельствует о направлении движения 
от датчика и кодируется синим. темные 
оттенки этих цветов соответствуют низким 
скоростям, светлые оттенки – высоким. 
Полученная картограмма с целью повы-
шения информативности накладывается на 
стандартное 2d структурное изображение, 
выполненное в оттенках зеленого. Пред-
ставленный алгоритм разработан с учетом 
ранее полученных результатов в построе-
нии структурных окт изображений [3, 4] 
и отличается высоким быстродействием и 
качеством получаемых изображений.

Важно отметить, что визуализация осВ 
не снижает эффективности доплеровской 
диагностики в окт [5]. это связано с тем, 
что конкретным заболеваниям, при диаг-
ностике которых используется доплеров-
ское картирование, как правило, соответ-
ствуют заранее известные направление и 
диапазон скоростей кровотока. например, 
при незрелой осложненной катаракте мак-
симальная линейная скорость кровотока в 
центральной артерии сетчатки составляет 
63,3±23,9 мм/с, при норме 150,9±25,5 мм/с 
[6]. Пользователь может указать интере-
сующий его диапазон (63±24 мм/с) и по-
лучить анатомическую доплеровскую кар-
ту потоков биологических жидкостей. При 
этом скорости, попадающие в выбранный 
диапазон, будут визуализированы в виде 
чередующихся красных полос на структур-
ном изображении сетчатки глаза.

Алгоритм цветового доплеровского  
картирования

Для получения структурных изобра-
жений в окт, как правило, используют 
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рис. 1. алгоритм цветового доплеровского картирования с комплексированием 
полученной осВ картограммы и структурного изображения
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либо быстрый растровый (гальвано-сканер 
в фурье области линзы), либо медленный 
линейный (с помощью ретрорефлектора) 
способ сканирования в плече образца ин-
терферометра майкельсона. следует от-
метить, что оба способа приводят к сдвигу 
несущей частоты для всего интерференци-
онного сигнала [1]. Причем на нечетных 
а-сканах сдвиг несущей частоты всегда 
положительный, а на четных – всегда от-
рицательный, но при этом одинаковый по 
модулю. В связи с этим нами предложено: 
разделение исходных данных на две части, 
соответствующие положительному и отри-
цательному сдвигу несущей частоты; неза-
висимое построение 2d структурного окт 
изображения и 2d осВ изображения;  по-
следующее их комплексирование.

Подробный алгоритм получения цвето-
вой картограммы в окт приведен на рис. 1.

Исходные данные, полученные с обо-
рудования или из файла (блок 3), в зави-
симости от настроек (блок 2) при работе 
программы (блок 1), в частности, от спо-
соба сканирования при их получении, под-
вергаются различной первичной обработке 
(блоки 4–7).

Изначально считанный сигнал пред-
ставляет собой одномерный массив, поэто-
му в блоке 4 с учетом настроек программы 
(блок 2) осуществляется его дробление на 
отдельные а-сканы и формирование из них 
двумерного массива «Все а-сканы». если 
(блок 5) сканирование осуществлялось 
с помощью ретрорефлектора, то четные 
а-сканы массива реверсируются (блок 6). 
если (блок 5) использован растровый спо-
соб сканирования, то все а-сканы массива 
остаются без изменений. 

Далее из массива «Все а-сканы» выде-
ляются еще два массива (блок 7) «нечетные 
а-сканы» и «четные а-сканы». чтобы не 
исказить размеры изображения, а-сканы в 
этих массивах чередуются с пустыми столб-
цами. В контексте потокового программи-
рования эти массивы представляют собой 
параллельные данные – независимые сек-
ции одного набора данных, которые могут 
обрабатываться независимо друг от друга с 
последующим объединением результатов. 
В связи с этим далее в алгоритме органи-

зованные параллельные действия (блоки 
8.1–12.1, 8.2–12.2, 8.3–12.3).

Для точной регистрации осВ внутри 
биообъекта цифровым способом выделяют-
ся: полоса частот из положительной части 
доплеровского спектра, представленной в 
массиве «нечетные а-сканы» (блок 8.1); 
симметричная ей полоса частот из отрица-
тельной части доплеровского спектра, т. е. 
из массива «четные а-сканы» (блок 8.2); 
полезный сигнал из данных массива «Все 
а-сканы» (блок 8.3). Выделение сдвигов ча-
стоты (блоки 8.1, 8.2) производится с помо-
щью полосовых фильтров бесселя пятого 
порядка. нижняя и верхняя частоты среза 
фильтров находятся из заданных пользо-
вателем скорости и точности ее определе-
ния с помощью эталонного доплеровского 
сдвига. Под ним понимается сдвиг частоты, 
соответствующий скорости 1 мм/с и вычис-
ляемый по формуле доплеровского сдви-
га частоты. В проведенных экспериментах 
эталонный доплеровский сдвиг составлял  
≈ 0,6 кГц. 

Групповая задержка фильтров бесселя 
практически не изменяется по частотам 
полосы пропускания, вследствие чего фор-
ма фильтруемого сигнала на выходе такого 
фильтра в полосе пропускания сохраняется 
практически неизменной. Удаление высо-
ко- и низкочастотных помех (блок 8.3) из 
сигнала массива «Все а-сканы» произво-
дится с помощью полосового фильтра бат-
терворта третьего порядка. заметим, что 
алгоритм ориентирован на обработку ис-
ходных экспериментальных данных, при 
получении которых уже проводилась аппа-
ратная фильтрация низкочастотной компо-
ненты спектров.

затем отфильтрованный сигнал из 
массивов «нечетные а-сканы», «четные 
а-сканы», «Все а-сканы» подвергается 
параллельной циклической обработке по 
а-сканам (блоки 9.1–11.1, 9.2–11.2, 9.3–
11.3). блоки 10.1–10.3 отвечают за обработ-
ку отдельных а-сканов и являются одина-
ковыми (рис. 2). каждый а-скан массивов 
«нечетные а-сканы», «четные а-сканы», 
«Все а-сканы» независимо подвергается 
дискретному оконному преобразованию 
фурье (подблок а). на каждом сегменте 
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спектр представляет собой комплексно-
значную функцию номера отсчета (момента 
времени).  При этом амплитудный спектр – 
это модуль комплексного спектра, фазовый 
спектр – его аргумент. Для получения спек-
трограммы объединяют амплитудные спек-
тры, вычисленные на коротких сегментах, 
в функцию двух переменных или матрицу. 
Полученная двумерная матрица с учетом 
размера окна преобразования и перекрытия 
нормируется под реальные размеры (под-
блок B). затем с помощью преобразования 
Гильберта выделяются огибающие нор-
мированного демодулированного сигнала 
(подблок с), и для устранения симметрич-
ности и сжатия динамического диапазона 
величин они логарифмируются (подблок 
d). В результате сигнал каждого а-скана 
вновь становится одномерным. В блоках 
12.1–12.3 параллельно выполняется объе-
динение результатов обработки интерфе-
ренционного сигнала а-сканов в три дву-
мерных массива: «Положительная часть», 
«отрицательная часть», «структурное изо-
бражение». на этом параллельные дей-
ствия в алгоритме завершаются. Получен-
ные массивы, по сути,  представляют собой 
B-сканы, т. е. структурные изображения 
объекта, полученные из выделенной филь-
тром бесселя полосы частот положитель-
ной части доплеровского спектра; симме-
тричной ей полосы частот отрицательной 
части доплеровского спектра; очищенного 
от помех всего спектра сигнала. 

следующий шаг алгоритма – идентифи-
кация потоков биологических жидкостей 
(блок 13) – организован на базе поэлемент-
ного вычитания данных массивов «Поло-
жительная часть» и «отрицательная часть» 
и последующего логического анализа полу-
ченных результатов. за неподвижную часть 
исследуемого объекта принимается то, что 
примерно (±5 % по абсолютной интенсив-
ности сигнала) совпадает в этих двух мас-
сивах, а положительный и отрицательный 
потоки – то, что есть лишь в одном из них. 
следует отметить, что в большинстве слу-
чаев неподвижная часть не будет представ-
лена в этих двух массивах, но для полноты 
алгоритма мы учли вариант, при котором 
скорость сканирования в плече образца по-
пала в заданный пользователем диапазон 
детектируемых скоростей потоков. По ре-
зультатам работы блока 13 формируются 
массивы «Положительные потоки» и «от-
рицательные потоки». Далее в блоке 14 
выполняется сглаживание, нормирование, 
кодирование и объединение данных этих 
массивов. Для картограммы используется 
абсолютная цветовая шкала: положитель-
ный поток обозначается интенсивностью 
движения, равной единице, и кодируется 
красным цветом; отрицательный поток – 
интенсивностью движения, равной минус 
единице, и синим цветом; отсутствие дви-
жения – интенсивностью движения, рав-
ной нулю, и белым цветом.

В блоке 15 выполняется нормирование 

рис. 2. Универсальный блок «обработка а-скана»
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и кодирование данных массива «структур-
ное изображение». сигнал массива норми-
руется таким образом, чтобы минимальное 
отличие  от осВ сигнала составляло 20 раз. 
Для структурного изображения использует-
ся шкала оттенков зеленого: максимальная 
интенсивность светового поля для каждого 
отдельного сканирования кодируется зеле-
ным цветом; нулевая интенсивность (нет 
отражения) – белым цветом; интенсивно-
сти в диапазоне от нуля до максимума – 
промежуточными цветами, вычисленными 
с помощью интерполяции.

затем в блоке 16 осуществляется ком-
плексирование структурного изображения 
и картограммы. Для этого одноименные 
массивы поэлементного складываются и 
нормируются под единую цветовую шкалу, 
включающую в себя все оттенки зеленого 
для визуализации внутренней структуры 
биологической ткани, красный и синий 
цвета для визуализации направления дви-
жения потоков жидкостей, а также белый 
цвет как начало отсчета (нет движения, 
нет отражения). В результате работы блока 
формируется массив «совмещенное изо-
бражение».

Для получения структурного и допле-
ровского изображения по данным одно-
именных массивов строятся развертки 
интенсивности (блок 17), работающие с 
описанными выше шкалами. на этом алго-
ритм завершается (блок 18).

Результаты и обсуждение

Предлагаемый алгоритм удалось реали-
зовать в виде специализированного про-

граммного продукта на графическом язы-
ке программирования g среды разработки 
и платформы для выполнения программ 
LabvieW. Получено свидетельство о госу-
дарственной регистрации  этой программы 
для эВм [7]. 

Для тестирования и отладки программ-
ного продукта использовалась простейшая 
модель кровеносного сосуда [5, 8]. она 
представляет собой прозрачную трубку с 
внутренним диаметром 0,55 мм. Вместо 
крови использовался 1 % раствор интрали-
пида в воде, по рассеивающим оптическим 
свойствам похожий на кровь. на рис. 3 
приведены: структурное изображение, по-
лученное при сканировании гидродинами-
ческой модели (а); картограмма, локализа-
ции и направления потока биологической 
жидкости (б); итоговое изображение (в). 
Использованное значение осВ 10 мм/с, 
точность ±5 мм/с.

После отладки программного продукта 
проанализировали быстродействие предла-
гаемого алгоритма. цветовое доплеровское 
осВ картирование для файла с оцифрован-
ным интерференционным сигналом, состо-
ящим из 60 а-сканов при числе дискрет-
ных значений в а-скане, равном 69 000,  
занимало 0,5±0,2 с в зависимости от на-
строек программного продукта. файл исхо-
дных данных имел текстовый формат и тип 
записанных данных i16 (целочисленные 
знаковые данные). При получении данных 
использовалось линейное сканирование. 
оценка быстродействия производилась на 
ноутбуке с процессором intel core i3-2310m 
и оперативной памятью So-dimm ddR3 

рис. 3. окт изображения прозрачной трубки  с движущимся в ней раствором интралипида в воде: 
а – исходное структурное изображение; б – цветовая осВ картограмма; в – комплексированное изображение

а) б) в)
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объемом 3 Гб.  Высокое быстродействие 
предлагаемого алгоритма обусловлено на-
личием в нем параллельных действий и об-
работкой не всех исходных данных (только 
частот, соответствующих выбранной ско-
рости). Для сравнения, в тех же условиях 
работы алгоритму цветового картирования 
скорости по среднему сдвигу фазы, анали-
зируемому автокорреляционной функцией, 
потребуется времени на 30 % больше.

разработан алгоритм цветового допле-
ровского картирования заранее выбранных 
скоростей разнонаправленных потоков жид-
костей, основанный на методах окт и от-
личающийся высоким быстродействием и 
качеством получаемых картограмм (отсут-
ствует 2π-неопределенность). Предложенное 

цветовое осВ картирование позволяет по-
лучать анатомические доплеровские карты 
потоков биологических жидкостей,  отража-
ющие функциональное состояние биообъ-
ектов в норме и патологии. алгоритм может 
применяться не только в окт, но и в УзИ.

новизна предлагаемого алгоритма за-
ключается в картировании выбранной 
пользователем скорости с заранее заданной 
точностью, на основе разделения спектра 
интерференционного сигнала на положи-
тельную и отрицательную части, выделе-
ния с помощью полосовых фильтров не-
обходимых полос частот,  построения для 
них осВ изображения, комплексирования 
этого изображения со структурным.

работа выполнена в рамках контрактов  
№ 9576 р/14219 и 10741р/16955 по программе 
У.м.н.И.к. фсрмфП в нтс.
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УДК 681.3.06

И.Г. Черноруцкий

ПРАКтИЧЕСКАя ОПтИМИЗАцИя И НЕВЫПУКЛЫЕ ЗАДАЧИ

I.G. Chernorutskiy

PRACTICAL OPTIMIZATION AND NONCONVEx PROBLEMS

рассмотрены основные особенности задач оптимизации при проведении реальных компью-
терных вычислений. обоснована необходимость учета таких характеристик прикладных экс-
тремальных задач, как невыпуклость и жесткость целевых функционалов. Показано, что в ука-
занных условиях классические оптимизационные методы ньютоновского и квазиньютоновского 
типов испытывают существенное влияние погрешностей и часто приводят к расходящимся про-
цедурам.

метоДы оПтИмИзацИИ. неВыПУклые заДачИ. нЬЮтоноВскИе метоДы. 

main aspects of optimization problem in real computing are described. Requirement to take into account 
such parameters of applied extremal problem as rigidity and nonconvexity of criterion functional is founded. 
it is established that classic Newtonian and quasi-Newtonian optimization procedures are strongly influenced 
by inaccuracies in this case and nonconvergent procedures may appear.

oPtimiZatioN PRocedURe. NoNcoNveX oPtimiZatioN PRoBLem. NeWtoNiaN 
PRocedURe. 

рассматриваются практические аспекты 
применения методов однокритериальной 
конечномерной оптимизации (математиче-
ского программирования) в задачах реаль-
ного компьютерного моделирования при 
решении прикладных оптимизационных 
задач [1, 2]. Для определенности будем го-
ворить о задачах поиска минимума. основ-
ное внимание уделяется таким характерным 
чертам решаемых задач, как невыпуклость 
и плохая обусловленность (жесткость или 
овражность) минимизируемых функцио-
налов. В теоретических работах по мате-
матическому программированию большой 
объем занимают исследования в области 
выпуклых задач оптимизации. Именно для 
таких задач могут быть получены наиболее 
законченные математические результаты, 
в частности, по доказательству сходимости 
алгоритмов минимизации (максимизации), 
установлению скорости сходимости и т. д. 
однако, к сожалению, на практике выпу-
клые задачи встречаются редко. Утверж-
дения, что в достаточно малой окрестно-
сти оптимума минимизируемая функция 

(функционал) почти всегда становится вы-
пуклой, лишены практического смысла,  
т. к. попадание в эту окрестность обычно и 
означает решение задачи. следующий при-
мер показывает, что выпуклости нет уже в 
простейших случаях.

Пример. Задача параметрической иден-
тификации. Пусть некоторая реальная си-
стема описывается скалярным дифферен-
циальным уравнением вида (задача коши) 

0, (0)
dx

ax x x
dt

= =  с решением 0( ) .atx t x e=

начальное условие 0x  считаем извест-
ным.

требуется по результатам измерения 
функции ( )x t  получить оценку неизвест-
ного параметра a. Пусть начальное значе-
ние x0 = 1, а эталонное (искомое) значение 
равно * 1a a= = . тогда эталонная (измеряе-
мая) функция имеет вид ( ) .tx t e=

найдем оценку неизвестного параметра 
a из сравнения эталонного решения с рас-
четным в соответствии с методом наимень-
ших квадратов (задача параметрической 
идентификации). 
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мы наблюдаем функцию et. расчетное 
решение при произвольном параметре a и 
заданном x0 = 1 имеет вид ( ) .atx t e=

найдем *a  из условия минимума:
2( ) ( ) min .at t

a
J a e e= − →

сравнение расчетной и эталонной (из-
меренной) зависимости будем производить 
в одной точке для 1t = :

2
1( ) ( ) .aJ a e e= −

График этой зависимости представлен 
на рисунке. 

Видно, что целевой функционал оказы-
вается невыпуклым в значительной области 
изменения аргумента слева от оптимума. В 
более сложных случаях ситуация только 
усугубляется. В частности, легко прове-
рить, что характер приведенной в примере 
зависимости сохраняется и при увеличении 
числа точек сравнения.

таким образом, при решении практиче-
ских задач оптимизации необходимо ори-
ентироваться на методы, сохраняющие эф-
фективность в невыпуклых ситуациях.

ниже дан краткий обзор и характе-
ристика некоторых популярных методов 
конечномерной оптимизации. основное 
внимание уделяется анализу работоспособ-
ности алгоритмов при использовании невы-
пуклых целевых функционалов. набор рас-
сматриваемых методов по необходимости 
ограничен и включает в основном ньюто-

новские и квазиньютоновские процедуры, 
считающиеся в настоящее время наиболее 
эффективными при решении задач с глад-
кими функционалами. одной из характер-
ных особенностей решаемых на практике 
однокритериальных оптимизационных за-
дач является также высокая степень жест-
кости целевого функционала [3]. Поэтому 
необходим анализ методов с позиций одно-
временного присутствия обеих характери-
стик – невыпуклости и жесткости целевого 
функционала.

Ньютоновские методы. ньютоновские 
методы строят последовательность точек 
{ }kx  в соответствии с алгоритмом [ 4 ]:

1 1, ,k k k
k N kx x h p h R+ = + ∈

где 1[ ]k k
N kp G g−= −  определяет т. н. ньюто-

новское направление спуска; hk – длина 
шага;

''( ); '( ).k k
kG J x g J x 

Предполагается, что все матрицы Gk по-
ложительно определены (Gk > 0). Последнее  
условие гарантирует разрешимость задачи 
вычисления k

Np  исходя из системы уравне-
ний

,k k
k NG p g= − .

Вектор xk + 1, построенный согласно (1), 
(2) при hk = 1, является минимизатором 
аппроксимирующего квадратичного функ-
ционала, полученного как отрезок соответ-

невыпуклая целевая функция

(1)

(2)
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ствующего ряда тейлора:

( ) ( ) ,

1 ( ), .2

k k k
k

k k
k

F x J x g x x

G x x x x

= + − +

+ − −

Hьютоновские методы (1) оказываются 
эффективными при решении задач безу-
словной минимизации выпуклых функ-
ционалов при невысоких степенях жест-
кости целевых функционалов. кроме того, 
предполагается существование достаточно 
точных локальных квадратичных аппрок-
симаций основного функционала. некото-
рые авторы утверждают, что это наиболее 
эффективные из всех применяемых ими 
для решения реальных задач методов при 
условии выпуклости целевого функциона-
ла. однако это утверждение является слиш-
ком сильным. Последующий анализ и опыт 
реальных вычислений подтверждают это 
замечание.

если матрица Gk не является положи-
тельно определенной, параболоид (3) может 
не иметь конечного минимизатора и, как 
правило, будет неограничен снизу. Поэто-
му для невыпуклых целевых функционалов 
процедура (2) непосредственно неприме-
нима. ньютоновское направление k

Np  при 
наличии отрицательных спектральных со-
ставляющих матрицы Gk может указывать в 
сторону возрастания функционала J(x), что 
соответствует расходимости процесса.

как отмечено в [5], «в настоящее время 
нет общепринятого определения «метода 
ньютона» для расчета направления спуска 
при знаконеопределенной матрице Gk, по-
скольку среди специалистов нет согласия 
относительно того, как использовать ло-
кальную квадратичную аппроксимацию Fk 
в этом случае». такая ситуация сохраняется 
и поныне.

наиболее употребительны модифика-
ции метода ньютона, в которых направле-
ние спуска pk находится из решения линей-
ной системы:

,k k
kG p g= −

где kG  – некоторая положительно опреде-
ленная матрица, совпадающая с исходной 
матрицей Гессе Gk, если последняя поло-
жительно определена. Указанный метод 

выбора направления рk гарантирует гло-
бальную сходимость процедуры независимо 
от характера выпуклости функционала J(x) 
в окрестности текущей точки xk.

ниже рассмотрены наиболее извест-
ные процедуры построения матрицы kG  на 
основе различных матричных разложений, 
позволяющих учитывать знаки собствен-
ных чисел Gk.

Методы, основанные на спектральном 
разложении. спектральное разложение ма-
трицы Gk имеет вид

t

1

{ },

,

k ij

n
m m

ij m i j
m

G U U g

g u u
=

= Λ =

= λ∑
где U = [u1, u2, …, un]; Λ = diag (λi); 
{um, m ∈ [1:n]} – система ортонормаль-
ных собственных векторов матрицы Gk; 
{λm, m ∈ [1:n]} – спектр матрицы Gk. базо-
вая схема, реализующая рассматриваемый 
подход, основана на выборе [5]:

t, diag [max { , }],k iG U U= Λ Λ = λ δ

где δ > 0 – параметр метода, определяющий 
границу «существенной положительности» 
любого из собственных чисел. отмечаемый 
в литературе недостаток метода (4) с матри-
цей (6) связывается с трудоемкостью про-
цедуры построения спектрального разложе-
ния (5), требующей до 4n3 арифметических 
операций. кроме того, возникают извест-
ные из вычислительной линейной алгебры 
трудности в определении малых собствен-
ных чисел плохо обусловленной матрицы. 
Выбор параметра δ также до конца не алго-
ритмизирован.

Методы, основанные на факторизации 
Холесского [5]. разложение Холесского для 
симметричной положительно определен-
ной матрицы В имеет вид

B = LDLt, D = diag (di),

где L — нижняя треугольная матрица с еди-
ницами на диагонали; D — положительная 
диагональная матрица. факторизация (7) 
непосредственно неприменима к знако-
неопределенной симметричной матри-
це B = Gk. В [5] предложена модифицирован-
ная процедура, позволяющая равномерно 
ограничить рост элементов треугольного 

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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фактора L на уровне ( , )ik ik ik kr i k r l d≤ β >   
и гарантирующая «существенную» положи-
тельность di > δ > 0 диагональных элементов 
матрицы D. В результате получаем

t , 0,k kkG LDL G C G= = + >

где С — неотрицательная диагональная ма-
трица, зависящая от выбранного параме-
тра β. Для сохранения численной устойчиво-
сти процедуры построения kG , а также для 
совпадения kG  и Gk в случае положительно 
определенной Gk, целесообразно вычислять 

β из условия 2 2
mmax{ , 1 , },nβ = γ ξ − ε  где 

εM – машинное эпсилон; ξ – максималь-
ный модуль недиагонального элемента Gk; 
γ – значение максимального из диагональ-
ных элементов Gk.

основная цель построения разложе-
ния (8) заключается в сокращении вы-
числительных затрат по сравнению с (6) 

приблизительно до 31
6

n  арифметических 

операций. существо дела при этом не за-
трагивается.

аналогичные модификации метода 
ньютона, основанные на других численно 
устойчивых процедурах факторизации зна-
конеопределенных симметричных матриц, 
рассматриваются во многих работах. боль-
шое число публикаций, посвященных рас-
сматриваемым вопросам, с одной стороны, 
указывает на актуальность проблемы, а с 
другой – на отсутствие метода, полностью 
отвечающего предъявляемым практикой 
требованиям.

Методы доверительной окрестности. 
методы разработаны для выпуклых задач 
оптимизации. основная идея методов до-
верительной окрестности сводится к сле-
дующему [5].

рассматриваются квадратичные мето-
ды, т. е. методы, основанные на последо-
вательной квадратичной аппроксимации 
минимизируемого выпуклого функциона-
ла. надежность прогноза в таких методах 
определяется областью справедливости (до-
статочной точности) локальной квадратич-
ной модели. В методах ньютона мы опре-
деляем направление в сторону минимума 
аппроксимирующей квадратичной зависи-

мости, а затем регулируем норму вектора 
продвижения, чтобы не уйти «слишком 
далеко». здесь же предлагается поступать 
по иному: решается задача условной мини-
мизации аппроксимирующей квадратичной 
функции при условии, что норма вектора 
продвижения ограничена сверху некото-
рым заданным параметром.

таким образом, минимизирующая по-
следовательность строится по правилу 
xk + 1 = xk + pk, где вектор рk на каждом шаге 
определяется как решение вспомогатель-
ной задачи вида

2

1
, , min,

2
,

{ , }.

k
k

n

n

G p p g p

p D R

D p R p p

+ →

∈ ⊂

= ∈ ≤ ∆

Величина ∆ характеризует область 
(окрестность) «квадратичности» исходного 
функционала. сформулированная задача 
может быть решена методом множителей 
лагранжа.

Условие стационарности функции ла-
гранжа для задачи (9) приводит к методу 
определения p из системы линейных урав-
нений

[Gk + βE]p = – gk, β > 0,

где β играет роль множителя лагранжа. 
алгоритм выбора β зависит от конкретной 
реализации мДо. Возможен непосред-
ственный подбор оптимального β на основе 
многократного решения линейной системы 
(10). В ряде случаев вначале полагают β = 0. 
если в процессе решения (10) при β = 0 вы-
ясняется, что Gk знаконеопределена или 
||p||  > ∆, где ∆ – установленное пороговое 
значение, то β определяется как решение 
нелинейного уравнения вида

||[Gk + βE] – 1gk|| = ∆.

Далее по найденному β согласно (10) 
определяется искомый вектор p.

основной недостаток всех методов рас-
сматриваемого класса состоит в необходи-
мости решения на каждом шаге итерацион-
ного процесса нелинейных алгебраических 
уравнений типа (11), что требует привле-
чения различных процедур регуляризации. 

(8)

(9)

(10)

(11)
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кроме того, найденному оптимальному 
значению может отвечать очень плохо обу-
словленная матрица Gk + βE, что приводит 
к значительным вычислительным трудно-
стям при решении системы (10). аналогич-
ные недостатки присущи и ньютоновским 
методам.

Указанные проблемы становятся прак-
тически неразрешимыми, если степень обу-
словленности матрицы Gk настолько высо-
ка, что информация о малых спектральных 
составляющих оказывается полностью уте-
рянной на фоне больших собственных чи-
сел за счет погрешностей задания Gk. эти 
погрешности могут вызываться прибли-
женным характером соотношений, приме-
няемых для расчета производных, а также 
ограниченностью разрядной сетки ком-
пьютера. В указанных условиях, даже при 
использовании регуляризированных форм 
матричных разложений, гарантирующих, в 
частности, положительную определенность 
матрицы kG , генерируемые векторы pk, 
оставаясь направлениями спуска, оказыва-
ются практически случайными, что резко 
замедляет сходимость соответствующей по-
исковой процедуры. сказанное иллюстри-
руется следующим примером.

Численный пример. Вырождение метода 
Ньютона. рассмотрим сильно выпуклый 
квадратичный функционал

( ) 1 2( , ) ( , ) , 0f x Ax x b x c A= − + > .

тогда точка минимума определяется ре-
шением системы линейных алгебраических 
уравнений (необходимое условие экстрему-
ма '( ) 0f x = ):

.Ax b=
спектральное разложение симме-

тричной матрицы А имеет вид t 1 2, ( , , ..., ),nA TDT T u u u= =
t 1 2, ( , , ..., ),nA TDT T u u u= =  где столбцы ui образуют 

ортонормальную систему собственных век-
торов матрицы А, а D – диагональная ма-
трица собственных чисел iλ матрицы A.

Получаем следующее выражение для 
минимизатора функционала ( )f x :

* 1 1 t

t

1

1

1 1
( , ), …, ( , ) .n

n

x A b TD T b

T b u b u

− −= = =

 
=  λ λ 

Пусть в некотором модельном вычис-
лительном устройстве возможно четырех-
значное представление мантиссы числа в 
формате с плавающей точкой. И пусть точ-
ная матрица А имеет вид

5

5
1 2

0.5001 0.5
10 ,

0.5 0.50001

1, 10 1.

A
 

=  
 

λ = λ = +
Видно, что значения элементов матри-

цы определяются «большим» собственным 
числом 2λ .

После записи матрицы в память вычис-
лительного устройства и округления значе-
ний элементов до четырех знаков мантиссы 
получим вырожденную матрицу:

5 5
1 2

0.5 0.5
10 , 0, 10 .

0.5 0.5
A

 
= λ = λ = 

 
В этих условиях классический метод 

ньютона вообще неприменим, а его регу-
ляризованные формы будут давать по су-
ществу случайные значения для «новых» 
малых собственных чисел и не будут со-
держать полезной информации об искомом 
векторе *x . Плохая обусловленность систе-
мы (12) для жестких функционалов приво-
дит к полной потере полезной информа-
ции.

Из рассмотренного примера наглядно 
видно, что для жестких даже сильно вы-
пуклых функционалов резко возрастает 
влияние погрешностей, в т. ч. и погрешно-
стей округления. В частности, изначально 
выпуклая задача может стать невыпуклой 
(матрица получает отрицательные соб-
ственные числа). Влияние высокой степени 
жесткости на точность получаемого реше-
ния определяется следующим.

Из аналитического представления (13) 
решения *x  следует, что значения соб-
ственных чисел входят в знаменатели со-
ответствующих дробей и основное влия-
ние на результат оказывают «малые» по 
модулю собственные числа. В то же время 
из спектрального разложения видно, что 
сами элементы матрицы представляют из 
себя некоторые линейные комбинации ее 
спектральных составляющих (собственных 
чисел) и численные значения элементов 
определяются в основном «большими» по 

(12)

(13)
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модулю собственными числами. В итоге 
небольшие относительные погрешности в 
представлении элементов матрицы Гессе 
приводят к большим относительным по-
грешностям для «малых» спектральных со-
ставляющих, а те, в свою очередь, полно-
стью искажают окончательное решение. В 
этом, если угодно, и заключается «физиче-
ский смысл» рассмотренного явления пло-
хой обусловленности.

По этим же причинам любые «моди-
фикации» матрицы Гессе, в частности, вы-
полняемые с целью аппроксимации невы-
пуклых задач выпуклыми, также приводят 
к потере полезной информации о «малых» 
собственных числах и не позволяют полу-
чить достаточно эффективные численные 
процедуры. аналогично можно показать, 
что в невыпуклых квадратичных аппрок-
симациях жестких функционалов малые 
спектральные составляющие также несут 
основную полезную информацию о тра-
ектории спуска и основная цель состоит в 
построении алгоритмов, использующих в 
полной мере эту информацию.

Квазиньютоновские методы [5]. квази-
ньютоновские методы, так же как и нью-
тоновские, основаны на использовании 
квадратичных моделей минимизируемых 
функционалов. однако аппроксимация ма-
трицы Гессе (либо обратной к ней) осущест-
вляется последовательно, на основе наблю-
дений за изменением градиентов целевых 
функционалов в последовательных точках 
минимизирующей последовательности. 

часто указывается, что квазиньютонов-
ские методы существенно более эффектив-
ны, чем ньютоновские, по причине более 
низкого порядка производных, определяю-
щих схему метода. однако реальная ситуа-
ция значительно сложнее. Пусть, например, 
минимизируется сильно выпуклый квадра-
тичный функционал J(x). тогда для постро-
ения оптимизатора x∗ квазиньютоновскому 
методу потребуется в общем случае вычис-
лить n градиентов, где n – размерность про-
странства поиска. Последнее эквивалентно 
2n2 вычислениям значений функционала J(x) 
если используются двусторонние конечно-
разностные аппроксимации первых произ-
водных. Указанного количества значений 

функционала J(x), очевидно, достаточно для 
построения аппроксимации J″(x), необхо-
димой для реализации любого из вариантов 
метода ньютона. следовательно, трудоемко-
сти рассматриваемых процедур в указанных 
условиях приблизительно равны, если не 
учитывать дополнительные вычислительные 
затраты на процедуры одномерного поис-
ка в квазиньютоновских методах. с другой 
стороны, доказано, что большинство вари-
антов квазиньютоновских методов (напри-
мер, одна из наиболее эффективных схем 
бройдена–флетчера–Гольдфарба–шенно) 
при минимизации сильно выпуклых квадра-
тичных функционалов приводят к одной и 
той же траектории спуска, вырождаясь в хо-
рошо изученные методы сопряженных гра-
диентов.

Методы сопряженных градиентов. В то 
же время известна особенность методов 
сопряженных градиентов, существенно 
ограничивающая область их эффективного 
применения. она заключается в пониже-
нии скорости сходимости для плохо обу-
словленных (жестких) задач оптимизации. 
оценки, приведенные, например, в [6], по-
казывают, что стандартные методы сГ схо-
дятся по закону геометрической прогрессии 
со знаменателем q, близким к единице: 

1 2 ,q ≅ − η

где η – степень жесткости минимизируемо-
го функционала. там же имеются указания 
на достаточно высокую скорость сходимо-
сти метода сГ «по функционалу», незави-
симо от величины η:

20 *

*
2

( ) ( ) , const.
2(2 1)

k
L x x

J x J x L
k

−
− ≤ =

+
однако оценки типа (14) получены в 

предположении G(x) > 0. кроме этого, со-
гласно (14) эффективно получаются зна-
чения функционала порядка J(x ∗), где 
x ∗ – минимизатор аппроксимирующего па- 
раболоида f(x), что в общем случае не ре-
шает задачи. В соответствии с (14) реали-
зуется указанная скорость сходимости по 
функционалу, но не по аргументу.  

Предположение о невыпуклости вносит 
дополнительные трудности. Показано, что 
в этих условиях метод сГ по характеристи-

(14)
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кам сходимости эквивалентен градиентно-
му методу наискорейшего спуска со все-
ми вытекающими отсюда последствиями. 
кроме отмеченных дефектов, общих для 
методов сопряженных градиентов и квази-
ньютоновских методов, последние имеют 
дополнительные недостатки, связанные с 
проблемой потери положительной опреде-
ленности квазиньютоновских матриц из-за 
накопления вычислительных погрешностей 
в рекуррентных процедурах аппроксимации 
матриц Гессе [5].

В настоящее время на основе экспери-
ментальных данных принята точка зрения, 
согласно которой ньютоновские методы с 
конечно-разностной аппроксимацией ма-
трицы Гессе на основе аналитических вы-
ражений для градиентов надежнее, чем 
квазиньютоновские методы, и сходятся в 
более широком классе случаев, в частности, 
в задачах с очень плохой обусловленностью 
матрицы Гессе. с другой стороны, соглас-
но тем же источникам, если аналитические 
выражения для градиентов отсутствуют и 

применяются версии нулевого порядка со-
ответствующих алгоритмов, в большинстве 
случаев более эффективными оказывают-
ся квазиньютоновские методы с конечно-
разностной аппроксимацией градиентов. 
Данные замечания не снимают отмеченные 
выше недостатки указанных процедур, а 
отражают лишь некоторые сравнительные 
оценки, основанные на опыте проведения 
реальных вычислений.

Практические экстремальные задачи 
часто оказываются невыпуклыми и плохо 
обусловленными (жесткими). основная по-
лезная численная информация содержится 
в значениях «малых» по модулю собствен-
ных чисел матрицы Гессе. эффективные 
алгоритмы минимизации жестких невыпу-
клых функционалов должны строиться не 
на ньютоновской или квазиньютоновской 
идеологии, приводящей к потере информа-
ции о малых спектральных составляющих, 
а на основных принципах теории жестких 
систем оптимизации [7–9].
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D.E. Bortyakov, S.V. Mescheryakov, N.A. Solodilova 

QUALITY ASSURANCE OF COMPUTER-AIDED DESIGN  
FOR PRODUCTION METALWARE BASED ON DISTRIBUTED DATABASE  

OF OPERATING DEFECTS

Выполнен анализ базы данных эксплуатационных дефектов промышленных объектов на раз-
личных предприятиях северо-западного региона россии. Выявлены наиболее характерные дефекты 
металлоконструкций и способы их устранения. Изменены традиционные математические модели 
расчета металлоконструкций с целью улучшения качества автоматизированного проектирования. 

база ДанныХ. эксПлУатацИонный Дефект. металлИческИе констрУкцИИ. 
аВтоматИзИроВанное ПроектИроВанИе. обесПеченИе качестВа.

Production object database of operating defects on various enterprises in the North-West region of 
Russia is analyzed. the most problematic metalware and chronic defects are figured out as well as methods 
to resolve them. traditional mathematic models of metalware estimation are modified for the purpose of 
quality assurance to computer-aided design. 

dataBaSe. oPeRatiNg defect. metaLWaRe. comPUteR-aided deSigN. QUaLity 
aSSURaNce.

металлоконструкции являются не-
отъемлемой частью технологических и 
транспортно-перегрузочных систем и 
оказывают существенное влияние на эф-
фективность функционирования всего 
производственного комплекса. При проек-
тировании таких объектов, в особенности 
металлоемких конструкций большого раз-
мера, отсутствует возможность создания 
опытного образца, который можно было бы 
исследовать в различных условиях, вплоть 
до аварийных. Выполняемые проектиро-
вочные расчеты не учитывают различие в 
реальных производственных процессах и 
условиях эксплуатации.

Возникает необходимость корректиров-
ки математических моделей конструкций 
на основе экспериментальных результатов 
их практического применения при различ-
ных условиях работы и интенсивности на-

грузки. Полученные сведения представляют 
собой разрозненную и разнородную инфор-
мацию, поскольку на разных предприятиях 
используются различные средства автома-
тизации и форматы данных. на многих из 
них технические паспорта, сведения об экс-
плуатации и другая учетная информация не 
структурированы в базе данных и хранятся 
в виде отдельных офисных документов. Все 
это затрудняет анализ статистики и делает 
его невозможным для проектировщиков и 
потребителей. Для полноценного анализа 
необходима интеграция разрозненных ста-
тистических данных в единую автоматизи-
рованную систему сбора и обработки ин-
формации.

При проектировании новых конструк-
ций обычно стремятся по возможности ис-
пользовать единообразные и сопоставимые 
методы анализа и синтеза, что находит от-
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ражение в типовых инженерных методах 
расчетов. создание каждой такой методики 
для конструкции в целом или отдельных ее 
элементов – сложный и длительный про-
цесс, который приходится вести практиче-
ски непрерывно на фоне модернизации и 
появления новых принципиальных схем. 
В этой ситуации внедрение единой базы 
данных эксплуатационных дефектов в со-
временную практику автоматизированного 
проектирования представляется весьма ак-
туальным и позволит специалистам гибко 
вносить изменения в имеющиеся типовые 
методики расчета, а также давать рекомен-
дации инженерно-экспертным организаци-
ям по сбору дополнительных характеристик 
эксплуатации в целях выявления причин 
возникновения дефектов конструкций.

Анализ эксплуатационных дефектов  
технологических систем на основе  

распределенной базы данных

Интеграция распределенных данных в 
единую информационную систему выпол-
нена с применением методов, предложен-
ных в работах [1, 2]. база данных эксплуа-

тационных дефектов реализована на основе 
объектно-иерархических и реляционных 
моделей, представленных в работах [3, 4]. 
экспериментальные данные для анализа 
собраны в базу данных с 469 действую-
щих промышленных предприятий северо-
западного региона россии, на которых экс-
плуатируется более 1370 производственных 
объектов. сведения о количестве обследо-
ванных объектов, сроках их эксплуатации 
и общем уровне выявленных дефектов при-
ведены на рис. 1. 

средний возраст промышленных объек-
тов составляет 37 лет. тем не менее соглас-
но статистике, прямой зависимости между 
их сроком службы и наличием дефектов 
не наблюдается. например, после 50 лет 
эксплуатации количество дефектов соиз-
меримо с уровнем 20-летнего возраста. это 
объясняется различием в интенсивности 
производства, графике работы, динамиче-
ской нагрузке, погодных условиях – лег-
ких, средних, тяжелых.

общее состояние обследованных про-
мышленных объектов оценивалось экспер-
тами по трехбалльной системе: исправное, 

рис. 1. сведения о количестве и сроках эксплуатации промышленных объектов 
( ) кол-во обследованных объектов; ( ) кол-во выявленных дефектов
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неисправное работоспособное, неработо-
способное (рис. 2). Для неработоспособного 
оборудования дальнейшая эксплуатация за-
прещена ввиду обнаруженных критических 
дефектов. работоспособное оборудование, 
в отличие от исправного, предполагает на-
личие набора несущественных замечаний, 
которые разрешается устранить в течение 
определенного срока до очередного техни-
ческого освидетельствования (от полугода 
до двух–трех лет в зависимости от условий 

эксплуатации и характера нагрузки).
на всех промышленных объектах, 

погрузо-разгрузочных и транспортно-
технологических комплексах в той или 
иной степени применяются следующие 
типы несущих металлоконструкций:

балочные (более 10 %);
балочно-ферменные клепаные (более 

10 %);
балочно-ферменные сварные (более  

10 %);
двутавровые (менее 10 %);
коробчатые (более 10 %);
рамные (менее 1 %);
рельсовые (менее 10 %);
ригельные (менее 1 %);
сварные листовые (более 10 %);
трубчатые сварные (более 10 %);
уголковые (менее 1 %);
ферменные клепаные (более 10 %);
ферменные сварные (более 10 %);
швеллерные (менее 10 %);
шпренгельные (менее 10 %).
По результатам технических освидетель-

рис. 2. общее состояние  
обследованных промышленных объектов

рис. 3. количество обследованных промышленных объектов и выявленных дефектов по годам 
( ) кол-во промышленных объектов; ( ) общее кол-во дефектов; ( ) кол-во дефектов металлоконструкций
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ствований за более чем 10 лет практически 
каждый обследованный промышленный 
объект имеет дефекты металлоконструкций 
при среднем уровне 15 дефектов на объект 
(рис. 3).

на обследованных объектах все метал-
локонструкции выдержали статические ис-
пытания, однако в результате динамиче-
ского нагружения после снятия нагрузки у 
некоторых элементов металлоконструкций 
были обнаружены дефекты. наиболее ха-
рактерными из них, на основе анализа базы 
данных дефектов, являются трещины, оста-
точная деформация, прогиб, течи рабочей 
жидкости, ослабление заклепок или болто-
вых соединений.

В 35 % случаев по результатам обследо-
вания сделан либо капитальный ремонт с 
заменой отдельных элементов металлокон-
струкций, либо текущий ремонт местных 
деформаций с применением сварки.

аналогичные исследования [5] под-
тверждают, что результаты замеров при 
статических и динамических испытаниях 
могут сильно отличаться друг от друга. на 
рис. 4 приведен пример результатов ниве-
лировки высотного положения направляю-
щих стального типа для портального крана 

по перемещению на складе завода железо-
бетонных изделий. Во многих точках заме-
ров (на участке от 3–5 до 8–10) наблюда-
ется характерный прогиб металлического 
профиля под нагрузкой. При этом разность 
отметок высотного положения направляю-
щих значительно превышает предельно до-
пустимое отклонение 20 мм согласно дей-
ствующим нормативам [6, 7].

Вопросы оценки динамических свойств 
металлоконструкций на стадии проектиро-
вания не затрагиваются или затрагиваются 
минимальным образом. отсутствие анализа 
динамических процессов может привести 
к критическим ситуациям, например силь-
ное отклонение груза из плоскости дви-
жения тележки может привести к полом-
ке ног перегружателя. расчетный прогноз 
потенциальной возможности появления 
таких динамических качеств необходимо 
осуществлять с использованием критериев 
эксплуатации и последующей корректиров-
кой расчетных методик.

Расчетная математическая модель  
крановых металлоконструкций

При построении расчетной математи-
ческой модели использована концепция 

рис. 4. результаты замеров высотного положения направляющих под нагрузкой 
( ) ось а; ( ) ось б; ( ) предельное отклонение 20 мм 



Математическое моделирование: методы, алгоритмы, технологии

91

составной динамической многосвязной 
системы, которая базируется на типовых 
конструкциях, характеристики функцио-
нирования которых известны и хорошо 
изучены. такое представление позволяет 
вскрыть конструктивные особенности и их 
потенциальные недостатки на ранней ста-
дии и тем самым повысить продуктивность 
и качество процесса проектирования.

на основе сформулированной концеп-
ции в традиционные математические моде-
ли [8–11] внесены изменения с целью по-

лучения требуемых показателей. Помимо 
механизмов с жесткими звеньями, добавлен 
учет упругой составляющей и отклонений 
перемещения, вызванных податливостью 
звеньев. 

на рис. 5 представлен пример расчетных 
схем для шпренгельных металлических кон-
струкций в виде консольной балки на двух 
опорах со стойкой и раскосами, которая 
наиболее часто встречается в современной 
практике. за основу взят деформационный 
расчет конструкции, т. к. при прочностном 

рис. 5. расчетные схемы шпренгельных конструкций:  
а – хобота; б, в – стрелы с креплением тягового звена соответственно к балке и к узлу шпренгелей

а)

б)

в)
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расчете для соблюдения условия равенства 
прочности элементов невозможно устано-
вить закономерность перераспределения 
нагрузок между элементами внутри стати-
чески неопределенной системы.

Усилия в раскосах принимаются в каче-
стве неизвестных Х1 и Х2. система уравне-
ний совместности перемещений одинакова 
для всех трех рассматриваемых расчетных 
случаев:

δ11 Х1 + δ12 Х2 + ∆1P = 0,

δ21 Х1 + δ22 Х2 + ∆2P = 0,

где δij – перемещения j-й точки под дей-
ствием единичной i-й силы; Х1 и Х2 – не-
известные внутренние усилия в раскосах; 
∆iP – перемещения i-й точки под действием 
внешней нагрузки P. 

Перемещения всех точек системы под 
действием внутренних усилий Х1 и Х2 оди-
наковы для всех расчетных схем (рис. 5) 
и определяются известными методами [8, 
9], но перемещения от внешней нагрузки 
будут разные. Поперечные силы не учиты-
ваются, т. к. для перемещений они не име-
ют существенного значения. неизвестные 
параметры раскосов и стойки выделены 
отдельно:

δ11 = C1 + LP1/FP1,

δ22 = C2 + LP2/FP2,

где LP1 и FP1, LP2 и FP2 – длины и площа-
ди поперечного сечения первого и второго 
раскосов соответственно; C1 и С2 – состав-
ляющие коэффициентов δ11 и δ22, рассчи-
танные на основе параметров известных 
конструктивных элементов.

тогда система уравнений имеет следую-
щий вид:

(C1 + LP1/FP1)X1 + δ12X2 + ∆1P = 0,

(C2 + LP2/FP2)X2 + δ21X1 + ∆2P = 0.

Выражения для усилий Х1 и Х2 берутся 
исходя из вероятного распределения внеш-
ней нагрузки между балкой и раскосами. 
если ввести коэффициент КP, показываю-
щий, какую часть внешней нагрузки берет 
на себя балка (КP < 1), то выражения для 
усилий Х1 и Х2 при условии равновесия 
узлов будут иметь вид:

Х1 = Р(1 – КP)/sin(β1), 

Х2 = Х1cos(β1)/cos(β2) или

Х2 = (Х1cos(β1) – P sin(α))/cos(β2).

решив данную систему, можно полу-
чить величины площадей раскосов FP1 и FP2, 
при которых система удовлетворяет требо-
ваниям совместной деформации балочной 
и шпренгельной систем. затем выполня-
ется проверочный расчет. если расчетные 
напряжения в раскосах получились больше 
допустимых, высота стойки последователь-
но уменьшается и расчет повторяется. По-
лучив площади раскосов, удовлетворяющие 
прочностным и деформационным ограни-
чениям, производится их проверка по усло-
вию общей устойчивости.

реализация новой модели и дальнейшее 
развитие саПр позволяет оценить эффек-
тивность применения усовершенствован-
ных элементов конструкции, в частности, 
систем гашения колебаний и демпфирую-
щих устройств, на ранних стадиях проек-
тирования.

основная ценность распределенной 
базы данных эксплуатационных дефектов 
состоит в возможности анализировать све-
дения различных предприятий о техниче-
ском состоянии промышленных объектов. 
В процессе промышленной эксплуатации и 
по результатам периодического обследова-
ния выявляются наиболее слабые элементы 
конструкции и наиболее распространенные 
дефекты. нередко эти дефекты вызваны 
особыми условиями эксплуатации и ди-
намическими нагрузками, которые трудно 
рассчитать на этапе автоматизированного 
проектирования.

описанная математическая модель рас-
чета металлоконструкций и методика ее 
применения позволяют производить более 
точный расчет различных систем, улуч-
шающих динамические свойства конструк-
ций, и тем самым повысить качество авто-
матизированного проектирования. кроме 
того, проведенные исследования помогли 
сформулировать практические рекомен-
дации эксплуатирующим предприятиям и 
экспертным организациям по регулярному 
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контролю дополнительных параметров объ-
ектов с учетом фактической динамической 
нагрузки с целью их последующего анализа 
в базе данных.

опыт автоматизированного проекти-
рования и промышленной эксплуатации 

металлоконструкций кранов подтверждает 
правильность такого подхода. По статисти-
ческим данным (см. рис. 3) на промышлен-
ных предприятиях северо-западного регио-
на россии количество выявленных дефектов 
в последние годы значительно снизилось.
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УДК 621.376.9

М.М. Пилипко

ДЕЛьтА-СИГМА МОДУЛятОР АНАЛОГО-цИФРОВОГО  
ПРЕОБРАЗОВАтЕЛя С ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ ВО ВРЕМЕНИ

M.M. Pilipko

TIME-MODE DELTA-SIGMA MODULATOR  
FOR AN ANALOG-TO-DIGITAL CONVERTER

рассмотрен принцип аналого-цифрового преобразования во временной области и устройства, 
реализующие данный принцип. Предложена дифференциальная структура дельта-сигма модулятора 
с преобразованием сигналов во времени. работоспособность устройств подтверждена результатами 
схемотехнического моделирования.

ПреобразоВателЬ наПрЯЖенИЯ Во Временной ИнтерВал. ДелЬта-сИГма мо-
ДУлЯтор. цИфроВые УстройстВа.

Principle of time-mode analog-to-digital conversion is considered. circuits utilizing this principle are 
presented. a differential structure of the time-mode delta-sigma modulator is proposed. operability of the 
presented circuits has been confirmed by transistor-level simulation.

voLtage-to-time coNveRteR. deLta-Sigma modULatoR. digitaL ciRcUitS.

Движущая сила развития моП техно-
логий – рост производства и повсеместное 
распространение цифровых устройств. В 
связи с этим оптимизация технологических 
процессов направлена, прежде всего, на 
улучшение характеристик цифровых схем: 
увеличение скорости переключения тран-
зисторов, уменьшение напряжения пита-
ния и геометрических размеров элементов. 
Указанные изменения усложняют раз-
работку аналоговых и аналого-цифровых 
устройств. В частности, следствием умень-
шения толщины подзатворного диэлектри-
ка является увеличение токов утечки через 
затвор. снижение напряжения питания 
схем вынуждает использовать транзисторы 
в неоптимальных рабочих точках. это огра-
ничивает допустимый размах входного сиг-
нала и вызывает проблемы с линейностью 
аналоговых схем.

Для обхода указанных проблем при 
разработке аналого-цифровых преобра-
зователей (ацП) ряд зарубежных авторов 
предлагает перейти от традиционного пре-
образования в области напряжений к пре-
образованию сигналов во временной об-
ласти [1–3]. Принцип аналого-цифрового 
преобразования на основе обработки сиг-
налов во временной области реализуется 
путем каскадного соединения нескольких 
блоков. Поскольку информационным сиг-
налом ацП, как правило, является входное 
напряжение, первый блок схемы представ-
ляет собой преобразователь напряжения 
во временной интервал. следующий блок 
служит для необходимых операций с сиг-
налом во временной области. затем время-
цифровой преобразователь формирует вы-
ходной цифровой код ацП.

на основе данного подхода можно по-
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строить ацП различных типов. В мобиль-
ных системах телекоммуникаций нашли 
применение следящие ацП с использова-
нием дельта-сигма модуляции [4-5]. такто-
вая частота дельта-сигма модулятора суще-
ственно превышает частоту найквиста, что 
позволяет с высокой точностью отследить 
изменение амплитуды входного сигнала. 
основу дельта-сигма модулятора составля-
ют интеграторы, которые обычно имеют в 
своем составе транскондуктивный усили-
тель [6] или операционный усилитель [5, 7].  
Интегратор накапливает разности между 
входным сигналом и сигналом обратной 
связи, а компаратор определяет знак сиг-
нала на выходе интегратора на каждом так-
те. Во временной области аналогичным об-
разом можно сравнивать моменты прихода 
фронта для входного и опорного сигналов.

В данной статье рассматривается прин-
цип аналого-цифрового преобразования во 
временной области и устройства, реализу-
ющие данный принцип. 

Элемент задержки,  
управляемый напряжением

Для обработки входного сигнала во вре-
менной области необходимо сопоставить 
уровню напряжения на входе определен-
ный временной интервал – т. н. время-
разностную переменную [3]. Для этой цели 
служит элемент задержки, управляемый на-
пряжением (эзУн). фронт сигнала, посту-
пающего на такой элемент, задерживается 
на время, пропорциональное напряжению 
на управляющем входе.

на рис. 1 а показано условное обозначе-
ние элемента задержки, а на рис. 1 б – вре-
менная диаграмма. фронт сигнала фI по-
ступает на вход элемента в момент времени 
tI и задерживается до момента tO, опреде-
ляемого входным напряжением VIN. Выра-
жение для время-разностной переменной 
имеет вид 

,O I INT G V bΦ Φ∆ = + , где Gф – кру-
тизна характеристики преобразования, а  
bф  – постоянная аддитивная задержка.

наиболее широко известна схема эзУн 
на основе инвертора с ограничением тока 
(рис. 1 в) [3, 8]. Принцип работы данной 
схемы следующий. При низком уровне 
входного сигнала фI транзистор м1 от-
крыт, а конденсатор C заряжен до напря-
жения питания. на выходе фO сигнал низ-
кого уровня. По фронту входного сигнала 
закрывается транзистор м1 и открывается 
транзистор м2, конденсатор разряжается 
через транзисторы м3 и м4, причем ско-
рость разряда определяется напряжением 
VIN. Выходной инвертор (м5-м6) играет 
роль компаратора и переключается в тот 
момент, когда напряжение на конденсаторе 
становится меньше порогового напряжения 
инвертора. таким образом, момент появле-
ния фронта сигнала на выходе фO линейно 
зависит от напряжения VIN. По спаду вход-
ного сигнала транзистор м2 закрывается, а 
транзистор м1 открывается. скорость за-
ряда конденсатора через транзистор м1 не 
зависит от напряжения VIN.

на рис. 1 г приведен вид передаточной 
характеристики эзУн, построенной по ре-
зультатам моделирования схемы на основе 

рис. 1. элемент задержки, управляемый напряжением:  
а – обозначение; б – временная диаграмма; в – схема; г – передаточная характеристика

а)

б)

в) г)

,

,
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стандартной 0,18 мкм моП технологии с 
напряжением питания 1,8 В. В диапазоне 
входных напряжений 0,7–1,1 В нелиней-
ность характеристики не превышает 0,5 %.  
крутизна характеристики составляет  
Gф = 710 пс/В. аддитивная часть времени 
задержки соответствует задержке эзУн при 
максимальном управляющем напряжении 
(в данном случае 1,1 В) и равна bф = 740 пс. 
Временные характеристики и потребляемая 
мощность элемента задержки зависят от ве-
личины конденсатора C и геометрических 
размеров транзистора м3. если конденса-
тор C не использовать, работоспособность 
эзУн сохранится благодаря наличию пара-
зитных емкостей транзисторов.

Преобразователь напряжения и интеграторы 
на основе элемента задержки

В обычном аналого-цифровом преоб-
разователе происходит сравнение входного 
напряжения с некоторым опорным уров-
нем (уровнем аналоговой земли). анало-
гичное сравнение возможно и во времен-
ной области. Для этого импульсный сигнал 
фI подается параллельно на два эзУн. на 
управляющий вход одного из них поступа-
ет входное напряжение VIN, а на управляю-
щий вход другого – опорное напряжение 
VREF (рис. 2 а). Полученная схема является 
преобразователем напряжения во времен-
ной интервал. Временная диаграмма ра-
боты данной схемы приведена на рис. 2 б. 
моменты времени появления фронтов сиг-
налов на выходах фO и фREF определяются 
следующими выражениями [3]:

,O I INt t G V bΦ Φ= + +

,REF I REFt t G V bΦ Φ= + +

а интервал времени между ними равен 
( )O O REF IN REFT t t G V VΦ∆ = − = − .

если выразить переменную часть вход-
ного напряжения как in IN REFv V V= − , то 
получим O inT G vΦ∆ = . таким образом, от-
клонение время-разностной переменной 
от опорного значения прямо пропорцио-
нально отклонению входного напряжения 
от опорного уровня. отметим, что различие 
параметров элементов задержки может при-
водить к таким ошибкам преобразования, 

как сдвиг относительно нуля и изменение 
крутизны характеристики.

Подключив к выходу эзУн инвертор, а 
выход инвертора – ко входу эзУн, можно 
получить генератор, управляемый напря-
жением [9]. сравнение моментов прихо-
да фронта в сигнальном и опорном гене-
раторах позволяет реализовать операцию 
интегрирования во временной области  
(рис. 2 в). Поскольку аддитивная задержка 
bΦ , а также время задержки эзУн по спаду 
и время задержки инвертора постоянны, то 
изменение время-разностной переменной 
для n-го такта можно записать как

( ) ( 1) ( 1).O O inT n T n G v nΦ∆ = ∆ − + −

Временная диаграмма для первых трех 
тактов интегратора приведена на рис. 2 г. 
начальное значение (0)OT∆  считается рав-
ным нулю. Последующие значения вы-
числяются по приведенной рекуррентной 
формуле. следует заметить, что в данной 
структуре отсутствует внешний тактовый 
генератор. частота опорного генератора 
определяется размерами транзисторов и 
уровнем опорного напряжения VREF.

Интегратор с двумя или несколькими 
входами может быть построен путем вклю-
чения соответствующего числа эзУн в 
кольцевые генераторы. на рис. 2 д показан 
интегратор с двумя входными сигналами 

,1( )INV n  и ,2( )INV n . При этом в опорном ге-
нераторе также используются два элемента 
задержки, управляемые сигналом VREF. раз-
ностное уравнение для интегратора в этом 
случае имеет вид:

,1 ,2( ) ( 1) [ ( 1) ( 1)].O O in inT n T n G v n v nΦ∆ = ∆ − + − + −

,1 ,2( ) ( 1) [ ( 1) ( 1)].O O in inT n T n G v n v nΦ∆ = ∆ − + − + −

Применительно к аналого-цифровому 
преобразованию на основе дельта-сигма 
модуляции желательным является каскад-
ное соединение интеграторов. однако в 
данном случае это представляет определен-
ную трудность, поскольку выходным сиг-
налом интегратора является временной ин-
тервал, а входным – напряжение. Поэтому 
необходим промежуточный блок для обрат-
ного преобразования интервала времени в 
уровень напряжения.
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Последним этапом аналого-цифрового 
преобразования является перевод время-
разностной переменной в цифровой вид. 
знак переменной можно определить при 
помощи триггера задержки (d-триггера). 
если фронт сигнала фO опережает фронт 
тактового сигнала фREF, то на выходе триг-
гера будет сформирован сигнал логической 
единицы, в противном случае на выходе 
будет логический ноль. Устройство кван-
тования с количеством уровней сравнения 
два и более [10] может быть организовано 
с помощью соответствующего количества 
элементов задержки и триггеров.

Дельта-сигма модулятор  
с преобразованием сигналов во времени

Дельта-сигма модулятор первого поряд-
ка состоит из интегратора, компаратора и 
цепи обратной связи с цифро-аналоговым 
преобразователем (цаП). В предыдущем 
разделе рассмотрены интегратор с двумя 
входами и компаратор сигналов во времен-
ной области. если элементы задержки в 
интеграторе могут работать в полном диа-
пазоне напряжений, то цаП в обратной 
связи не нужен, поскольку может исполь-
зоваться непосредственно выходной сигнал 

d-триггера. В противном случае следует 
применить одноразрядный цаП на осно-
ве двух аналоговых ключей. как видно, все 
каскады дельта-сигма модулятора состоят 
из цифровых компонентов, следовательно, 
эта система обеспечивает все преимущества 
цифровой кмоП технологии. аналого-
цифровой преобразователь будет работать 
с высокой тактовой частотой, потреблять 
малую мощность и занимать небольшую 
площадь на кристалле. более того, следу-
ет ожидать сохранения этих преимуществ с 
развитием цифровой кмоП технологии.

на рис. 3 а показана структура дельта-
сигма модулятора с преобразованием во 
времени, основанная на двух кольцевых ге-
нераторах и d-триггере [3]. на элементы за-
держки одного генератора подаются входной 
аналоговый сигнал и инверсный выходной 
сигнал, на элементы задержки другого –  
опорное напряжение. Данный генератор 
формирует опорную частоту интегратора и 
тактирует d-триггер. цель работы системы 
состоит в подстройке частоты сигнального 
генератора к частоте опорного генератора 
при помощи импульсов выходного кода. 
разностное уравнение, описывающее рабо-
ту интегратора, имеет вид

рис. 2. Преобразователь напряжения во временной интервал  
и интеграторы время-разностных переменных

а)

б)

в)

г)

д)
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( ) ( 1) [ ( 1) ( 1)],O O in oT n T n G v n v nΦ∆ = ∆ − + − − −

т. е. приращение время-разностной пере-
менной на текущем такте равно разности 
входного и выходного сигналов на преды-
дущем такте, умноженной на крутизну ха-
рактеристики эзУн [3]. сигнал ошибки 
квантования, порождаемый компаратором 
в виде d-триггера, определяется отличи-
ем время-разностной переменной от вы-
ходного сигнала, умноженного на крутизну 
эзУн:

( ) ( ) ( ).E o OT n G v n T nΦ∆ = − ∆

Подставив данную модель сигна-
ла ошибки в выражение для интегратора, 
можно получить разностное уравнение для 
дельта-сигма модулятора первого порядка:

1
( ) ( 1) [ ( ) ( 1)].o in E Ev n v n T n T n

GΦ

= − + ∆ − ∆ −

Для обеспечения устойчивости к син-
фазным помехам аналого-цифровой пре-
образователь должен иметь дифференци-
альную структуру. В работе [3] предложено 
подавать на элементы задержки опорного 
кольцевого генератора (рис. 3 а) инверс-
ное входное напряжение и прямой выход-

ной сигнал. сравнение сигналов при по-
мощи d-триггера в этом случае позволяет 
устранить воздействие синфазных помех 
и четные гармоники, обусловленные не-
линейностью элементов задержки. однако 
недостатком данного подхода является от-
сутствие синхронизации: частота опорного 
генератора изменяется, поэтому импульсы, 
поступающие на выход и в цепь обратной 
связи, непостоянны по длительности. Вы-
ходной сигнал такого модулятора перед по-
дачей на устройства цифровой обработки 
требует преобразования в синхронный код, 
что приводит к увеличению уровня шума и 
сужению динамического диапазона.

Предлагается дифференциальная струк-
тура (рис. 3 б), лишенная указанного не-
достатка. В структуре используются два 
кольцевых генератора и два d-триггера. на 
управляющие входы каждого генератора 
подается один из входных сигналов (пря-
мой VIN+ или инверсный VIN–) и инверс-
ный выходной сигнал соответствующего 
d-триггера. сигнал синхронизации CLK 
поступает на оба d-триггера от внешне-
го генератора либо от третьего кольцевого 
генератора, на управляющие входы кото-
рого подано постоянное напряжение VREF. 

рис. 3. структуры дельта-сигма модулятора

а) б)
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разность выходных кодов триггеров дает 
двухразрядный код, в котором отсутствуют 
входные синфазные составляющие и чет-
ные гармоники полезного сигнала.

Для проверки работоспособности пред-
ложенной структуры собрана схема с ис-
пользованием стандартной 0,18 мкм моП 
технологии с напряжением питания 1,8 В. 
Проведено моделирование дельта-сигма 
модулятора в среде cadence virtuoso. При 
тактовой частоте 280 мГц и коэффици-
енте передискретизации 128 отношение  
сигнал/шум составило 58 дб, средняя потре-
бляемая мощность не превышает 1,1 мВт.

В статье изложен принцип действия ацП 
с преобразованием сигналов во временной 

области. рассмотрены основные устрой-
ства, необходимые для построения такого 
ацП: элемент задержки, управляемый на-
пряжением; интегратор время-разностных 
сигналов; компаратор. Приведена структу-
ра дельта-сигма модулятора первого поряд-
ка с преобразованием во времени. Показан 
недостаток известной дифференциальной 
структуры модулятора – асинхронность, 
предложена синхронная структура. моде-
лирование схемы для стандартной 0,18 мкм 
моП технологии показало, что дифферен-
циальный дельта-сигма модулятор первого 
порядка обеспечивает 9–10 разрядов разре-
шающей способности для сигналов с часто-
тами до 1,1 мГц при средней потребляемой 
мощности 1,1 мВт.
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формальные и содержательные несоответ-
ствия при реализации функций источников 
и потребителей информации, ее форматов 
и семантики (смыслов данных и действий). 
Имеющиеся средства выявления и устра-
нения синтаксических и семантических 
коллизий не позволяют своевременно кор-
ректировать бизнес-процессы, что серьезно 
снижает эффективность работы нИПИ.

Выходом из данной ситуации является 
разработка средств интеграции разнород-
ных систем, обеспечивающих достаточную 
автономность, надежность, эффективность 
их функционирования, единство информа-
ционного пространства проектов и бизнес-
процессов, целостность используемых дан-
ных. Под целостностью данных понимается 
их готовность к использованию в динамике 

УДК 004.4'22 

О.Х. Бостонов, Г.Н. Зверев 

СЕМИОтИЧЕСКАя ИНтЕГРАцИя И УПРАВЛЕНИЕ  
БИЗНЕС-ПРОцЕССАМИ ОРГАНИЗАцИй НЕФтяНОй ОтРАСЛИ

O.H. Bostonov, G.N. Zverev 

SEMIOTIC INTEGRATION AND CONTROL OF BUSINESS PROCESSES  
IN PETROLEUM ORGANIZATION

Проведен анализ современного состояния проблемы интеграции информационных систем. 
Проблему интеграции и повышения эффективности контроля и управления бизнес-процессами 
предложено решать путем построения адекватной иерархической модели предприятия и его подраз-
делений в виде сети операционных продукций, оценки статистических параметров информацион-
ных потоков и решаемых задач.

ИнтеГрацИЯ. ИнформацИонные сИстемы. семИотИка. целостностЬ.

the paper provides analysis of the current state of the issue regarding integration of information systems. 
the issue of integration and efficiency of the control and management in business processes is proposed to 
be solved by constructing an adequate hierarchical model of the company and its subsidiaries in the form of 
a network operating productions, estimation of statistical parameters of information flows and tasks.

iNtegRatioN. iNfoRmatioN SyStemS. SemioticS. coNSiSteNcy.

типичный научно-исследовательский 
проектный институт (нИПИ) нефтяной 
компании оснащен многими  информаци-
онными системами различного назначения, 
сотнями приложений унаследованных, ком-
мерческих, собственных разработок, десят-
ками web-сайтов различных подразделений 
института. так, в отделе создания проек-
тов разработки нефтяных месторождений 
функционирует не менее трех-четырех ин-
формационных систем, взаимозависимых 
по информации и управлению, решающих 
задачи геологии и гидродинамики залежей, 
вскрытия пластов, закачки флюидов, эко-
номических показателей добычи и т. д.

При одновременной работе специали-
стов разного профиля над проектом разра-
ботки залежи нефти неизбежно возникают 
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процесса проектирования разработки ме-
сторождения, непротиворечивость, акту-
альность и достоверность информации (до-
статочная адекватность реалиям).

цель данной статьи – анализ текущего 
состояния проблемы интеграции информа-
ционных технологий в нефтяной отрасли, 
разработка моделей управления бизнес-
процессами и методов создания программ-
ного обеспечения  средств интеграции 
организационно-технических систем, обе-
спечивающих глобальную целостность дан-
ных.

Анализ состояния проблемы интеграции

решению разнообразных задач интегра-
ции существующих и создаваемых инфор-
мационных систем и технологий посвя-
щено большое количество книг и статей, 
из которых значительную долю занимают 
описания паттернов (шаблонов) – форма-
лизованного опыта создания проектных 
решений в архитектуре программных при-
ложений, объектно-ориентированном про-
ектировании, в интеграционных решениях 
и технологии обмена сообщениями (см. на-
пример [1, 2]).

Для согласованного и успешного функ-
ционирования интегрированных систем 
необходимо, во-первых, наладить эффек-
тивные связи между объединяемыми ком-
понентами источников и/или приемников 
информации и, во-вторых, создать распре-
деленное управление информационными 
процессами, сочетающее вполне очерчен-
ную автономность, независимость действий 
для асинхронного взаимодействия и подчи-
ненность общим задачам, целям и критери-
ям. Подходящие модели управления будут 
рассмотрены далее, а здесь остановимся на 
связях интегрируемых компонентов объе-
диненной системы.

В общем случае различают следующие 
виды интеграции: 

по форматам данных;
по функциям и процессам; 
по управлению бизнес-процессами;
по каналам связи; 
по языкам и семантике сообщений.
В процессах создания проекта разработ-

ки залежи нефти участвуют специалисты а, 

В, … одной, а чаще нескольких предметных 
областей, а также интегрируемые информа-
ционные системы S1, S2, …, использующие 
в общем случае различные терминосистемы, 
языки программирования, платформы, фор-
маты данных, языки общения.

В подобной структуре возникают три 
типа  интерфейсов, каналов связей  по 
информации и управлению (см. рис. 1):  
1) a↔B – общение специалистов а, В, … 
на естественном языке и языках предмет-
ных областей в диалоге, в пересылаемых 
сообщениях и т. п.; 2) a↔S – человеко-
машинный интерфейс сообщений на ис-
кусственном информационном языке;  
3) S1↔S2 – обмен сообщениями, команда-
ми на согласованном языке программно-
аппаратных коммуникаций.

При взаимодействии систем в источни-
ках и приемниках информации, в каналах 
связи выполняется трансляция синтаксиса 
и семантики сообщений на языке общения 
(общий для них язык). например, при обще-
нии специалистов a↔B смыслы сообщения 
с внутреннего языка понимания конкрет-
ного субъекта переводятся и кодируются в 
смыслы языка общения. модели таких пре-
образований относятся к представлениям 
понятийных знаний в базисах теоретиче-
ской информатики, семиотики и лингви-
стики [3] и служат основой семиотической 
(синтаксической и семантической) инте-
грации, согласования смыслов терминов, 
форматов данных, команд, приложений, в 
которых управление семантикой сообще-
ний осуществляет естественный интеллект 
специалиста. В работе [2] описаны наиболее 
распространенные способы синтаксической 
интеграции: передача файла, общая база 
данных, удаленный вызов процедуры, об-
мен данными. Интеграция систем и бизнес-

рис. 1. типы каналов связей  
по информации и управлению
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процессов существенно повышает эффек-
тивность функционирования предприятия, 
однако серьезно усложняет процессы син-
хронизации, контроля и управления бизнес-
процессами предприятия. 

Проектирование и принятие  
интеграционных решений

основная цель интеграции – обеспече-
ние связей по информации и управлению 
между автономными либо зависимыми ин-
формационными системами  и программ-
ными приложениями различного проис-
хождения, реализованными на различных 
платформах, языках, географически рас-
пределенных, не имеющих самостоятель-
ных средств интеграции и административ-
но независимых от предприятия – в нашем 
случае, нИПИ.

Проектирование интеграции начинается 
с формирования класса бизнес-процессов, 
выполняемых системой, ее состава, струк-
туры, регламента функционирования. В 
рассматриваемом в рамках статьи отделе 
проектирования разработки нефтяных ме-
сторождений существуют бизнес-процессы, 
связанные с созданием геологической и ги-
дродинамической модели месторождения, 
согласованием и оформлением проекта 
разработки месторождения.

Далее осуществляется формализация си-
стемных соглашений, применяемых стан-
дартов и спецификаций данных и функций, 
строятся канонические модели синтаксиса 
и семантики бизнес-процессов: глоссарий 
предметной области, онтологические моде-
ли и т. д. Проектные решения общих, пере-
численных выше, и локальных задач инте-
грации принимаются с учетом факторов, 
влияющих на функционирование созда-
ваемой системы в заданном классе бизнес-
процессов, и критериев принятия инте-
грационных решений [4, 5]. Перечислим 
основные влияющие факторы на процесс 
интеграции и бизнес-процессы: несоответ-
ствия между программными приложения-
ми: языки программирования, платформы, 
форматы данных, обозначения и их семан-
тика, рассогласование бизнес-процессов во 
времени, необходимость синхронизации и 
асинхронного взаимодействия, ненадеж-

ность сети и низкая скорость передачи 
данных, ограниченный контроль бизнес-
процессов.

различают частные и общие (сводные, 
интегральные) критерии принятия инте-
грационных решений. частные критерии 
решений: обеспечение надежной прямой 
и обратной связи между интегрируемыми 
приложениями, источником и приемником 
сообщений, требуемая оперативность, сво-
евременность доставки данных и принятия 
решений, достаточный контроль достовер-
ности передачи сообщений по каналам свя-
зи, повторная передача при сбоях, инфор-
мирование приемника и/или источника о 
состоянии сообщений в канале связи, ми-
нимальное дублирование данных и функ-
ций в подсистемах и приложениях.

эти и другие частные критерии предъяв-
ляют противоречивые требования. компро-
миссные решения достигаются по сводным 
(интегральным) критериям: минимальные 
затраты ресурсов на интеграцию подси-
стем, внесение изменений в приложения, 
установление связей, создание сопрягаю-
щих компонентов, минимальные затраты 
на функционирование интегрированной 
системы, поддержка гибкости и управляе-
мости при неизбежных изменениях ее со-
става, структуры и выполняемых функций, 
оптимальный компромисс между «сво-
бодой действий» автономных подсистем 
в асинхронном режиме и «подчинением» 
функций в синхронном бизнес-процессе и 
достижении общей цели.

Модель распределенного управления  
интегрированной системой

структура нИПИ, функции его подраз-
делений и отдельных сотрудников в основ-
ном соответствуют постоянно меняющимся 
условиям и задачам проектирования разра-
ботки месторождений и реализации бизнес-
процессов. каждое из подразделений осна-
щено необходимыми информационными 
системами и программными приложения-
ми, которые должны обеспечивать успеш-
ное выполнение текущих задач. Поэтому 
управление интегрированной информаци-
онной системой при реализации бизнес-
процессов целиком подчиняется управляю-
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щим командам руководства нИПИ и его 
служб.

Достаточно адекватной и результативной 
моделью иерархического распределенного 
управления организационно-техническими 
системами и бизнес-процессами в них 
является сеть операционных продукций  
[3, 6]. формализм операционных продук-
ций позволяет в наиболее общей форме 
описать иерархическую структуру распре-
деленного управления процессами инте-
грированных систем, статику и динамику, 
алгоритмы и мультиалгоритмы их функци-
онирования в конструктивно-процедурной 
и дескриптивно-декларативной семантике, 
свободно изменять аспекты и степени под-
робности описаний человеко-машинных 
систем. 

термины «продукция» и «система про-
дукций» введены эмилем Постом (1943 г.) 
в связи с построением логических и сим-
вольных исчислений, уточнением поня-
тия математического алгоритма, машины 
тьюринга, машины Поста, при этом под 
системой продукций Пост понимал множе-
ство допустимых подстановок {p → t} букв 
в цепочки символов в среде формальной 
грамматики. сами подстановки или пра-
вила символьных (синтаксических) преоб-
разований – логические или синтаксические 
продукции – интерпретируются как шаги 
генерации синтаксически правильного тек-
ста либо шаги логического вывода.

В информатике продукционные модели 
получили распространение и дальнейшее 
развитие в интеллектуальных и экспертных 
системах. В них знания эксперта представ-
лены множеством подстановок, продук-
ционных правил – экспертных продукций 
с дескриптивной (логической) либо кон-
структивной (процедурной) семантикой. 
логическое правило продукции a→b опи-
сывает логическую зависимость знаний: 
«если а истинно, то b тоже истинно, если 
b ложно, то a также ложно». конструктив-
ное знание – продукционное правило a→f 
определяет императивную связь знаний и 
умений, возможность или необходимость 
действия, выполнения функции f при ис-
тинности условия a. экспертные продук-
ции собираются в упорядоченные или неу-

порядоченные классы, которые экспертная 
система после наступления очередного со-
бытия последовательно просматривает и 
выполняет продукционное правило, если 
его условие a истинно.

В работе [6] Д.а. Поспелов существен-
но расширил понятие продукции и ввел 
модели внешнего управления системой и 
внутреннего управления продукцией. По-
следующие обобщения продукционных мо-
делей, сохраняя структуру продукции, пред-
ложенную в этой работе, были выполнены 
в статье [7] применительно к моделирова-
нию организационно-технических систем и 
бизнес-процессов и затем в книге [3]. 

каждому уровню иерархии органи-
зационно-технической системы и ее управ-
ляющему компоненту сопоставляется опе-
рационная продукция, а системе в целом 
и ее внешнему окружению – продукцион-
ная сеть – совокупность взаимосвязан-
ных операционных продукций, описыва-
ющих реализацию основных внутренних 
и внешних функций системы и распреде-
ленное иерархическое управление внешни-
ми и внутренними бизнес-процессами.  
В продукционной сети и вмещающей ее 
продуктивной среде происходит обмен ма-
териальными и информационными объек-
тами, ресурсами, заданиями, данными, ис-
полняемыми функциями (компетенциями) 
для достижения локальных и глобальных 
целей с наилучшими показателями и кри-
териальными оценками. таким образом, 
структура предприятия и его управляющие 
функции модельно отображаются в продук-
ционную сеть.

Операционная продукция PO (альтерна-
тивные термины: продукционный объект, 
продукционный субъект, продукционный 
агент) в соответствии с работой [6] есть пя-
терка объектов: PO = (NP, SP, P

in , F, Pout), 
связи между которыми определяют струк-
туру операционной продукции и ее функ-
циональную семантику. Первый элемент 
продукции есть уникальное имя продукции 
NP, ее идентификатор или порядковый но-
мер в продукционной системе, обеспечива-
ющий внешнее обращение к продукции, ее 
активацию, передачу данных и управляю-
щих команд.
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Сфера деятельности SP, применимости 
продукции к объектам, состояниям и со-
бытиям есть описатель области действий, 
компетенций, степеней свободы принятия 
решений и их исполнений, прав и обязан-
ностей продукционного субъекта. В сети 
продукций сферы их деятельности разгра-
ничивают полномочия и образуют иерар-
хии разбиений и покрытий, древесные и 
плексные классификации действий и про-
блемных ситуаций [3]. 

основные функции продукционного 
объекта PO выполняет ядро продукции F, 
которое осуществляет последовательные 
или параллельные действия, материально-
информационные операции, может иметь 
произвольную иерархическую структуру и 
содержать в своем составе внутренние про-
дукции. Ядро продукции начинает работу 
после его активации входным предпроцессо-
ром Pin, главная функция которого – вы-
числить предусловие активации ядра по за-
данному предикату и если оно принимает 
значение «истина», то Pin передает управ-
ление ядру F, если же предусловие не вы-
полняется, то ядро остается в пассивном 
состоянии. 

Дополнительные функции предпроцес-
сора включают обеспечение информацион-
ной связи с управляющими продукциями с 
учетом субординаций, а также сбор инфор-
мации в сфере деятельности продукции SP, 
необходимой для вычисления предусловия, 
оценка ее качества, например, заключение 
договора о проведении работ ядром F и т. п.  
активированная внешним субъектом либо 
своим предпроцессором продукция стано-
вится продукционным агентом, отслежи-
вающим информацию в своей сфере дея-
тельности и выполняющим необходимые 
действия в продукционной среде.

По завершению работы активирован-
ное ядро F передает управление выходно-
му постпроцессору Pout продукции, который 
вычисляет признаки постусловия успеш-
ности/неуспешности работы ядра, оцени-
вает качество его действий и результатов, 
если они получены, анализирует причины 
неудач, отсылает сигналы о невыполнении 
внешним управляющим продукциям либо 
повторно активирует ядро.

регламент функционирования взаимос-
вязанных операционных продукций опре-
деляется общесистемными требованиями 
к продукционной сети. так, предпроцес-
соры и постпроцессоры продукций могут 
выполнять функции внутреннего контро-
ля входных и выходных объектов продук-
ции либо эти функции выполняют внеш-
ние продукции, при этом контроль может 
осуществляться только по входу, только по 
выходу, либо по входу и выходу продукций 
и их процессоров. Другое общесистемное 
требование относится к режиму активации 
продукции. Исходное состояние продук-
ции – пассивное, для перевода в активное 
состояние необходимо определить режим 
работы предпроцессора: непрерывное от-
слеживание сферы SP либо по расписанию, 
случайной выборке ее состояний во време-
ни и т. д.

еще одно системное требование отно-
сится к согласованию форм и семантики 
параметров и моделей, которыми обмени-
ваются продукции. Прежде всего это отно-
сится к логическим формам предусловий и 
постусловий продукций, заданных в шка-
лах классической логики {да, нет}, {истина, 
ложь}, в шкалах трилогики и тетралогики 
для неопределенных и противоречивых си-
туаций {да, нет, не знаю, абсурд}, в шкале 
частотной логики или субъективных веро-
ятностей [3]. Продукции в сети представ-
ляются полным составом, либо некоторые 
компоненты могут отсутствовать, выно-
ситься при совпадении для всего класса 
однотипных продукций в описатель класса, 
скажем, если сферы действий у них одни 
и те же. если продукция выполняет чисто 
контрольные функции пред- и постпроцес-
сором, то ядро F в продукции отсутствует. 
если контроль осуществляется только по 
входу, то постпроцессор может оказаться 
излишним и т. д.

При построении продукционных сетей 
существенную роль играет принятая в си-
стемных требованиях классификация опе-
рационных продукций в соответствии с 
декомпозицией целей, выполняемых функ-
ций, допустимых решений возникающих 
внешних и внутренних задач продукцион-
ной сети, функционирующей в априори 
определенной продуктивной среде. Прежде 
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всего выделяют головные (корневые) про-
дукции, обеспечивающие целеполагание 
и высшие уровни стратегии управления, 
ниже которых находятся управляющие и 
управляемые, исполнительные продукции, 
которые также могут осуществлять функ-
ции управления нижестоящими  продукци-
ями, продукции планирования, проектиро-
вания, прогнозирования будущих состояний, 
событий, действий и их результатов, ин-
форматоры других продукций о текущем 
состоянии, происшедших и ожидаемых 
значимых событиях в системе и вне ее, дис-
петчеры, распределяющие материальные 
и информационные транзакты (потоковые 
объекты) и выполняемые функции, обе-
спечивающие синхронизацию, согласова-
ние, координацию, коллаборацию целей 
и действий, адресаторы, маршрутизаторы 
входных, внутренних, выходных транзак-
тов системы, контролирующие продукции, 
которые оценивают качество выполнения 
работ, коррекцию результатов и выполняе-
мых функций, защиту системы от критиче-
ских ситуаций. 

особый класс в продукционных сетях 
составляют метапродукции – это продук-
ции, которые порождают, удаляют, изме-
няют другие продукции, а также связи в 
сети продукций. Их предназначение – ре-
организация продукционной сети, порож-
дение новых, недостающих продукций для 
достижения поставленных целей, исключе-
ние неэффективных объектов либо их мо-
дификацию. В абстрактном представлении 
метапродукции выполняют вполне опреде-
ленные операции над продукциями, их ге-
нерацию и аннуляцию, разбиение на более 
мелкие функции при специализации либо 
укрупнение и объединение функций, деле-
гирование полномочий другим продукци-
ям, изменение их сфер действий SP, ядер F, 
пред- и постпроцессоров Pin, Pout, их связей 
с другими продукциями.

метапродукции есть средство описания 
процессов в системах с переменным со-
ставом, структурой, функциями, изменяе-
мыми горизонтальными и вертикальными, 
свободными и обязательными связями по 
информации, по ресурсам, по управлению. 
метапродукции в качестве внутренних мо-
дулей могут содержать продукции проекти-

рования, планирования, диагноза, прогноза 
и упреждения нежелательных последствий. 
В этот класс включают рекурсивные мета-
продукции, порождающие себе подобные 
продукции и однородные иерархии управ-
ляющих и исполнительных структур.

Построив сеть операционных продук-
ций, описывающую законы и правила функ-
ционирования предприятия при реализа-
ции заданного класса бизнес-процессов, 
и оценив фактические либо прогнозные 
частотные (вероятностные) распределения 
их параметров, можно получить количе-
ственные и качественные характеристики 
интеграционных решений, выработать ме-
роприятия по их оптимизации.

Метод полисемической декомпозиции.  
Программная реализация

синтаксическая интеграция, рассмо-
тренная выше, в реальных процессах должна 
дополняться семантической интеграцией. 
с этой целью в работах [5, 8] предложен 
метод полисемической декомпозиции, ко-
торый включает четыре этапа проектирова-
ния интеграционного решения: 

понятия предметной области форма- •
лизуются на метаязыке проектирования;

понятия группируются во множества  •
и образуют прикладные языки проектной 
области;

семантика этих языков формализует- •
ся в виде правил соответствия понятий, их 
проверки и преобразования;

при изменении предложений на при- •
кладных языках семантические процессоры 
автоматически выполняют их проверку, со-
гласование и преобразование понятий.

каждая из объединяемых информаци-
онных систем формализуется в виде модуля. 
к каждому из модулей относится набор по-
нятий определенной предметной области, 
семантика которых представлена подходя-
щими онтологиями [4], указываются связи 
между понятиями каждого из модулей с по-
нятиями из других модулей; определяются 
правила автоматического преобразования и 
согласования понятий.

реализованное интеграционное реше-
ние основано на обмене сообщениями, 
поскольку данный способ интеграции по-
зволяет обеспечить быструю разработку 
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программного обеспечения и необходимую 
гибкость при изменениях бизнес-процессов 
предприятия при наличии необходимого 
набора адаптеров (рис. 2). адаптер пред-
ставляет собой посредник между данной 
информационной системой и остальными 
информационными системами. В его обя-
занности входит реагирование на события, 
связанные с изменениями, происходящи-
ми с выделенными сущностями, и пере-
дача сообщения о случившихся изменени-
ях остальным адаптерам, подписанным на 
данный вид сообщений.

Преобразование данных, основанное на 
заранее определенных правилах, на уровне 
системы S2–S2 происходит внутри адапте-
ра. В частности, для систем геологической 
информационной системы и системы хра-
нения данных добычи  используются соот-
ветственно адаптер для текстового источ-
ника и oRacLe-адаптер. 

Для настройки интеграционного реше-
ния используется система автоматизации 
проектирования, позволяющая определить 
модули, входящие в их состав понятия и 
связи между ними, а также правила пре-
образования понятий. Для облегчения соз-
дания интеграционного решения преду-
смотрена специальная утилита «Генератор 
программного кода», позволяющая сгене-
рировать на основе полученной из системы 
автоматизации проектирования конфигу-
рационной схемы часть программного кода 
адаптеров.

При необходимости внесения измене-
ний в текущее интеграционное решение, 
например, добавления новой информаци-

онной системы, можно воспользоваться со-
храненной схемой взаимосвязей, добавить 
новый объект  типа «модуль», определить 
понятия и связи для новой системы и вновь 
воспользоваться утилитой «Генератор про-
граммного кода». 

Проведен анализ современного состоя-
ния проблемы интеграции информацион-
ных систем, рассмотрены различные виды 
интеграции, возможности использования 
паттернов (шаблонов проектирования) для 
реализации оптимального или приемлемо-
го интеграционного решения. Проблему 
интеграции и повышения эффективности 
контроля и управления бизнес-процессами 
предложено решать путем построения адек-
ватной иерархической модели предприятия 
и его подразделений в виде сети операци-
онных продукций, в которой каждому ис-
полнителю, группе специалистов, подразде-
лениям, организации в целом соответствуют 
исполнительные, контролирующие и управ-
ляющие продукционные объекты, которые 
реализуют заданные функции, получают 
оценки статистических параметров инфор-
мационных потоков и решаемых задач. 

согласование смыслов при обмене со-
общениями и семиотическая интеграция 
информационных систем выполнена на 
основе метода полисемической декомпо-
зиции. реализованное интеграционное ре-
шение основано на обмене сообщениями, 
оно обеспечивает быструю разработку и не-
обходимую гибкость программных прило-
жений при изменениях бизнес-процессов 
предприятия.

Информационная 
система 1

Информационная 
система 2

Информационная 
система 3

Адаптер1 Адаптер 3Адаптер 2

Система обмена сообщениями

рис. 2. архитектура промежуточного программного обеспечения
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Высокопроизводительные вычисления

Для решения широкого круга задач современных фундаментальных и прикладных ис-
следований в таких областях, как инфокоммуникационные системы, облачные вычисле-
ния, беспроводные сенсорные сети и многих других, требуются высокопроизводительные 
и надежные вычисления цифровой обработки сигналов, криптографические преобразова-
ния в реальном масштабе времени и с высокой степенью достоверности.

Все статьи, публикуемые в данном разделе, освещают различные подходы к использо-
ванию параллельных вычислений. большинство статей написано по материалам докладов 
участников всероссийских конференций «Параллельная компьютерная алгебра» и «Про-
блемы математики и радиофизики в области информационной безопасности», поддер-
жанных российским фондом фундаментальных исследований, проектами 12-07-06055-г  
и фцП «научно-педагогические кадры инновационной россии на 2005–2013 гг.», госу-
дарственный контракт № 02.741.12.22.13.

Представленные в разделе статьи будут интересны как специалистам в области высо-
копроизводительных вычислений, так и научным сотрудникам, занимающимся практиче-
ским применением высокопроизводительных структур.

Заведующий кафедрой прикладной математики  
и математического моделирования Института математики  

и естественных наук Северо-Кавказского федерального университета, 
Заслуженный деятель науки и техники РФ, доктор технических наук, 

профессор Н.И. Червяков 
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УДК 514.743.2

А.Н. Макоха

ИССЛЕДОВАНИЕ КАНОНИЧЕСКИХ тРИВЕКтОРОВ  ВОСьМОГО РАНГА 
С ПОМОЩьЮ тЕОРИИ ГРАФОВ И ГРУПП ПОДСтАНОВОК

A.N. Makoha

RESEARCH OF CANONICAL TRIVECTORS OF EIGHTH GRADE BY MEANS 
OF THEORY OF THE GRAPHS AND GROUPS OF SUBSTITUTIONS

c помощью теории графов исследованы все типы канонических тривекторов восьмого ранга на 
предмет их однозначного представления. В случае их неоднозначности найдены группы подстано-
вок, переводящие один тривектор в другой.

ранГ трИВектора. канонИческИй ВИД трИВектора. ГИПерПлоскостЬ. цИ-
кломатИческое чИсло Графа. ГрУППа ПоДстаноВок.

in the article using the graph theory investigated all types of canonical trivectors eighth grade for their 
unambiguous representation. in the event of ambiguities found substitutions groups trivectors transform one 
into the other.

gRade tRivectoRS. caNoNicaL foRm tRivectoRS. HyPeRPLaNe. cycLomatic 
NUmBeR of a gRaPH. SUBStitUtioN gRoUPS.

классификацию тривекторов (кососим-
метрических тензоров третьей валентности) 
восьмого ранга независимо друг от друга 
провели  Гуревич [1] и лонго [15]. 

классификация, проведенная Гуре-
вичем, основана на системе арифметиче-
ских инвариантов 0 1 2 1 2 3( ;  )ρ ρ ρ σ σ σ , где числа

0 1 2 1 2 3,  ,  ,  , ,ρ ρ ρ σ σ σ  означают последователь-
но ранг тривектора и ранги по одному из 
индексов специально введенных тензоров 
(комитантов). 

лонго провел классификацию соответ-
ствующих тривекторам линейных комплек-
сов плоскостей, основываясь на понятиях 
особых точек, особых подпространств, ас-
социированных с особыми точками, следа-
ми комплекса плоскостей и др. классифи-
кация линейных комплексов плоскостей, 
проведенная лонго, как оказалось, эк-
вивалентна классификации тривекторов, 
проведенной Гуревичем. согласно обеим 
классификациям имеется всего 23 попарно 
неэквивалентных типа тривекторов, ранг 
которых не превышает восьми, при этом 13 
типов имеют ранг, равный восьми.

При построении геометрической кон-
струкции линейных комплексов плоско-
стей, ассоциированных с каждым типом 
тривекторов, желательно иметь простые 
координатные симплексы, которые от-
личались бы друг от друга лишь транспо-
зициями координатных гиперплоскостей. 
Предлагаемый нами метод позволяет найти 
такие преобразования  координатных ги-
перплоскостей и, что более важно, найти 
все варианты  канонических тривекторов, 
принадлежащих одному и тому же типу, и 
тем самым ликвидировать неоднозначность 
при их исследовании.

Постановка и описание задачи 

канонические виды всех 23 возможных 
типов тривекторов, ранг которых не превы-
шает восьми, согласно [3] можно объеди-
нить в следующей формуле:

1 2 3

5 6 7 1 4 5

2 4 6 3 4 7

2 7 8 3 6 8,

 

     

   

   

W e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

= α ∧ ∧ +
+β ∧ ∧ + γ ∧ ∧ +
+δ ∧ ∧ + ε ∧ ∧ +
+λ ∧ ∧ + µ ∧ ∧

(1)
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1 2 3

5 6 7 1 4 5

2 4 6 3 4 7

2 7 8 3 6 8,

 

     

   

   

W e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

= α ∧ ∧ +
+β ∧ ∧ + γ ∧ ∧ +
+δ ∧ ∧ + ε ∧ ∧ +
+λ ∧ ∧ + µ ∧ ∧

где ∧  – символ внешнего умножения в ал-
гебре Грассмана; ( 1,8)ie i =  – линейно не-
зависимые гиперплоскости аффинного или 
проективного пространства над алгебраи-
чески замкнутым полем характеристики 0; 
коэффициенты , , , , ,α β γ δ ε λ  и µ  принимают 
значения из множества {0,1}. Десять типов 
канонических тривекторов, ранг которых 
меньше восьми, получаются из равенства 
(1) при 0λ = µ = . остальные 13 типов три-
векторов имеют ранг, равный восьми. Для 
них коэффициент 1µ = . Для тривекторов 
категории В (для них арифметический ин-
вариант 3 0σ = , коэффициент 0λ = , а для 
тривекторов категории A (для них 3 0σ ≠ )

1λ = .
разложение (1) обладает тем свойством, 

что каждая пара слагаемых в его правой ча-
сти имеет не более чем одну общую гипер-
плоскость данного базиса.

к исследованию канонических тривек-
торов с помощью теории графов нас на-
толкнула работа [2], в которой находятся 
и исследуются условия применимости к 
каноническим тривекторам т. н. основного 
правила для разыскания весовых коэффи-
циентов различных сочетаний индексов 
для тривекторов любого ранга. следуя [2], 
каждое отличное от нуля слагаемое в пра-
вой части равенства (1) назовем листом со-
ответствующего канонического тривектора, 
и для краткости будем обозначать его че-
рез Wk, где k принимает одно из значений 

, , , , , ,α β γ δ ε λ µ . например, листы 1 4 5e e e∧ ∧
и 63 8e e e∧ ∧ , входящие в каждый из 13 ка-
нонических тривекторов восьмого ранга, 
будут обозначаться соответственно через 
Wγ и Wµ , при этом W Wγ µ = ∅∩ . В общем 
случае каждому листу Wk отвечает сочета-
ние Tk трех попарно различных индексов из 
множества {1, 2, … , r}, где r – ранг тривек-
тора. При перестановке какой-либо пары 
индексов знак листа в силу косой симме-
трии меняется на противоположный. Для 
канонических тривекторов восьмого ран-
га минимальное число листов равно трем, 
максимальное – семи (см. [3, c. 71, 72]).

Поставим в соответствие каждому ка-

ноническому тривектору два неориентиро-
ванных взаимно дополняющих друг друга 
графа G и G  следующим образом. листам 
тривектора будут отвечать вершины графов 
G и G . Паре листов, имеющих общую ги-
перплоскость, в основном графе G будет 
отвечать ребро, соединяющее соответству-
ющие листам вершины. В дополнительном 
графе G , наоборот, паре листов, не имею-
щих общей гиперплоскости, отвечает ре-
бро, соединяющее вершины, соответству-
ющие этим листам. максимальное число 
ребер графа G 2 1nm C −= , где n – число 
его вершин. В силу того, что W Wγ µ = ∅∩ ,  
случай m = 0 исключается. Полный граф 
канонического тривектора получается объе-
динением G G∪  основного и дополнитель-
ного графов. такое соответствие в общем 
случае не является функцией: нескольким 
каноническим тривекторам может отвечать 
один и тот же основной (а, следовательно, 
и дополнительный) граф с фиксированным 
числом вершин и ребер с точностью до 
изоморфизма, и существуют графы с задан-
ным числом вершин и ребер, которым не 
соответствует ни один канонический три-
вектор [14]. однако, как мы покажем ниже, 
все тривекторы, по крайней мере, восьмо-
го ранга, интерпретируемые изоморфными 
графами, эквивалентны между собой, т. е. 
принадлежат одному и тому же типу. этот 
факт означает, что существуют подстанов-
ки индексов, переводящие один канониче-
ский тривектор в другой. 

ранее в работах [4–13] и др., опираясь 
на инвариантные геометрические образы, 
найденные в работе [3], для всех тривекто-
ров восьмого ранга нами были построены 
группы ли линейных преобразований про-
странства тривектора, сохраняющих дан-
ный тривектор, его канонический вид и, 
как следствие, ассоциированный с ним ли-
нейный комплекс плоскостей. эти группы 
мы назвали основными группами автомор-
физмов соответствующих тривекторов. 

основной задачей настоящей работы 
является нахождение всех вариантов кано-
нических видов тривекторов восьмого ранга с 
помощью аппарата теории графов и групп 
подстановок.

(1)
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Изложение основных результатов

обозначим для дальнейшего через n – 
число листов (вершин) дополнительного 
графа G ; через m – число его ребер; x, y, z –  
индексы из множества { ,   ,   ,   ,  α β δ ε λ }. ци-
кломатическое число графа G  будем вычис-
лять по формуле ( ) ( ) ( ) ( )G m G n G p Gν = − + , 
где p – число его связных компонент. через 
U обозначим группу всех подстановок, пе-
реводящих канонические тривекторы друг 
в друга; через e – тождественную подста-
новку.

зафиксировав вершины, отвечающие 
листам Wγ  

и Wµ , и перебирая подходящие 
наборы оставшихся листов с различными 
реберными связями между ними, будем по-
следовательно рассматривать всевозможные 
попарно неизоморфные дополнительные 
графы с 3, 4, 5, 6 и 7 вершинами. 

1. n = 3. В этом случае возможные 
значения для числа m: m = 0, m = 1,  
m = 2 и m = 3. При m > 3 неизбежно бу-
дут повторяться ребра (т. е. в графе будут 
присутствовать параллельные ребра), что 
исключается в записи канонических три-
векторов.

1.1 конфигурация графа при m = 0 не-
возможна, поскольку листы Wγ и Wµ  не 
имеют общих гиперплоскостей, и тогда до-
бавленный лист xW  тоже не должен иметь 
общих гиперплоскостей с листами Wγ 

и Wµ.  
Из этого следует, что для канонического 
тривектора потребовалось бы девять ли-
нейно независимых гиперплоскостей, что 
невозможно (их максимальное число равно 
рангу тривектора и равно восьми).

1.2 конфигурация графа при m = 3 так-
же невозможна, т. к. в противном случае 
листы Wγ и Wµ  имели бы общую гиперпло-
скость.

1.3 При m = 1 возможны два вариан-
та: 1) добавляемый лист xW  имеет общую 
гиперплоскость с листом Wγ ; 2) добавляе-
мый лист xW  имеет общую гиперплоскость 
с листом Wµ . При этом дополнительный 
граф имеет два ребра.

конфигурация графа в первом варианте 
невозможна. Действительно, согласно этой 
конфигурации в качестве листа xW  дол-
жен быть взят один из оставшихся листов 

, , , ,W W W W Wα εβ δ λ , который с листом Wγ  
имеет общую гиперплоскость, а с листом 
Wµ  не имеет общей гиперплоскости. Пере-
бирая поочередно оставшиеся листы, мы 
видим, что  

1{ },W W eα γ =∩  3{ }  ;W W eα µ =∩ ≠ ∅

5{ },W W eβ γ =∩ 6{ }  ;W W eβ µ =∩ ≠ ∅

4{ },W W eδ γ =∩  6{ }  ;W W eδ µ =∩ ≠ ∅

4{ },W W eε γ =∩ , 3{ }  ;W W eε µ =∩ ≠ ∅

  ,W Wλ γ ≠ ∅∩  8{ }  .W W eλ µ =∩ ≠ ∅

остается рассмотреть второй вариант. 
Поскольку в листах Wγ и Wµ  участву-
ют гиперплоскости e1, e4, e5, e3, e6 и e7, а 
в каноническом тривекторе должны уча-
ствовать все восемь гиперплоскостей, то в 
качестве листа xW  должен быть взят лист, 
содержащий гиперплоскости e2 и e7. сре-
ди таких листов имеется лишь один – это 
лист 2 7 8W e e eλ = ∧ ∧ , который удовлетво-
ряет конфигурации при m = 1 во втором 
варианте, т. к. ,W Wγ µ∩ = ∅  ,W Wγ λ∩ = ∅

 ,W Wγ λ∩ = ∅  8{ } W W eλ µ∩ = ≠ ∅ . таким об-
разом, при m = 1 (или в дополнительном 
графе при m = 2) мы имеем единственный 
канонический тривектор W W W Wλ γ µ= + + ,  
представляющий тривектор типа (888; 411). 
кстати, это единственный тривектор вось-
мого ранга, граф которого состоит из двух 
компонент связности (т. е. этот граф не-
связный). он также характеризуется еще и 
тем, что это единственный канонический 
тривектор, граф которого имеет цикломати-
ческое число, равное нулю (как для основ-
ного, так и для дополнительного графа),  
т. е. основной граф является ацикличе-
ским. 

2. n = 4. Возможное количество ре-
бер соответствующего полного графа 
равно 2

4 6m C= = . случай полного гра-
фа невозможен (иначе все листы имели 
бы общую гиперплоскость; кроме того, 
как отмечалось выше, W Wγ µ∩ = ∅ ).  
невозможен также случай всех изолиро-
ванных вершин графа. Поэтому подлежат 
рассмотрению лишь значения m = 1, m = 2,  
m = 3, m = 4 и m = 5. мы теперь должны 
найти два листа xW и yW  так, чтобы выпол-
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нялись соответствующие связи на графах. 
Покажем, что случай m = 3 невозможен. 
Поскольку лист Wµ  связан ребрами со все-
ми остальными листами, кроме листа Wγ ,  
то для основных графов возможны лишь 
три конфигурации: 

1) лист Wγ  не связан с листом xW , но 
связан с листом yW . тогда в качестве листа 

xW  можно взять лишь лист Wλ , а на место 
листа yW  остается четыре претендента: Wα ,  
Wβ , Wδ  и Wε . но лист Wλ  связан с каждым 
из этих листов, в то время как этих связей 
быть не должно;

2) лист Wγ  не связан с листами xW  и 

yW . В этом случае на роль листа xW  снова 
претендует только лист Wλ . но тогда лист 
Wγ  окажется связанным с каждым из остав-
шихся четырех листов, которые претендуют 
на роль листа yW , что также невозможно;

3) лист Wγ  не связан ребром с листом 

yW , но связан с листом xW . тогда на место 
листа yW  претендует лишь лист Wλ , кото-
рый связан со всеми оставшимися листами, 
что невозможно.

остальные три конфигурации (их всего 
шесть) являются соответственно дополни-
тельными графами к рассмотренным выше 
основным графам, поэтому на них перено-
сятся те же рассуждения.

Перейдем к рассмотрению случаев m = 1  
и m = 2. Двойственными к ним являются 
соответственно случаи m = 5 и m = 4. По-
этому достаточно рассмотреть первые два 
случая.

Пусть m = 1. на роль листов xW  и yW  
не может претендовать лист Wλ , т. к. он не 
связан с листом Wγ . тогда на роль листов 

xW  и yW  остается четыре претендента: Wα ,  
Wβ , Wδ  и Wε . При этом эти листы долж-
ны быть попарно связаны между собой. 
но W Wα β∩ = ∅ , поэтому пара Wα  и Wβ  
отпадает. Поскольку листы xW  и yW  вхо-
дят в основной граф симметрично, то сле-
дует рассмотреть пары ( ,  ),W Wα δ  ( ,  ),W Wα ε  
( , ),W Wβ δ  ( , ),W Wβ ε  ( , ).W Wδ ε

Пара (   ),W Wα δ  (невозможна, т. к. в ней 
отсутствует гиперплоскость e7. невозможна 
также пара ( , ),W Wβ δ  т. к. в ней отсутствует 
гиперплоскость e2. таким образом, мы име-
ем три возможности:

(1) ,W W W W Wγ µ α ε= + + +
(2) ,W W W W Wγ µ β δ= + + +

(3) ,W W W W Wγ µ δ ε= + + +

или в бескоординатной форме
(1) 1 4 5 3 6 8

1 2 3 3 4 7,

 

 

W e e e e e e

e e e e e e

= ∧ ∧ + ∧ ∧ +

+ ∧ ∧ + ∧ ∧
(2) 1 4 5 3 6 8

5 6 7 2 4 6, 

W e e e e e e

e e e e e e

= ∧ ∧ + ∧ ∧ +

+ ∧ ∧ + ∧ ∧
(3) 1 4 5 3 6 8

2 4 6 3 4 7. 

W e e e e e e

e e e e e e

= ∧ ∧ + ∧ ∧ +

+ ∧ ∧ + ∧ ∧

Покажем, что графы тривекторов (1)W ,  
(2)W  и (3)W  изоморфны и, следователь-

но, полученные канонические тривекто-
ры эквивалентны. Последнее утверждение 
означает, что любой из них может быть 
переведен в другой с помощью некоторого 
невырожденного преобразования коорди-
натных гиперплоскостей e1, e2, …, e8 в се-
мимерном проективном пространстве. Дей-
ствительно, подстановка (134658)(27),ϕ =  
где числами 1, 2, …, 8 обозначены номера 
гиперплоскостей, отображает (1) (3)  ,W W→  

(3) (2)  ,W W→  а подстановка 2ϕ  отображает 
(1) (2)  .W W→  обратная подстановка про-

изводит обратные преобразования. При не-
обходимости у некоторых гиперплоскостей 
следует поменять знак. Все три тривек-
тора (1)W , (2)W  и (3)W  принадлежат типу 
(863;100). цикломатическое число соответ-
ствующих графов равно двум, что свиде-
тельствует о наличии двух базисных циклов 
( )x yW W Wγ  и  ( )x yW W Wµ  на этих графах.

остается рассмотреть последний, тре-
тий случай при n = 4, m = 2. здесь не-
обходимо рассмотреть две конфигурации:  
1) листы xW  и yW  связаны друг с другом, 
но не связаны с листами Wγ  и Wµ ; 2) ли-
сты xW  и yW  связаны друг с другом, свя-
заны оба с листом Wµ , а лист yW  связан 
с листом Wγ  (лист xW  не связан с листом 
Wγ ).

1) По аналогии со случаем m = 1, найдем 
листы xW  и yW , перебирая листы Wα , Wβ , 
Wδ  и Wε . Ясно, что на роль листов xW  и yW  
могут претендовать только листы Wα  и Wβ , 
т. к. кроме листов Wγ  и Wµ  только эта пара 
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листов не имеет общих гиперплоскостей. 
Поэтому получаем единственный канони-
ческий тривектор ,W W W W Wα β γ µ= + + +  
принадлежащий типу (884;400). циклома-
тическое число соответствующего графа 
равно единице, т. е. мы имеем один цикл, 
проходящий по одному разу через все вер-
шины и все ребра. Получили гамильтонов 
граф, степень каждой вершины которого 
равна двум.

2) на роль листов xW  и yW  претендуют 
листы Wα , Wβ , Wδ , Wε  и Wλ . так как лист 
Wγ  не должен иметь общей гиперплоскости 
с листом xW , а с листом yW  должен иметь 
общую гиперплоскость и, кроме того, об-
щую гиперплоскость должны иметь листы 

xW  и yW , то в качестве листа xW  можно 
взять один из листов Wα , Wδ , и Wε , а в 
качестве листа yW  – листы Wβ  и Wλ , при 
этом пару Wα  и Wβ  следует исключить, как 
и пару Wβ  и Wε  таким образом, рассматри-
ваемой конфигурации удовлетворяют четы-
ре тривектора:

(1) ,W W W W Wγ µ α λ= + + +

(2) ,W W W W Wγ µ δ λ= + + +

(3) ,W W W W Wγ µ ε λ= + + +

(4) .W W W W Wγ µ β λ= + + +

Покажем, что графы этих тривекторов 
изоморфны и, следовательно, соответству-
ющие тривекторы эквивалентны. Для этого 
рассмотрим подстановки

1 (1)(27)(36)(4)(5)(8),ϕ =

2 (14)(2)(36)(5)(7)(8),ϕ =

3 (14)(27)(3)(5)(6)(8),ϕ =

 4 (1)(2)(36)(45)(7)(8),ϕ =

5 1 4 (1)(27)(3)(45)(6)(8).ϕ = ϕ ϕ =

тогда 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 eϕ = ϕ = ϕ = ϕ = ϕ =  и 1ϕ :  

(3) (4);W W↔  2ϕ : (1) (3);W W↔  3ϕ : (1) (4);W W↔  

4ϕ : (2) (4);W W↔  5ϕ : (2) (3).W W↔
Полагая 

6 3 4 (154)(27)(36)(8),ϕ = ϕ ϕ =

7 4 3 (145)(27)(36)(8).ϕ = ϕ ϕ = ,

получим 6ϕ : (1) (2),W W→  7ϕ : (2) (1).W W→  
Введем подстановки 

8 1 6 2 4

3 5 (154)(2)(3)(6)(8)(7);

ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ =

 



1 7 4 2 5 3

2 2
7 1 6 8  (145)(2)(3)(6)(7)(8);

ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ = ϕ =

  



10 2 9 3 7

4 8 5 6 6 3

7 5 8 2  (15)(2)(36)(4)(7)(8);

ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ =ϕ ϕ =

 

  

 

11 1 10 2 7 3 9

4 6 5 8 6 2

7 4 8 3 9 5

10 1

 

(15)(27)(3)(4)(6)(8).

ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ =

  

  

  



Простые вычисления показывают, 
что 2 2

6 7 7 6 8 9 9 8 10 11 .eϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ = ϕ =   

2 2
6 7 7 6 8 9 9 8 10 11 .eϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ = ϕ =     легко проверить, что по-

лученное множество из 12 подстановок с 
приведенным выше правилом умножения 
образует группу, которая является группой 
автоморфизмов рассматриваемой сово-
купности тривекторов. При этом подмно-
жество H, состоящее из четырех подста-
новок 1 2 3,   ,   ,,  e ϕ ϕ ϕ  образует циклическую 
подгруппу четвертого порядка. циклома-
тическое число графа рассматриваемого 
тривектора равно единице, поэтому этот 
граф имеет только один фундаментальный 
цикл W W Wδ µ λ  и одну висячую вершину  
Wγ . Все четыре канонических тривектора, 
как было показано выше, попарно эквива-
лентны между собой и принадлежат типу 
(888; 621).

3. n = 5. максимально возможное число 
ребер графа 2

5 10m C= = .
При этом, как и ранее, следует исклю-

чить случаи полного графа и всех изоли-
рованных вершин. Поэтому подлежат рас-
смотрению лишь значения m = 1, 2, 3, 4, 5,  
т. к. значения m = 9, 8, 7 являются двой-

рис. 1. Условное изображение дополнительного графа
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ственными соответственно значениям  
m = 1, 2, 3, а значение m =5 является двой-
ственным самому себе. теперь мы должны 
найти три листа xW , yW  и zW  так, что-
бы выполнялись соответствующие связи 
на графах. на рис. 1 приведено условное 
изображение искомого дополнительного  
графа G .

3.1 m = 1. Поскольку в каждый кано-
нический тривектор должны входить листы 
Wγ  

и Wµ , то только эти листы могут быть 
соединены единственным ребром. следо-
вательно, на роль листов xW , yW  и zW  мо-
гут претендовать лишь тройки ,  , W W Wα δ ε  и 
, , W W Wδ ε β , так как из 3

5 10C =  троек только 
две указанные тройки имеют по одной об-
щей гиперплоскости как между собой, так 
и с листами Wγ  и Wµ . В остальных тройках 
найдется пара листов, не имеющих общей 
гиперплоскости. таким образом, имеем два 
канонических тривектора:

(1) ,W W W W W Wγ µ α δ ε= + + + +

(2) ,W W W W W Wγ µ δ ε β= + + + +

принадлежащие типу (874; 200). остает-
ся найти подстановку ϕ , переводящую 
тривекторы (1)W  и (2)W  друг в друга. та-
кой подстановкой является подстановка 

(15)(27)(36)(4)(8),ϕ =  при этом 2 .eϕ =  По-
лучаем циклическую группу ( ,  )e ϕ  второго 
порядка. цикломатическое число соответ-
ствующих графов равно пяти, что свиде-
тельствует о наличии пяти базисных ци-
клов в основном графе G. Для того чтобы 

убедиться в этом, построим одно из остов-
ных деревьев в графе G (на рис. 2 остовное 
дерево выделено жирными ребрами). В ка-
честве листа xW  можно взять лист Wα  или 
лист .Wβ

Добавляя к остовному дереву по одно-
му из оставшихся ребер, получим один 
из наборов базисных циклов: ( ),xW W Wγ δ  
( ),xW W W Wγ µ δ  ( ),xW W Wγ ε  ( ),W W Wγ δ ε  
( ).W W W Wγ δ µ ε

3.2 m = 2 (двойственное значение m = 8).  
как видно из рис. 3, в этом случае возмож-
ны лишь две конфигурации с двумя ребра-
ми а и б. рассмотрим каждую из них.

3.2 а – на роль листов xW  и yW  могут 
претендовать из оставшихся четырех ли-
стов из шести возможных пар только пять 
пар: ( ,  ),W Wα δ  ( ,  ),W Wα ε  ( ,  ),W Wβ δ  ( ,  ),W Wβ ε  
( ,  ).W Wδ ε  Пара ( ,  )W Wα β  не подходит, так 
как ,W Wα β∩ = ∅  и мы имели бы три ре-
бра, что невозможно по условию выбора 
числа m. таким образом, для рассматривае-
мого случая мы имеем пять канонических 
тривекторов:

(1) ,W W W W W Wγ µ λ α δ= + + + +

(2) ,W W W W W Wγ µ λ α ε= + + + +

(3) ,W W W W W Wγ µ λ β δ= + + + +

(4) ,W W W W W Wγ µ λ β ε= + + + +

(5) .W W W W W Wγ µ λ δ ε= + + + +

рассмотрим подстановку 

1 (1)(23)(4)(5)(67)(8).ϕ =  очевидно, что 
1

1 1.
−ϕ = ϕ  эта подстановка отображает 

(1) (2),W W↔  (3) (4),W W↔  (5) (5).W W↔  
В первых двух случаях надо поме-
нять знаки у гиперплоскостей e4 и e8 на 

а) б)

рис. 2. одно из остовных деревьев графа G

рис. 3. Дополнительные графы для n = 5, m = 2
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противоположный знак. Подстановка 

2 (15)(27)(36)(4)(8)ϕ =  также совпадает со 
своей обратной и отображает (1) (4),W W↔  

(2) (3),W W↔  (5) (5).W W↔  Подстанов-
ка 3 1 2 2 1   (15)(26)(37)(4)(8)ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =   
отображает (1) (3),W W↔  (2) (4),W W↔  

(5) (5)W W↔  1
3 3( ).−ϕ = ϕ  наконец, 

1 3 3 1 2,  ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ   2 3 3 2 1.  ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ   
таким образом, множество подстановок 

1 2 3{ ,  ,    },e ϕ ϕ ϕ  образует коммутативную инво-
лютивную циклическую группу четвертого 
порядка, которая отображает тривекторы 

(1),W  (2),W  (3)W  и (4)W  друг в друга, а каж-
дая из подстановок этой группы отобра-
жает тривектор (5)W  в себя, т. е. оставляет 
его неподвижным. остается найти хотя бы 
одну подстановку, переводящую тривектор 

(5)W  хотя бы в один из тривекторов (1),W  
(2),W  (3),W  (4).W  тем самым мы доказали 

бы изоморфизм соответствующих графов 
и эквивалентность всех пяти тривекторов, 
принадлежащих типу (888; 741). сложность 
нахождения такой подстановки вызвана 
следующим обстоятельством. запишем в 
виде таблицы ранг каждой гиперплоскости, 
входящей в тот или иной канонический 
тривектор.

Из табл. 1 видно, что гиперплоскость e4 
входит три раза только в тривектор (5)W .  
В этом и состоит трудность нахождения 
подстановки, переводящей тривектор  в 
какой-либо другой тривектор. Из этого 
факта можно заключить, что тривектор 

(5)W  не эквивалентен ни одному из тривек-
торов (1),W  (2),W  (3),W  (4).W  следователь-
но, граф тривектора (5)W  не изоморфен ни 
одному из графов, соответствующих три-
векторам (1),W  (2),W  (3),W  (4),W  хотя все 
графы имеют одно и то же цикломатическое 
число, равное четырем. Построив остов-

ное дерево для графа, изображенного на  
рис. 3 а, получим четыре  фундаментальных 
цикла: ( ),x yW W Wγ  ( ),x yW W W Wγ λ  ( )yW Wγ  и 
( ).x yW W W W Wγ λ µ

Вычисляя арифметические инварианты 

1,σ  2σ  и 3σ  для тривектора (5),W  убежда-
емся, что этот тривектор принадлежит типу 
(888; 822).

3.2 б – очевидно, что на роль листа xW  
могут претендовать лишь листы Wδ  и Wε  
(лист Wλ  не может претендовать на роль 
листа xW , т. к. тогда появилось бы еще 
одно ребро). Поэтому здесь имеем два ка-
нонических тривектора: 

(1) ,W W W W W Wγ µ α β δ= + + + +

(2) ,W W W W W Wγ µ β α ε= + + + +

принадлежащие типу (886; 410). 
Инволютивная подстановка 
(15)(27)(36)(4)(8)ϕ =  переводит тривекто-

ры (1)W  и (2)W  друг в друга. цикломати-
ческое число для соответствующего графа 
( ) 4,Gν =  что свидетельствует о наличии че-

тырех фундаментальных циклов в этом гра-
фе: ( ),W W W Wα µ β γ  ( ),xW W W Wα γ β  ( )xW W Wα γ  и 
( ).xW W Wα µ

3.3 m = 3 (двойственное значение m = 7).  
здесь имеется единственная возможность 
для канонического тривектора

,W W W W W Wγ µ α β λ= + + + +

принадлежащего типу (888; 873). циклома-
тическое число соответствующего основ-
ного графа ( ) 3,Gν =  что свидетельствует 
о наличии трех фундаментальных циклов 
в этом графе: ( ),W W Wα λ µ  ( ),W W W Wα γ β λ  
( ).W W W Wα γ β µ

3.3 значения m = 4 и m = 5 невозмож-
ны, поскольку максимально возможное 

таблица  1 

Ранги гиперплоскостей, входящих в канонические тривекторы

       e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8

W (1) 1 3 2 2 1 2 1 2
W (2) 2 2 3 2 1 1 2 2
W (3) 1 2 1 2 2 3 2 2
W (4) 1 1 2 2 2 2 3 2
W (5) 1 2 2 3 1 2 2 2
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количество ребер в дополнительном графе  
m = 3.

4. n = 6. сразу отбрасываем значения  
m = 0 (полный граф), m = 4, m = 5 и их 
дополнения m = 10, m = 6, m = 5. остает-
ся рассмотреть случаи m = 1 (дополнение  
m = 9), m = 2 (дополнение m = 8) и m = 3 
(дополнение m = 7).

4.1 m = 1. этот случай отпадает. Дей-
ствительно, листы Wγ  и Wµ  должны при-
сутствовать обязательно. на оставшиеся че-
тыре места претендует 4 1

5 5 5C C= =  четверок: 
( ),W W W Wα β λ δ  ( ),W W W Wα β λ ε  ( ),W W W Wα β δ ε  
( ),W W W Wα λ δ ε  ( ).W W W Wβ λ δ ε  ни одна из этих 
четверок не подходит, т. к. образуется еще 
одно ребро: либо ( ,  )W Wα β  (первые три чет-
верки), либо ( ,  )W Wγ λ  (оставшиеся две чет-
верки).

4.2 m = 2. здесь возможны два варианта, 
показанные на рис. 4 а и б.

4.2 а – на роль листов ,xW  ,yW  zW   
претендуют 3 1

4 4 4C C= =  тройки ли-
стов: ( ),W W Wα β δ  ( ),W W Wα β ε  ( ),W W Wα δ ε  
( ).W W Wβ δ ε  Первые две тройки отпадают, т. к.  
W Wα β∩ = ∅  и мы имели бы три ребра на 
графе. остаются две последние возможности, 
которые дают два канонических тривектора:

(1) ,W W W W W W Wγ λ µ α δ ε= + + + + +

(2) .W W W W W W Wγ λ µ β δ ε= + + + + +

Подстановка (15)(27)(36)(4)(8)ϕ =  ото-
бражает эти тривекторы друг в друга (ср. 
случай 3.2 б). Имеем инволютивную цикли-
ческую группу второго порядка. тривек-
торы (1)W  и (2)W  принадлежат типу (888; 
852). цикломатическое число соответству-

ющего основного графа ( ) 8,Gν =  что сви-
детельствует о наличии в этом графе вось-
ми фундаментальных циклов: ( ),W W W Wγ ε λ δ  
( ),W W Wµ δ λ  ( ),xW W W Wγ λ ε  ( ),W W Wλ δ ε  
( ),xW W Wλ δ  ( ),xW W Wλ ε  ( ),xW W Wλ µ  
( ).W W Wµ λ ε

4.2 б – на роль листов xW  и yW  мо-
гут претендовать только листы Wδ  и Wε  
(лист Wλ  не может быть задействован, т. 
к. W Wλ γ∩ = ∅  и мы имели бы на графе 
не два, а три ребра). таким образом, в этом 
случае получается лишь один канонический 
тривектор ,W W W W W W Wγ µ α β δ ε= + + + + +  
принадлежащий типу (887; 520). здесь, как 
и в предыдущем случае, в соответствующем 
основном графе имеется восемь фунда-
ментальных циклов ( ( ) 8) :Gν =  ( ),W W Wγ α δ  
( ),W W Wγ α ε  ( ),W W Wα δ µ  ( ),W W Wα δ ε  ( ),W W Wµ α ε  
( ),W W W Wγ α ε β  ( ),W W W Wγ α µ β  ( ).W W W Wγ α δ β

4.3 m = 3. на роль листа xW  претенду-
ют листы Wδ  и .Wε  В соответствии с этим 
имеем два канонических тривектора

(1) ,W W W W W W Wγ µ λ α β ε= + + + + +

(2) .W W W W W W Wγ µ λ α β δ= + + + + +

тривекторы (1)W  и (2)W  переводятся 
друг в друга инволютивной подстановкой 

(1)(23)(4)(5)(67)(8)ϕ =  и принадлежат типу 
(888; 885). цикломатическое число соот-
ветствующего основного графа ( ) 7Gν =  
и граф имеет семь фундаментальных ци-
клов: ( ),W W Wµ α λ  ( ),xW W Wα λ  ( ),xW W Wµ α  
( ),xW W W Wµ α β  ( ),xW W W Wγ α β  ( ),xW W Wγ α  
( ).W W Wµ α γ

5. n = 7. здесь m = 3, ( ) 12Gν =  и мы име-
ем единственный канонический тривектор 

рис. 4. Дополнительные графы для n = 6, m = 2

а) б)
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,W W W W W W W Wα β γ δ ε λ µ= + + + + + +  при-
надлежащий общему типу (888; 888).

случаем n = 7 завершается исследова-
ние всех тринадцати канонических тривек-
торов восьмого ранга.

результаты исследований можно предста-
вить в виде сводной таблицы.

анализируя данные табл. 2, можно сде-
лать следующие выводы:

из тринадцати канонических типов три-
векторов восьмого ранга шесть типов пред-

ставляются однозначно с точностью до 
групп ли линейных преобразований;

в случаях, когда имеется несколько ка-
нонических тривекторов для одной и той 
же конфигурации вершин и ребер графа, 
найдены группы подстановок индексов, 
отображающие попарно один тривектор на 
другой, тем самым устанавливая изомор-
физм соответствующих графов;

найдены фундаментальные циклы всех 
графов, при этом оказалось, что лишь один 
граф ацикличен.

таблица  2 

Сводная таблица результатов исследований

тип  
тривектора

ν(G)
количество  

канонических  
тривекторов

количество 
листов

Порядок  
группы  

подстановок

(863; 100) 2 3 4 2

(874; 200) 5 2 5 2

(884; 400) 1 1 4 -

(886; 410) 4 2 5 2

(887; 520) 8 1 6 -

(888; 411) 0 1 3 -

(888; 621) 1 4 4 4

(888; 741) 4 4 5 4

(888; 822) 4 1 5 -

(888; 852) 8 2 6 2

(888; 873) 3 1 5 -

(888; 885) 7 2 6 2

(888; 888) 12 1 7 -
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УДК 528.854

В.Б. Мнухин 

ИНтЕГРАЛьНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ДЛя РАСПОЗНАВАНИя  
СИММЕтРИИ ИЗОБРАЖЕНИй

V.B. Mnukhin

INTEGRAL TRANSFORM FOR SYMMETRY RECOGNITION  
OF GRAY-LEVEL IMAGES

Предложено интегральное преобразование для распознавания симметрии полутоновых изобра-
жений. Вводимое преобразование оказывается инвариантным относительно сдвигов и вращений, но 
зависит от масштабирования. свойства преобразования строго доказаны; на их основе предложен 
ряд тестов, позволяющих эффективно распознавать группу симметрий. рассмотрены вопросы при-
менимости предложенного метода к анализу симметрии цифровых изображений. 

расПознаВанИе сИмметрИИ. ПолУтоноВые ИзобраЖенИЯ. ГрУППа сИмме-
трИй. частотнаЯ областЬ. ИнтеГралЬное ПреобразоВанИе. ПреобразоВанИе 
фУрЬе–меллИна.

a transform for symmetry recognition in 2d gray-level images is considered. the transform is invariant 
under rotations and translations, but is not scale-invariant. the rigorous mathematical description of its 
properties is provided and a series of tests for symmetry recognition is produced. Some details of the discrete 
case realization are given and illustrated with experiment results.

SymmetRy RecogNitioN. gRay-LeveL imageS. SymmetRy gRoUP. fReQUeNcy 
domaiN. iNtegRaL tRaNSfoRm. foURieR–meLLiN tRaNSfoRm.

Изучение симметрии изображений в 
настоящее время – одно из активно раз-
виваемых направлений теоретической ин-
форматики. работы в этой области активно 
стимулируются, в частности тем, что груп-
пы симметрий изображений не зависят от 
их размеров, поворотов, яркости, плотно-
сти и центрирования, являясь тем самым 
сильными дескрипторами изображенных 
объектов [1–3]. Данные о симметрии объ-
екта позволяют:

 производить сжатие и компактное хра-
нение видеоинформации; 

 осуществлять как обычный, так и ас-
социативный поиск видеоданных, необхо-
димость в котором возникает при создании 
современных интеллектуальных систем;

 делать анализ графической информа-
ции, направленный на повышение качества 
и достоверности работы систем распозна-
вания образов и др.

В настоящей статье рассматривается 
задача распознавания группы симметрий 

изображения с точностью до изоморфиз-
ма. Для ее решения предлагается новое 
двумерное интегральное преобразование, 
являющееся непрерывным по первой пере-
менной и дискретным по второй. Идея его 
построения основана [4] на рассмотрении 
фурье-образа изображения в полярной си-
стеме координат, что позволяет трансфор-
мировать вращения исходного изображения 
в сдвиги его образа. 

отметим, что вводимое преобразование 
до некоторой степени аналогично т. н. пре-
образованию Фурье–Меллина [5], инвари-
антному относительно как сдвигов и вра-
щений, так и масштабирования. заметим, 
что последнее важно для эффективного ре-
шения задач совмещения изображений [6], 
однако избыточно при распознавании сим-
метрии. В то же время использование пре-
образованием фурье–меллина полярно-
логарифмической системы координат 
приводит к значительным вычислительным 
сложностям. В частности, основанный на 
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определение  1. Изображение f об-
ладает отражательной симметрией относи-
тельно прямой L (или симметрично относи-
тельно L), если 

[ ( , )] ( , )LM f x y f x y=  для всех (x, y) є 2
 .

В этом случае L называется осью симме-
трии.

заметим, что центром вращения может 
служить произвольная точка плоскости. 
легко видеть, что соответствующее пре-
образование Ra,α вращения на угол α вокруг 
точки a можно записать как 

1
,a a aR T R T −
α α= .

определение  2. будем говорить, что 
изображение f в точке a обладает вращатель-
ной симметрией бесконечного порядка, если  
Rа,α[ f ] = f для всех углов α. если же най-
дется угол β, (0 < β < 2π), такой, что и  
Rа,β[ f ] = f, и Ra,α[ f ] ≠ f для всех меньших 
углов α, 0 < α < β, то в точке a изображение 
имеет вращательную симметрию порядка  
k = 2π/β > 1, где, как нетрудно показать, 
число k является целым. точка a называет-
ся центром вращательной симметрии.

Всевозможные композиции элементар-
ных преобразований Tα, Rα и M образуют 
бесконечную группу перемещений Г, являю-
щуюся подгруппой группы всех аффинных 
преобразований плоскости [8]. таким обра-
зом, Г естественно действует на множестве 
изображений. 

определение  3. Группой симметрий 
изображения f называется его стабилизатор 
Г( f ) в группе перемещений. Другими сло-
вами, это множество всех тех перемещений 
плоскости, которые не изменяют данное 
изображение.

классы изоморфизма групп симметрий 
финитных изображений хорошо известны 
[8]. это 

1) единичная группа I, соответствующая 
изображениям без нетривиальных симме-
трий;

2) бесконечная ортогональная группа 
O(2), порождаемая вращением бесконечно-
го порядка и являющаяся группой симме-
трий окружности; 

3) конечные циклические группы Zk по-
рядка k > 2, порождаемые вращением во-

нем метод [7] распознавания симметрии 
требует априорного знания координат цен-
тра симметрии. 

Предлагаемый в статье подход свобо-
ден от указанных недостатков. Простота 
аналитического выражения вводимого пре-
образования позволяет сформулировать и 
строго доказать его свойства в окончатель-
ной форме. на их основе устанавливается 
ряд следствий, позволяющих эффективно 
распознавать группу симметрий. Их при-
менение к анализу симметрий цифровых 
изображений иллюстрируется результатами 
экспериментов. 

Группа симметрий изображения

будем считать, что на действительной 
плоскости 2



 введена декартова система 
координат xOy. Под изображением (точ-
нее, под плоским непрерывным полутоновым 
финитным изображением) будем понимать 
действительную неотрицательную огра-
ниченную функцию f(x,y), определенную 
всюду на 2

 , но отличную от нуля только 
внутри некоторой области 2I ⊂   конеч-
ного диаметра d. рассмотрим следующие 
элементарные преобразования изображе-
ний:

1) сдвиг Tα на вектор 0 0( , )a x y= : 

0 0[ ] ( , )aT f f x x y y= − − ;
2) вращение Rα на угол α вокруг начала 

координат O:

[ ] ( cos sin , sin cos );R f f x y x yα = α − α α + α

3) отражение M относительно оси Ox: 
[ ] ( , );M f f x y= − .
более сложные преобразования полу-

чаются как композиции элементарных. В 
частности, преобразование ML отражения 
относительно прямой L, проходящей через 
точку a и наклоненной к оси Ox на угол α, 
записывается как 1

2L a aM T R MT −
α= .

(Действительно, если L проходит через 
начало координат, то равенство ML=R2αM 
следует из элементарных геометрических 
соображений; в общем случае остается за-
метить, что точку a можно сначала сместить 
в начало координат, а после выполнения 
преобразования R2αM вернуть в прежнее 
положение с помощью соответствующих 
сдвигов.) 
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что гарантирует корректность следующего 
определения.

определение  4. H-преобразованием 
H[f] функции f(x,y) будем называть следую-
щую функцию двух переменных:

( 2 )

0 0

( , ) ( , ) e ,i wr nH w n r drd
+∞ π

− + ϕ= Φ ϕ ϕ∫ ∫
где непрерывная переменная w принимает 
всевозможные действительные значения, а 
дискретная переменная n пробегает множе-
ство всех целых чисел  . Удобно рассма-
тривать H[f] как бесконечную (в обе сторо-
ны) последовательность функций 

…, H(w,–2), H(w,–1), H(w,0),  
H(w,1), H(w,2), …

функцию H(w,n) условимся называть 
H-образом для f.

рассмотрим свойства введенного пре-
образования. отметим, что поскольку H[ f]  
зависит только от энергетического спек-
тра  |F[ f ]|  изображения, H-преобразование 
не является ни обратимым, ни линейным, 
однако для произвольной константы c є   
справедливо тождество H[cf] = |c|∙H[f]. По-
кажем, как меняется H-образ изображения 
при его сдвигах и вращениях. 

Утверждение  1. Преобразование 
H[ f ] инвариантно относительно сдвигов:  
H[Tα f ] = H[ f ]. 

Доказ а т ельс тво . Воспользуемся из-
вестным свойством преобразования фурье  
[9]: 0 02 ( )[ ] ( , ) ( , )i x u y v

aF T f e F u v F u v− π += = , где  
a = (x0, y0). Из него вытекает, что функция 
|Ф(r, φ)| не меняется при сдвигах, а значит, 
не меняется при сдвигах и H[f]. ■

Утверждение  2. При вращении изобра-
жения f на угол α вокруг начала координат, 
его H-образ H(w,n) умножается на фазовый 
множитель:

2[ ] ( , ).inH R f e H w nα
α =

круг некоторой точки на угол 2π/k;
4) конечные диэдральные группы Dk по-

рядка 2k ≥ 2, порождаемые отражением и/
или вращением порядка k с центром на оси 
отражательной симметрии. (несмотря на 
изоморфизм 1 2D Z−



, мы отличаем группу 
D1, порождаемую единственным отражени-
ем, от группы Z2, порождаемой вращением 
на 180 °, поскольку соответствующие этим 
группам симметрии изображений различ-
ны). на рис. 1 приведены примеры изобра-
жений с небольшими группами симметрий.

Н-преобразование и его свойства

Введем интегральное преобразование, 
играющее ключевую роль в нашем подходе 
к распознаванию симметрии. оно основа-
но на двумерном преобразовании фурье, 
определяемом [9] следующим образом: 

2 ( )[ ] ( , ) ( , ) .i xu yvF f F u v f x y e dxdy
∞ ∞

− π +

−∞ −∞

= = ∫ ∫
заметим, что сходимость интеграла 

немедленно вытекает из наложенных на 
функцию f(x,y) ограничений. фурье-образ  
F(u,v) определен на плоскости uOv, на-
зываемой частотной областью. Введем 
в ней полярную систему координат rOφ 
с тем же самым началом O и с полярной 
осью φ = 0, совпадающей с положитель-
ной полуосью Ou. рассмотрим фурье-образ 
F(u,v) в системе координат rOφ, полагая 

( )( , ) cos , sin .r F r rΦ ϕ = ϕ ϕ
наложим на функцию f дополнитель-

ное ограничение. Поскольку реальные изо-
бражения являются гладкими, условимся 
считать f(x,y) бесконечно дифференцируе-
мой в каждой точке по любому направле-
нию. тогда для всякого фиксированного 
полярного угла φ0 є [0,π] модуль функции 
ф(r,φ0)  быстро убывает с ростом радиуса r, 

рис. 1. Примеры изображений с небольшими группами симметрий



Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (176) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

126

шения ( , ) [ ].f x y R M fπ− =  ■
случай отражения ML относительно 

произвольной оси L чуть более сложен. 
Утверждение  4. Если прямая L обра-

зует с осью Ox угол α, а H-образ исходно-
го изображения f равен ( , ) [ ]H w n H f= , то 

4[ ] ( , ).in
LH M f e H w nα= −

Доказ а т ельс тво . ранее было заме-
чено, что 2L a aM T R MTα −= , где a – произ-
вольная точка на L. Учитывая предыдущие 
результаты, получаем

2

2

4 4

[ ] [ [ ]]

[ [ ]]

[ [ ]] ( , ),

L a a

a

in in
a

H M f H T R MT f

H R MT f

e H M T f e H w n

α −

α −

α α
−

= =

= =

= = −

что завершает доказательство. ■

Распознавание симметрии  
с помощью Н-преобразования

результаты предыдущего раздела приво-
дят к ряду тестов на наличие у изображе-
ний того или иного типа симметрии. Вспо-
миная, что отражательная симметричность 
относительно оси L равносильно усло-
вию [ ]LM f f= , немедленно получаем из 
утверждения 4 следующий результат.

Утверждение  5. Если изображение f 
симметрично относительно некоторой пря-
мой, образующей с осью Ox угол α, то H-образ 
этого изображения удовлетворяет тожде-
ству 4( , ) ( , ).inH w n e H w nα≡ −

В частности, если для некоторых значе-
ний переменных w и n справедливо неравен-
ство ( , ) ( , ) ,H w n H w n≠ −  то изображение 
не обладает отражательной симметрией.

рассмотрим тесты на вращательную 
симметрию. 

Утверждение  6. Если изображение f 
допускает вращательную симметрию бес-
конечного порядка (и значит, имеет группу 
симметрий O(2)), то H(w,n) ≡ 0 для всех  
n ≠ 0. 

Доказ а т ельс тво . как уже отмеча-
лось, непрерывное преобразование фурье 
коммутирует с вращениями, а значит, со-
храняет вращательные симметрии исходно-
го изображения. следовательно, для изо-
бражения с группой O(2) функция ф(r,φ) 
не зависит от полярного угла φ. Пусть  
ф(r,φ) = Ψ(r), тогда при n ≠ 0 имеем

Дока з а т ельс тво . как известно [9], 
непрерывное преобразование фурье ком-
мутирует с вращениями, то есть FRα = RαF. 
Поэтому, обозначая фурье-образ в поляр-
ной системе координат как F[ f] = ф(r, j), 
получим [ ] [ [ ]] ( , ),F R f R F f rα α= = Φ ϕ + α  и 

( 2 )

0 0

[ ] ( , ) .i wr nH R f r e drd
+∞ π

− + ϕ
α = Φ ϕ + α ϕ∫ ∫

Выполняя замену переменной θ = φ + α, 
получаем 

2 ( 2 )

0

[ ] ( , ) e .in i wr nH R f e r drd
+∞ π+α

α − + θ
α

α

= Φ θ θ∫ ∫
Поскольку f принимает только действи-

тельные значения, ( , ) ( , )F u v F u v∗= − − , и, 
следовательно,  функция  |Ф(r,θ)|  является 
периодической по θ с периодом π. так как 
n – целое, периодическим будет и все под-
ынтегральное выражение. следовательно, 

( 2 )

0

( , ) [ ],i wr nr e drd H f
+∞ π+α

− + θ

α

Φ θ θ =∫ ∫
 

откуда и 

вытекает требуемое тождество. ■
рассмотрим поведение H-преобразова-

ния при вращениях Rа,α вокруг произвольной 
точки a. Пользуясь предыдущими результа-
тами и тождеством 1

, ,a a a a aR T R T T R T−
α α α −= =  

немедленно получаем
следс твие  1. Выбор центра вращения 

изображения f не влияет на его Н-преоб-
разование, H[Rа,α] = H[Rα f], а модуль Н-преоб-
разования инвариантен относительно враще-
ний, |H[Rа,α f]| = |H[f]|. В частности, 

, 4[ ] ( , ),nH R f i H w nα π =  

, 2[ ] ( 1) ( , ),nH R f H w nα π = − ,[ ] [ ].H R f H fα π =  ■

Утверждение  3. Отражение изобра-
жения f от любой из координатных осей Ox 
или Oy меняет знак переменной n в функции 

( , ) [ ] :H w n H f=

[ ] [ ( , )]

( , ) [ ( , )].

H Mf H f x y

H w n H f x y

= − =
= − = −

Доказ а т ельс тво . Пусть [ ] ( cos , sin ) ( , )F f F r r r= ϕ ϕ = Φ ϕ
[ ] ( cos , sin ) ( , )F f F r r r= ϕ ϕ = Φ ϕ , тогда [ ] [ ( , )] ( , )F Mf F f x y r= − = Φ −ϕ

[ ] [ ( , )] ( , )F Mf F f x y r= − = Φ −ϕ . Подставляя это 
выражение в определение 4 и выполняя в 
интеграле замену переменных θ = –φ, по- 
лучим, с учетом периодичности подынте-
грального выражения, что [ ] ( , )H Mf H w n= − .  
Последнее равенство вытекает из соотно-

[ ] ( , )H Mf H w n= −
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( 2 )

0 0

2

0 0

( , ) ( ) e

( ) e e 0.

i wr n

iwr in

H w n r drd

r dr d

+∞ π
− + ϕ

+∞ π
− − ϕ

= Ψ ϕ =

= Ψ ϕ =

∫ ∫

∫ ∫ ■

Для формулировки аналогичного ре-
зультата об изображениях, допускающих 
вращательные симметрии только конечных 
порядков, введем следующую функцию на 
множестве   целых чисел:

, ,
( )

2, .

k если k нечетно
h k

k если k четно


= 


Утверждение  7. Если изображение  f  
допускает вращение порядка k, то H(w,n) ≡ 0  
для всех n ≠ 0 mod h(k).

Другими словами, периодическое появ-
ление в последовательности 

…, H(w,–2), H(w,–1), H(w,0),  
H(w,1), H(w,2), …

нулевых функций указывает на враща-
тельную симметрию изображения, причем 
«ширина нулевого интервала» связана с по-
рядком симметрии.

Дока з а т ельс тво . Действительно, 
в этом случае ,2 / [ ] .a kR f fπ =  Переходя к 
Н-образам, получаем ,2 /[ ] [ ],a kH R f H fπ =  
или 4 /(1 ) ( , ) 0.in ke H w nπ− ≡  значит, если 

4 / 1,in ke π ≠  то ( , ) 0H w n =  для всех n є  . 
остается заметить, что при нечетном k ра-
венство 4 / 1in ke π =  означает, что n делится 
на k; а при четном k – что n делится на 
k/2. ■

Из утверждений 5 и 7 вытекает тест на 
диэдральность. 

следс твие  2. Если изображение f име-
ет диэдральную группу симметрий Dk поряд-
ка 2k, то

4 ( , ), 0 mod ( ),  
( , )

0, ,                  

ine H w n n h k
H w n

иначе

α − ≡
= 


где α является углом наклона произвольной 
оси отражательной симметрии данного изо-
бражения к Ox.

(корректность предыдущего утверж-
дения следует из того, что разность углов 
наклона двух различных осей симметрии 
всегда кратна π/k.)

отметим, что предыдущие результаты 
дают только необходимые условия наличия у 

изображения того или иного типа симме-
трии, или же достаточные условия ее от-
сутствия. кроме того, из утверждения 7 
вытекает невозможность различить враще-
ния порядков 2k + 1 и 2(2k + 1) с помощью 
только Н-преобразования. это связано с 
тем, что Фурье-спектр |F[ f ]| любого изобра-
жения обладает центральной симметрией. 
как следствие, Н-преобразования изобра-
жений с группами Z2k+1 и Z2(2k+1) устроены 
аналогично. Вместе с тем нетрудно заме-
тить, что изображение с группой  Z2(2k+1) 
всегда будет центрально-симметричным, а 
с группой Z2k+1 – нет. несложный тест на 
центральную симметричность изображений 
предложен в [4], где могут быть также най-
дены дальнейшие детали.

Распознавание симметрии  
цифровых изображений

рассмотрим некоторые детали примене-
ния результатов предыдущего раздела для 
практически значимого случая цифровых 
изображений. 

назовем цифровым изображением размера 
N N×  произвольную действительную неот-
рицательную ограниченную функцию f(x,y) 
двух дискретных аргументов, определенную 
на множестве 2[0, 1] [0, 1] .N N Z− × − ⊂  Под 
диаметром цифрового изображения будем 
понимать размер d наименьшей квадратной 
области, вне которой функция f(x,y) при-
нимает только нулевые значения. 

чтобы ввести дискретный аналог 
Н-преобразования, воспользуемся дискрет-
ным преобразованием фурье (ДПф):

1 1

2
0 0

1 2
( , ) ( , ) exp ( ) .

N N

x y

i
F u v f x y ux vy

NN

− −

= =

π = − + 
 

∑ ∑
кроме того, необходимо задать на 

[0, 1] [0, 1]N N− × −  некоторый аналог по-
лярной системы координат, или, что рав-
носильно, определить оператор дискретно-
го вращения αℜ . отметим, что это является 
нетривиальной задачей, допускающей раз-
личные решения, а вполне адекватное 
определение полярной системы координат 
на дискретной плоскости представляется 
невозможным [10]. обычно αℜ  вводится 
как [ ] ([ ]mod ,[ ]mod ),f f X N Y Nαℜ =  где 

cos sin ,X x y= α − α  sin cos ,Y x y= α + α  
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тие симметрии непрерывных изображений 
ранее трактовалось как двузначное: функ-
ция f(x,y) считалась либо обладающей не-
которым типом симметрии, либо нет. При 
этом для реальных объектов симметрия 
никогда не бывает идеальной и говорить 
можно только о той или иной мере сим-
метричности объекта. более того, следует 
учитывать, что даже абсолютно симметрич-
ное относительно некоторой оси цифровое 
изображение может потерять эту симме-
тричность при поворотах. Поэтому анализ 
H-преобразований цифровых изображений 
следует проводить статистическими мето-
дами.

В качестве примера рассмотрим рис. 2, 
показывающий визуализации матриц 
ln(1 ( , ) )H w n+  для четырех изображе-

ний рис. 1. на всех визуализациях ось On 
направлена горизонтально, а ось Ow –  

а [X] и [Y] означают ближайшие целые к 
X и Y соответственно. это позволяет вве-
сти дискретное Н-преобразование по ана-
логии с определением 4. отметим, что 
H-преобразование цифрового ( )N N× -изо-
бражения является комплексной ( )N N× - 
матрицей. 

к сожалению, ДПф не коммутирует 
с дискретными вращениями αℜ , что пре-
пятствует немедленному переносу резуль-
татов предыдущего раздела на дискретный 
случай. Вместе с тем можно показать, что 
для цифровых изображений фиксирован-
ного диаметра d имеет место сходимость 
( )[ ] 0,NF F fα α →∞ℜ − ℜ →  что позволяет 

использовать полученные для непрерывно-
го случая результаты в дискретном случае 
при выполнении условий N >> 0 и d << N.

рассматривая симметрию цифровых 
изображений, следует учитывать, что поня-

рис. 2. Примеры визуализации H-преобразований изображений 
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вертикально; точка O совпадает с геоме-
трическим центром; темные оттенки соот-
ветствуют большим значениям величин, а 
светлые – меньшим. Правый верхний ри-
сунок соответствует изображению буквы Н 
с диэдральной группой D2 порядка 4. Хо-
рошо заметна характерная симметричность 
рисунка относительно Ow, вытекающая из 
следствия 2. статистическая проверка вы-
полнения условия 4( , ) ( , )inH w n e H w nα= −  
для всех w и n позволяет уточнить тип сим-
метрии и оценить наклон оси симметрии 
исходного изображения. В частности, так 
можно отбросить гипотезу о нетривиально-
сти симметрии у изображения буквы F, со-
ответствующего левому верхнему рисунку. 

левый нижний рисунок соответствует 
изображению андреевского креста с группой 
D4 порядка 8. симметричность относитель-
но Ow указывает на наличие отражательной 
симметрии, а вытекающая из утверждения 7 
характерная «полосатость» – на наличие вра-
щения четвертого порядка. Правый нижний 

рисунок соответствует 8-лучевой свасти-
ке с группой Z8. можно заметить, что ви-
зуализация H-преобразования утратила Ow-
симметричность, что говорит об отсутствии у 
свастики отражательной симметрии. В то же 
время ширина «темных полос» увеличилась 
до трех, что указывает на наличие вращатель-
ной симметрии восьмого порядка. 

таким образом, в работе предложен ме-
тод распознавания групп симметрий пло-
ских полутоновых изображений, основан-
ный на использовании нового двухмерного 
интегрального преобразования, непрерыв-
ного по одной переменной и дискретного 
по другой. сформулированы и строго до-
казаны свойства этого преобразования. на 
их основе предложен ряд следствий, по-
зволяющих эффективно распознавать сим-
метрии как непрерывных, так и цифровых 
изображений 

работа выполнена при поддержке рффИ, про-
екты № 11-07-00591 и №13-07-00327.
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УДК 621.391

Н.И. Червяков, М.Г. Бабенко, П.А. Ляхов, И.Н. Лавриненко

ПРИБЛИЖЕННЫй МЕтОД  
ОПРЕДЕЛЕНИя ЗНАКА ЧИСЛА В СИСтЕМЕ ОСтАтОЧНЫХ КЛАССОВ  

И ЕГО тЕХНИЧЕСКАя РЕАЛИЗАцИя

N.I. Chervyakov, M.G. Babenko, P.A. Lyakhov, I.N. Lavrinenko

APPROxIMATE METHOD FOR DETERMINING THE NUMBER SIGN 
 IN RESIDUE NUMBER SYSTEM AND IT’S TECHNICAL SALES

Предложен приближенный метод определения знака числа в системе остаточных классов, осно-
ванный на быстром приближенном вычислении относительной величины числа к диапазону систе-
мы. описана техническая реализация метода, отличающаяся простотой реализации. Показано, что 
применение данного метода позволяет существенно сократить время выполнения основных про-
блемных операций в системе остаточных классов.

сИстема остаточныХ классоВ. моДУлЯрнаЯ арИфметИка. ПозИцИоннаЯ 
ХарактерИстИка. ПрИблИЖенный метоД. знак чИсла. 

this paper proposes an approximate method for determining the sign of the number in the residue 
number systems. this method is based on fast approximate calculation of the relative magnitude of the 
number to the range of the system. technical implementation of the proposed method, which is easy to 
implement. it is shown that the application of the proposed method significantly reduces the time to perform 
basic operations in the problem of residue number systems.

ReSidUe NUmBeR SyStem. modULaR aRitHmetic. PoSitioNaL cHaRacteRiSicS. 
aPPRoXimate metHod. NUmBeR SigN.

современное состояние развития ин-
фокоммуникационных технологий в об-
ласти обработки и передачи данных ха-
рактеризуется интенсивным внедрением  
новых принципов и подходов к обработке 
информации. результаты теоретических и 
практических разработок отечественных и 
зарубежных специалистов со всей опреде-
ленностью указывают на то, что одним из 
перспективных многообещающих путей 
решения задач сокращения времени об-
работки данных и повышения надежности 
вычислительных средств является приме-
нение различных форм параллельной обра-
ботки данных, в т. ч. и на основе числовых 
систем с параллельной структурой. одно из 
магистральных направлений среди совре-
менных подходов к созданию отказоустой-
чивых высокопроизводительных средств 
обработки данных – использование систе-
мы остаточных классов (сок) [1].

если фиксированный ряд положитель-
ных чисел p1, p2, …, pn назвать основаниями 
(модулями) сок, то под системой остаточ-
ных классов понимается такая непозици-
онная система счисления, в которой любое 
целое положительное число A представля-
ется в виде набора остатков (вычетов) от 
деления представляемого числа на выбран-
ные основания системы A = (α1, α2, …, αn), 
где αi – наименьшие неотрицательные вы-
четы (остатки) числа по модулям p1, p2, …, pn.  
цифры αi данного представления по вы-
бранным модулям образуются следующим 
образом

(mod )

,( [1, ]),

i i

i
i

a res A p

A
A p i n

p

= + =

 
= − ∀ ∈ 

 

где 
i

A
p

 
 
 

 – целочисленное частное, pi – 

(1)



Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (176) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

132

основания (модули) – взаимно-простые 
числа. В теории чисел доказано, что если  
∀ i ≠ j (pi, pj) = 1, то представление (1) явля-
ется единственным, при условии 0 ≤ A ≤ P,  

где P = p1p2…pn = 
1

n

i
i

p
=
∏  – диапазон пред-

ставления чисел, т. е. существует число A, 
для которого:

A ≡ α1(mod p1);

A ≡ α2(mod p2);
…

A ≡ αn(mod pn).

основным преимуществом такого пред-
ставления является тот факт, что выпол-
нение операций сложения, вычитания и 
умножения реализуется очень просто по 
формуле

A∗B = (α1, α2, …, αn)∗ (β1, β2, …, βn) =

= ((α1∗β1)mod p1, (α2∗β2)mod p2, 

…, (αn∗βn)mod pn), 

где ∗  обозначает одну из операций: сложе-
ние, вычитание или умножение. эти опе-
рации носят название модульных, т. к. для 
их выполнения в сок достаточно одного 
такта обработки численных значений, при-
чем эта обработка происходит параллельно 
и величина числа в каждом разряде не за-
висит от других разрядов.

к достоинствам такого представления 
и обработки чисел относится также мало-
разрядность остатков, что позволяет эф-
фективно применять табличные методы 
обработки. Вычислительные системы, по-
строенные на основе сок, обладают высо-
кой производительностью и надежностью 
[2]. однако возникают серьезные трудно-
сти при реализации непозиционных про-
цедур, к которым относятся: нахождение 
вычета (остатка) числа; определение знака 
числа (в сок знак числа представлен в не-
явном виде); сравнение модулярных чисел; 
определение переполнения; операции де-
ления, масштабирования, расширения, ис-
правления ошибок и др. [3]. Выполнение 
этих операций является довольно пробле-
матичным. большинство приложений сок 
не требуют использования этих операций. 
фундаментальной операцией здесь являет-

ся определение знака модулярного числа, 
которое может использоваться при обнару-
жении переполнения динамического диа-
пазона, сравнении величин чисел, исправ-
лении ошибок и других операций, время 
выполнения которых может быть умень-
шено до времени выполнения модульного 
деления вместе со сложением, вычитанием 
и умножением, а также масштабированием 
вместе с расширением [4].

необходимо отметить, что даже в тех слу-
чаях, когда сок ограничена приложениями, 
в которых преобладающими операциями яв-
ляются сложение и вычитание, нет возмож-
ности полностью исключить проблематичные 
операции. так, в вычислениях особенно важ-
но масштабирование, т. к. во многих прило-
жениях, для которых сок особенно хорош, 
могут встретиться операции, приводящие к 
росту чисел, которые, в свою очередь, могут 
привести к переполнению [5]. Поэтому что-
бы гарантировать, что все результаты лежат 
в пределах допустимого диапазона, необхо-
димо проводить контроль в процессе про-
изводимых вычислений. В связи с этим воз-
никает необходимость быстрого выполнения 
указанных выше операций.

Приближенный метод  
выполнения основных проблемных операций 

в системе остаточных классов

В настоящее время известны следующие 
методы определения позиционных характе-
ристик (ПХ) модулярного представления 
чисел [2, 6]:

ортогональных базисов;
интервальных оценок;
с использованием коэффициентов обоб-

щенной позиционной системы счисления 
(оПсс) и др.

суть метода ортогональных базисов со-
стоит в переходе к позиционному представ-
лению через модуль всей системы P = p1p2…pn,  
что разрушает идею модулярной арифме-
тики. недостаток метода ортогональных 
базисов заключается в том, что приходит-
ся иметь дело с большими числами орто-
гональных базисов и, кроме того, действия 
сложения и умножения надо выполнять 
в позиционной системе счисления, а по-
лученный результат необходимо вводить в 
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диапазон вычитанием величины, кратной 
P, которая определяется рангом числа. на-
хождение ранга числа связано с вычисли-
тельной сложностью. метод интервальных 

оценок сокращает модуль до величины 
i

P
p

,  

и только метод оПсс позволяет выпол-
нять преобразования по модулю pi. метод 
оПсс универсальный. к недостаткам это-
го метода можно отнести его сложность и 
избыточность ПХ при вычислении некото-
рых немодульных процедур.

метод ортогональных базисов и метод 
оПсс – точные методы определения ПХ, 
а метод интервальных оценок – прибли-
женный метод, к характеристике которо-
го относится ПХ номера интервала числа, 
суть которого состоит в том, что числовой 
диапазон P разбивается на pi  интервалов

,( 1)
i i

P P
j j

p p

 
+ 

 
, при 1,2, ..., 1.ij p= −

определение номера интервала, в кото-
ром расположено число, позволяет получить 
оценку немодульного числа по его величи-
не с точностью до величины интервала, что 
ограничивает область его применения.

Процесс определения знака числа сво-
дится к операции выявления принадлежно-
сти интервала, в котором находится число, 
представленное в сок, к группе положи-
тельных или отрицательных интервалов по 
заданному pi , на которые разбит диапазон P. 
число интервалов определяется величиной 

i

P
p

. В случае если диапазон разбивается на 

нечетное число интервалов по выбранному 
модулю pi, т. е. все основания нечетные, то 
имеется критический интервал, который 
является границей между положительными 
и отрицательными числами. В этом слу-
чае критический интервал делится на две 
части, а процесс определения знака числа 
при этом сводится к сравнению остатка по 
модулю pi, что резко усложняет процесс 
определения знака числа.

с целью повышения эффективности 
вычисления ПХ предлагается новый при-
ближенный метод определения ПХ, позво-
ляющий реализовать практически все не-
модульные процедуры модулярного кода.

Исторически так сложилось, что поиск 
некоторого компромисса в удовлетворении 
требований, предъявляемых к ПХ, привел 
исследователей к введению таких харак-
теристик модулярной алгебры, как ранг, 
след, нормированный ранг, неточный ранг, 
ядро числа и др. [1, 5, 7]. анализ этих ПХ 
показал, что значение модулярной величи-
ны по ним определяется сложно и не всег-
да однозначно. кроме того, при выполне-
нии некоторых немодульных операций нет 
необходимости в точном их определении, 
а достаточно знать значения в пределах 
каких-то интервалов, т. е. при определении 
этих характеристик появляется избыточная 
информация, которая не используется. эта 
идея и подтолкнула к поиску такой ПХ, ко-
торая бы не содержала избыточной инфор-
мации, на нахождение которой требуются 
дополнительные вычислительные ресурсы.

с другой стороны широко используют-
ся методы выполнения проблемных опера-
ций, основанные на выборе модулей сок 
специального вида [8–10]. однако такой 
подход накладывает существенные ограни-
чения на используемую сок, что сильно 
затрудняет его использование в некоторых 
приложениях, особенно в тех, где необхо-
димо динамическое изменение структуры 
сок: диапазона и модулей. к таким при-
ложениям относятся, например, криптогра-
фическая защита информации и проекти-
рование отказоустойчивых вычислительных 
систем, функционирующих в сок.

анализ немодульных операций показал, 
что их можно представить точно или при-
ближенно, поэтому методы вычисления ПХ 
можно разделить на две группы:

методы точного вычисления ПХ;
методы приближенного вычисления ПХ.
Подробное описание методов точного 

вычисления ПХ можно найти, например, 
в [1–3, 6]. В данной статье исследуются 
приближенные методы вычисления ПХ, 
позволяющие существенно сократить ап-
паратные и временные затраты, обуслов-
ленные операциями, выполняемыми над 
позиционными кодами уменьшенной раз-
рядности. В связи с этим возникает задача 
использования приближенного метода при 
вычислении определенного ряда немодуль-
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ных процедур: определения интервалов 
чисел, знака числа, сравнения, насколько 
одно число больше или меньше другого, в 
том случае, когда не требуется знания точ-
ного значения.

с целью упрощения процесса сравнения 
модулярных чисел рассмотрим приближен-
ный метод, позволяющий реализовать основ-
ные классы процедур принятия решений: 
анализ наличия определенного значения в 
конкретном разряде; проверку равенства (не-
равенства) двух значений; сравнение двух 
значений (больше, меньше), обеспечиваю-
щих решение основного круга задач, возни-
кающих при аппаратной или программной 
реализации реальных процессов.

суть приближенного метода сравнения 
модулярных чисел основана на использо-
вании относительных величин анализируе-
мых чисел к полному диапазону, опреде-
ляемому китайской теоремой об остатках 
[1], которая связывает позиционное число 
A с его представлением в остатках (α1, α2, ... 
…, αn), где αi – наименьшие неотрицатель-
ные вычеты числа, относительно модулей 
системы остаточных классов p1,  p2, …, pn 
следующим выражением:

1

1

,
i

n

i ip
i i P

P
A P

p
−

=

= α∑

где pi – модули сок; 
1

,
n

i
i

P p
=

= ∏  – диапазон 

сок; Pi = 
i

P
p

 = p1p2…pi-1...  p+1pn – произве-

дение всех модулей сок, кроме i-го; 1
iP −  –  

мультипликативная инверсия Pi относи-
тельно pi.

если левую и правую части выражения 
(2) разделить на величину P, соответствую-
щую диапазону чисел, то получим прибли-
женное значение

1

1 11 1
1

,i

n ni p
i i i

i ii

PA
k

P p

−

= =

= α ≈ α∑ ∑

где 

1

i
i p

i
i

P
k

p

−

=  – константы выбранной си-

стемы; αi – разряды числа, представленного 
в сок, при этом значение каждой суммы 
будет в интервале [0,1). конечный резуль-

тат суммы определяется после суммирова-
ния и отбрасывания целой части числа с 
сохранением дробной части суммы. Дроб-

ная часть 
1

( ) [0,1)
A

F A
P

= ∈  содержит ин-

формацию как о величине числа, так и 

о его знаке. если 
1

1
0,

2
A
P

 ∈  
, то число 

A положительное и F(A) равна величине 
A, разделенной на P. В противном случае  
A – отрицательное число и 1–F(A)  пока-
зывает относительную величину числа A 
по отношению к P. Исследования показа-
ли, что функция F(A) может использовать-
ся при разработке алгоритмов вычисления 
основных проблемных операций в систе-
ме остаточных классов [11]. целая часть 
числа представляет собой ранг числа, т. е.  
такую непозиционную характеристику, ко-
торая показывает, сколько раз диапазон си-
стемы P был превзойден при переходе от 
представления чисел в системе остаточных 
классов к его позиционному представле-
нию. При необходимости определение ран-
га числа может производиться непосред-
ственно в процессе выполнения операции 
суммирования констант ik . Дробная часть 
может быть записана так же как Amod1, по-
тому что A = A + Amod1 [4]. количество 
разрядов дробной части числа определяется 
максимально возможной разностью между 
соседними числами. При необходимости 
точного сравнения необходимо вычислить 
значение (3), которое является эквивален-
том преобразования из сок в позицион-
ную систему счисления. Для решения за-
дач основных процедур принятия решения 
достаточно знать приблизительно значения 

чисел 
1

A
P

 и 
1

B
P

 по отношению к динами-

ческому диапазону [0,1), которое выполня-
ется достаточно просто, но при этом верно 
определяется соотношениями A = B, A > B 
или A < B.

Итак, приближенный метод вычисле-
ния ПХ может описываться следующей по-
следовательностью действий [4]:

1. Вычисление констант сок 

1

i
i p

i
i

P
k

p

−

=  
с требуемой точностью.

(2)

(3)
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2. Вычисление приближенных значений 
αiki, где ki – константы, найденные в п. 1,  
1 ≤ αi ≤ pi–1.

3. Вычисление приближенного значения 

ПХ 
1 1

n

i i
i

k
=

α∑  в интервале [0,1).

рассмотрим использование информа-
ции, содержащейся в F(A), для вычисления 
проблемных операций в сок.

конструируются некоторые правила Ψi, 
i = 1, …, 4, согласно которым вычисляет-
ся i-я немодульная операция (определение 
знака числа, сравнение чисел, обнаружение 
ошибки и переполнения, а также локализа-
ция ошибочного разряда).

Правило  Ψ1. определение знака числа 
в случае, если p1 = 2:

если 
1

1
,

2
A
P

<  то число положительное;

если 
1

1
,

2
A
P

>  то число отрицательное.

Правило  Ψ2. сравнение модулярных 
чисел A и B:

если 
1 1

0,
A B
P P

− =  то A = B;

если 
1 1

0,
A B
P P

− >  то A > B;

если 
1 1

0,
A B
P P

− <  то A < B.

Правило  Ψ3. обнаружение ошибки и 
переполнения динамического диапазона:

если 
изб изб 11

,
A M

P P
<  то ошибки нет, где 

A  – искаженное число; Pизб = pn+1pn+2P – 
избыточный диапазон при двух избыточ-

ных модулях pn+1 и pn+2; M = P = 
1

n

i
i

p
=
∏  – 

рабочий диапазон;

если 
изб изб 11

,
A M

P P
≥  то ошибка есть и 

установлено переполнение динамического 
диапазона.

Правило  Ψ4. локализация неисправ-
ного канала:

если 
11

,i i

i i

A M
P P

<  то в разряде i нет 

ошибки;

если 
11

,i i

i i

A M
P P

≥

 

то в разряде i есть 

ошибка, где iA = (α1, α2, …, αi1, αi+1, .., αn, 
αn+1, αn+2) – проекция искаженного числа 

A , Mi = (m1, m2, …, mi–1, mi+1, ..., mn, mn+1, 
mn+2) – проекция рабочего диапазона.

Алгоритм определения знака модулярного 
числа и его техническая реализация

основой для выполнения немодульных 
операций, указанных в правилах Ψ2−Ψ4, яв-
ляется немодульная операция определения 
знака числа (правило Ψ1). Пусть для вычис-

лений используются константы 
( )N
ik , пред-

ставленные в виде двоичных дробей, содер-
жащих N двоичных знаков после запятой, 
полученные отбрасыванием всех остальных 
разрядов, начиная с N+1-го. тогда точные 
значения констант Ki будут лежать в диа-
пазоне

( ) ( )
2 .

N N N
i iik k k −≤ ≤ +

Для определения ПХ числа в сок не-

обходимо вычислять величину 
1 1

n

i i
i

k
=

α∑  из 

формулы (3).
Утверждение . наименьшее значение 

Nmin, при котором восстановление позици-
онной величины числа из представления 
в сок по формуле (3) будет корректным, 
равно

( )min 2log ,N P = ρ 

где 
1

.
n

i
i

n p
=

ρ = − + ∑
Доказ а т ельс тво . Из (4) следует, что 

точное значение величины 
1

n

i i
i

k
=

α∑  из фор-

мулы (3) будет лежать в диапазоне
( )

( )

1 1

1 1

2 .

n nN
i i i i

i i

n nN N
i i i

i i

k k

k

= =

−

= =

α ≤ α ≤

≤ α + α

∑ ∑

∑ ∑
(6)

так как величина 
1 1

n

i i
i

k
=

α∑  соответству-

ет точному местоположению числа A на 
числовой оси, то для однозначного (точ-
ного) определения величины числа A не-

(4)

(5)
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обходимо таким образом подобрать пара-
метр N, чтобы в произвольный интервал 

( ) ( )

1 1 1

, 2
n n nN N N

i ii i i
i i i

k k −

= = =

 
α α + α 

 
∑ ∑ ∑  попадало 

лишь одно возможное число из диапазона 
сок. это требование равносильно условию 

1

1
2 .

n
N

i
i P

−

=

α <∑

если обозначить 
1

,
n

i
i

n p
=

ρ = − + ∑  то 

наименьшее значение Nmin, при котором 
возможно точное восстановление пози-
ционной формы числа с использовани-
ем формулы (3), определяется формулой 

( )min 2log .N P = ρ   Утверждение доказано.

При снижении точности вычислений 
(уменьшении величины N) диапазон (6) 
будет увеличиваться так, что в него будут 
попадать несколько чисел. однако при ре-
шении задачи определения знака числа с 
использованием правила Ψ1 возможно ис-
пользование таких расширенных диапазо-
нов, если учитывать появление зон оши-
бочного определения знака числа.

Пусть в процессе вычислений использу-
ются константы, округленные до N двоич-
ных знаков после запятой, 1 ≤ N < Nmin. тогда 

в интервал 
( ) ( )

1 1 1

, 2
n n nN N N

i ii i i
i i i

k k −

= = =

 
α α + α 

 
∑ ∑ ∑  

попадет не более 
1

2
n

N
i

i

P−

=

α∑  чисел сок. 

так как 0 ≤ α i≤ pi-1, то

1 1

max 2 2 2 .
n n

N N N
i i

i i

P P n p P− − −

= =

   
α = − + = ρ   

   
∑ ∑

Ввиду увеличения интервала будет про-
исходить наложение его границ на ту об-
ласть числовой оси, где определенный по 

формуле 
( )

1

n N
i i

i

k
=

 
α 

 
∑  и реальный знак чис-

ла в сок из формулы 
1

n

i i
i

k
=

 
α 

 
∑  могут не 

совпадать. на рис. 1 а показаны возмож-
ные направления появления зон неопреде-
ленности при округлении констант [12]. на 
рис. 1 б показано появление зон неопреде-
ленности при отбрасывании разрядов вме-
сто округления. В последнем случае форми-
руются только две зоны неопределенности 
вместо четырех. это позволяет в два раза 
уменьшить количество проверяемых усло-
вий в процессе выполнения алгоритма, что 
позволяет существенно упростить его фор-
мулировку и реализацию. стрелками отме-
чены направления роста зон ошибочного 
определения знака числа при снижении 
точности. зонам, изображенным на рис. 1 б,  
соответствуют следующие диапазоны:

рис. 1. Появление зон ошибочного определения знака числа в сок:  
а – при округлении констант; б – при отбрасывании разрядов

а)

б)
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зона ошибочного определения знака i: 
[0,5 − 2–Nρ, 0,5);

зона ошибочного определения знака ii: 
[1 − 2–Nρ, 1).

Для определения знака числа необходи-
мо выполнить проверку двух условий:

если 0 0,5 2 ,NA
P

−< < − ρ  то число A – 

положительное;

если 0,5 1 2 ,NA
P

−< < − ρ  то число A – от-

рицательное.
В том случае, если не выполняется ни 

одно из указанных условий, число попадает 
в одну из зон неопределенности и требует-
ся дополнительная итерация для получения 
точного результата с использованием Nmin 
знаков после запятой (5).

на рис. 2 приведена схема для опреде-
ления знака модулярного числа, представ-
ленного по четырем модулям pi, i = 1, 2,  
3, 4. схема содержит входные регистры Rgi,  
∀i = [1…4] для временного хранения остат-
ков чисел по соответствующим модулям, 
просмотровые таблицы LUti, ∀i = [1…4] 

для хранения произведений 
1

i

i
i

i p

P
p

−

⋅ α  и па-

раллельный сумматор.
схема работает следующим образом. 

код числа A, для которого необходимо 
определить интервал, что равносильно 
определению знака числа, поступает на 
входные регистры Rgi в двоичном коде 
(каждый разряд сок кодируется двоич-
ным кодом). сигналы с выходов регистров 

поступают на входы просмотровых таблиц 
LUt. В просмотровых таблицах хранятся 
произведения констант ki и остатков αi, то 

есть 

1

,i
i p

i
i

P

p

−

α  представленных в естествен-

ной форме двоичной дроби в дополнитель-
ном коде. количество элементов памяти 
(N) просмотровых таблиц определяется вы-

ражением 
1

.
n

i
i

N p
=

= ∑
Выходные сигналы просмотровых та-

блиц в дополнительном двоичном коде по-
ступают на вход сумматора, в котором уже 
записана константа 0,5–2–Nρ, во время на-
чальной установки. (Дополнительный код 
используется для того чтобы операцию вы-
читания заменить операцией сложения). 
знак результата сложения определяет ин-
тервал (первый или второй), что соответ-
ственно определяет знак числа.

Моделирование алгоритма

Для моделирования разработанного ал-
горитма определения знака числа с исполь-
зованием ПХ на основе приближенного 
метода были выбраны следующие сок:

1. coK1 {2, 3, 5, 7}.
2. coK2 {7, 17, 19, 29}.
3. coK3 {2, 3, 5, 11, 13, 19, 23, 29, 79}.
Данный выбор объясняется тем, что 

coK1 наиболее просто и наглядно отобра-
жает свойства вычислений в остаточных 
классах и используется многими авторами 
(например [6]); coK2 и coK3 позволяют 

рис. 2. схема определения знака числа
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представить числовые диапазоны в 16 бит 
и 32 бит соответственно [2].

При моделировании замерялось время 
выполнения операции определения знака 
числа при постепенном уменьшении ве-
личины N ≤ Nmin. Для coK1 имеем сле-
дующие характеристики: P = 210, ρ = 16,  
Nmin = 12. результаты моделирования раз-
работанного алгоритма для coK1 пока-
заны на рис. 3. на рисунке изображено, 
насколько (в процентах) снижается время 
работы алгоритма при выборе различных 
значений N. При снижении величины N 
от Nmin = 12 до N = 8 происходит умень-
шение времени работы алгоритма за счет 
уменьшения разрядности обрабатываемых 
чисел. однако при дальнейшем уменьше-
нии N начинается увеличение времени 

выполнения алгоритма. этот факт объяс-
няется тем, что при N < 8 зоны неопреде-
ленности при определении знака числа 
увеличиваются настолько, что уже зна-
чительная доля чисел из диапазона сок 
требует дополнительной (уточняющей) 
итерации алгоритма с максимальной точ-
ностью вычислений.

наилучший показатель времени работы 
алгоритма достигается при N = 8, в этом 
случае время работы алгоритма составляет 
≈ 76,2 % от максимального времени работы 
алгоритма при Nmin = 74. таким образом, 
использование предложенного алгоритма 
для coK1 позволяет сократить время опре-
деления знака числа примерно в 1,31 раз по 
сравнению с точными методами.

Для coK2 имеем: P = 65569, ρ = 68,  

рис. 3. График зависимости времени работы алгоритма  
(% от максимального) от точности вычислений для coK1

рис. 4. График зависимости времени работы алгоритма  
(% от максимального) от точности вычислений для coK2
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Nmin = 23. результаты моделирования раз-
работанного алгоритма для coK2 показаны 
на рис. 4. Поведение кривой скорости алго-
ритма аналогично случаю coK1. снижение 
величины N от Nmin = 23 до N = 11 приво-
дит к уменьшению времени работы алго-
ритма. При дальнейшем уменьшении N на-
чинается увеличение времени выполнения 
алгоритма.

самая высокая скорость работы ал-
горитма наблюдается при N = 11, в этом 
случае время работы алгоритма составляет  
≈ 54,5 % от максимального времени работы 
алгоритма при Nmin = 74. таким образом, 
использование предложенного алгоритма 
для coK2 позволяет сократить время опре-
деления знака числа примерно в 1,84 раз по 
сравнению с точными методами.

наконец, coK3 имеет параметры:  
P = 4295006430, ρ = 175, Nmin = 40. резуль-
таты моделирования разработанного алго-
ритма для coK3 показаны на рис. 5. снова 
наблюдается снижение времени работы ал-
горитма при снижении точности до N = 13. 
При дальнейшем снижении время работы 
алгоритма увеличивается.

самая высокая скорость работы ал-
горитма наблюдается при N = 13, в этом 
случае время работы алгоритма составляет 
≈ 36,8 % от максимального времени рабо-
ты алгоритма при Nmin = 40. таким образом, 
использование предложенного алгоритма 
для coK2 позволяет сократить время опре-

деления знака числа примерно в 2,72 раз по 
сравнению с точными методами.

Противоречие между вычислительной 
сложностью определения основных про-
блемных процедур в сок и их быстродей-
ствием разрешено путем замены абсолютных 
величин их относительными значениями и 
простотой их вычисления, которая сохраняет 
адекватную  связь числовых значений моду-
лярных величин с их представлениям в сок 
и позволяет существенно повысить скорость 
выполнения немодульных операций. бла-
годаря этому применение сок может дать 
значительные преимущества не только в тех 
приложениях, в которых основная доля вы-
числений приходится на точное умножение, 
возведение в степень больших чисел в со-
четании со сложением и вычитанием, но и в 
которых часто появляется необходимость в 
делении либо сравнении и определении зна-
ка числа, а также при проверке не «выходят» 
ли результаты за пределы допустимых зна-
чений и др.

решена фундаментальная проблема реа-
лизации основных проблемных операций в 
сок, которые ранее определяли наиболь-
ший вклад в алгоритмическую сложность и 
сдерживали широкое применение сок при 
разработки новых классов вычислительных 
систем. Предложенная техническая реа-
лизация приближенного метода определе-
ния знака числа проста для применения  

рис. 5. График зависимости времени работы алгоритма  
(% от максимального) от точности вычислений для coK3
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на практике, поэтому внедрение получен-
ных результатов позволит расширить об-
ласть применения модулярной арифметики. 
Полученные новые результаты эффектив-
ного выполнения немодульных процедур 
являются развитием теории математиче-
ских основ разработки и проектирования 
высокопроизводительных и надежных вы-
числительных систем, функционирующих 

в системе остаточных классов. Применение 
предложенного алгоритма позволяет сокра-
тить время выполнения проблемной опера-
ции в 1,31–2,72 раза (в зависимости от диа-
пазона сок) по сравнению с известными 
методами.

работа выполнена при финансовой поддерж-
ке рффИ (проекты № 13-07-00478-а) и фцП  
№ 14.В37.21.1128.
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УДК 519.7

С.А. Диченко, Н.И. Елисеев, О.А. Финько

КОНтРОЛь ОШИБОК ФУНКцИОНИРОВАНИя  
ГЕНЕРАтОРОВ ДВОИЧНЫХ ПСП, РЕАЛИЗОВАННЫХ  

НА АРИФМЕтИЧЕСКИХ ПОЛИНОМАХ

S.A. Dichenko, N.I. Eliseev, O.A. Finko

ERROR FUNCTION GENERATOR BINARY PRS CONTROL IMPLEMENTED 
ON ARITHMETIC POLYNOMIALS

Предложена методика повышения безопасности функционирования средств криптографиче-
ской защиты информации (скзИ), в частности, узлов формирования двоичных псевдослучайных 
последовательностей (ПсП), действующих в условиях помех, генерируемых злоумышленником. 
системы булевых характеристических уравнений реализуются линейными арифметическими по-
линомами, позволяющими распараллелить процесс вычисления элементов ПсП. «арифметизация» 
логического счета, в свою очередь, позволила применить аппарат избыточных модулярных кодов 
для контроля ошибок функционирования узлов генерации ПсП и обеспечить тем самым, необхо-
димую безопасность их функционирования в составе скзИ.

ДВоИчнаЯ ПсеВДослУчайнаЯ ПослеДоВателЬностЬ. ПараллелЬные лоГИче-
скИе ВычИсленИЯ ПосреДстВом арИфметИческИХ ПолИномоВ. моДУлЯрнаЯ 
арИфметИка. контролЬ ошИбок фУнкцИонИроВанИЯ среДстВ крИПтоГрафИ-
ческой защИты ИнформацИИ. ГенерацИЯ аППаратныХ ошИбок. крИПтоГра-
фИЯ. шИфрУЮщаЯ Гамма.

A method of improving safety of the cryptographic protection of information (cPS), in particular the 
formation of binary nodes pseudorandom sequence (PRS), operating in a noise generated by an attacker. 
System of Boolean equations realize linear characteristic polynomial arithmetic, allowing parallelize the 
process of calculating the elements of the PRS. «arithmetization» logical accounts, in turn, allowed the use 
of redundant modular device codes for error control operation of generating units and to provide bandwidth, 
thus the necessary security of their operation in the cPS.

BiNaRy PSeUdoRaNdom SeQUeNce. PaRaLLeL LogicaL caLcULatioNS By PoLy-
NomiaLS aRitHmetic. modULaR aRitHmetic. tHe eRRoR coNtRoL oPeRatioN of 
tHe cRyPtogRaPHic PRotectioN of iNfoRmatioN. geNeRatioN of HaRdWaRe eR-
RoRS. cRyPtogRaPHy. ciPHeR ScHeme.

Из перечня известных атак на скзИ 
важным является новый малоизученный 
вид атак, основанный на генерации аппа-
ратных ошибок функционирования узлов 
скзИ [1]. Выработка мер защиты от данно-
го вида атак необходима для решения задач 
обеспечения безопасности функционирова-
ния скзИ. безопасность функционирова-
ния скзИ обеспечивается в т. ч. и за счет 
повышения достоверности их функциони-
рования. В настоящее время необходимый 
уровень достоверности функционирования 
скзИ достигается и с помощью привле-

чения избыточного оборудования (резер-
вирования), и с привлечением временной 
избыточности за счет различного рода по-
втора вычислений (реализации прямых и 
обратных преобразований с последующим 
сравнением результатов) [2].

Известно, что хорошие результаты для 
повышения достоверности функциониро-
вания цифровых устройств дают различные 
методы избыточного кодирования. однако 
для логических типов данных, подвержен-
ных криптопреобразованиям, обеспечение 
кодового контроля вызывает множество за-
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труднений [3]. В то же время известно, что 
контроль ошибок арифметических вычис-
лений может эффективно обеспечиваться 
за счет использования методов избыточно-
го модулярного кодирования, применение 
которых для осуществления контроля ло-
гических типов данных стало возможным, 
благодаря полученной в [4, 5] возможности 
представления логических операций ариф-
метическими выражениями, в частности, 
арифметическими полиномами.

цель статьи – повышение безопасности 
функционирования узлов скзИ методами 
модулярной арифметики.

Алгоритм генерации двоичных ПСП,  
реализованный на арифметических  

полиномах

одним из основных узлов скзИ, как 
известно [1], наиболее подверженных ата-
кам, основанных на генерации аппаратных 
ошибок, являются генераторы двоичных 
ПсП, т. к. от качества их функционирова-
ния напрямую зависит качество функцио-
нирования скзИ.

Генератор ПсП имеет важнейшее значе-
ние для различных криптоалгоритмов и си-
стем генерации ключевого материала [6–8]. 
наиболее распространенными и проверен-
ными практикой являются алгоритмы гене-
рации ПсП, основанные на использовании 
рекуррентных логических выражений и не-
приводимых полиномов [6–8].

В частности, наиболее простым по 
структуре является рекуррентный регистр 
сдвига с обратной связью, реализуемой не-
которой функцией f (см. рисунок).

Из [9–14] известно, что большинство 
криптографических функций можно реали-
зовать посредством арифметических поли-
номов. В частности, в [9, 13, 14] рассмотрены 
параллельные генераторы ПсП, основанные 

на линейных числовых полиномах (лчП), 
где w-й блок участка двоичной ПсП можно 
представить посредством одного лчП. бла-
годаря этому методу на выходе генератора 
может быть получен не один, а блок новых 
элементов ПсП необходимой длины.

суть метода состоит в следующем. Пусть 
имеется характеристическое уравнение: 

,q q qx x x+ϕ−τ −τ= ⊕

где , , {0,1};q q qx x x+ϕ−τ −τ ∈  q t≥ ; ,q N∈  полу-
ченное на основе тринома (частный случай):

( ) 1,D τ ϕχ = χ + χ +

где τ  – степень тринома, ,Nτ ∈  1 1,< ϕ < τ −  
.Nϕ ∈

В соответствии с [13, 14] получим си-
стему характеристических уравнений для 
участка ПсП длины τ :

1 1 1

1 1 1

,

,

,

q q q

q q q

q q q

x x x

x x

x x

x

x

+ϕ−τ −τ

+ +ϕ−τ+ −τ+

+τ− +ϕ− −

= ⊕
 = ⊕


 = ⊕



где 1 1[ ... ]q q qx x x−τ −τ+ −  – вектор на-
чальных условий; 1 1[ ... ]q q qx x x+ +τ−  – 
вектор участка ПсП; {0,1};xϕ ∈  

1, ..., 1.q qϕ = − τ + + τ −
систему характеристических уравнений 

представим как систему булевых функций 
(бф), которую в свою очередь, в соответ-
ствии с правилами, приведенными в [4, 5, 
15], преобразуем в систему лчП:

1

1 1 ,

1

1 1 1 1,

1

1 1 1 1,

( , , ..., ) ,

( , , ..., ) ,

( , , ..., ) ,

q

q q q q q i i
i q

q

q q q q q i i
i q

q

q q q q q i i
i q

L x x x g x

L x x x g x

L x x x g x

−

−τ −τ+ −
= −τ

−

+ −τ −τ+ − +
= −τ

−

+τ− −τ −τ+ − +τ−
= −τ


=




=





=


∑

∑

∑



Выход
1-го бита 

ПСП

f

общий вид рекуррентного регистра сдвига с обратной связью
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где , igε  (здесь и далее) принимает значение 
ноль или единица в зависимости от вхожде-
ния в ε -й лчП ix ; , 1, ..., 1.q q qε = + + τ −  
результат вычисления ε -го лчП системы 
представим двоичным машинным словом 

длины 
1

,log 1.
q

i
i q

l g
−

ε ε
= −τ

  
= +  
   

∑  

Полученную систему лчП представим 
посредством одного лчП:

1

1

1 1

1 1

1

1 1
1

, , 1 1

1,

1, 1 1

1 1

( , , …, )

( , , …, )

2 ( , ,…, )

... ...

... 2

... 2

 ..

j

q d

q d

q q q

q q q q

q

j q q q
j q

q q q q q q

q d q q

q d q q q q

q q

U L x x x

L x x x

L x x x

g x g x

g x

g a h x

h x

+ −

+ −

−τ −τ+ −

−τ −τ+ −

+τ−
γ

−τ −τ+ −
= +

−τ −τ − −

γ
+ − −τ −τ

γ
+ − − − −τ −τ

−τ+ −τ+

= =

= +

+ =

= + + +

+ +

+ = +

+ +

∑



1 1. ,q qh x− −+

где 
1

;( 1)
j

j
q

l
−

γ ε
ε=

= +∑  ;ih Z∈

, 1, ..., 1.i q q q= − τ − τ + −
запишем лчП следующим образом:

0
1

0 1 1

(X)

,

r

i i
i

r r

U L h h x

h h x h x
=

= = + =

= + + +

∑


где коэффициенты 0 1, , …, rh h h  – целые 
числа.

Первый способ контроля  
функционирования генераторов ПСП

В модулярной арифметике (ма) целый 
неотрицательный коэффициент лчП (1) 

th  ( 0, 1, …, )t r=  может быть однозначно 
представлен набором остатков по основа-
ниям ма ( 1 2 1, , , n n km m m m m+< < <   – 
попарно простые, 1 2n n tM m m m h= > ):

1 2 1 ма( , , …, , , …, ) ,t n n kh += α α α α α

где ;
j

j t m
hα =  1,2, …, , 1, …, j n n k= + ; 

m
•  – наименьший неотрицательный оста-

ток числа •  по модулю m.
При этом остатки 1 2, , …, nα α α  явля-

ются информационными, а 1, …, n k+α α  – 
контрольными (избыточными). ма в 
этом случае называется расширенной, где 

1 2 1k n n kM m m m m m+=   , и охватывает пол-
ное множество состояний, представляемых 

всеми k вычетами. эта область будет яв-
ляться полным диапазоном ма [0, )kM  и 
состоять из рабочего диапазона [0, )nM , где 

1 2 ,n nM m m m=   и диапазона, определяемо-
го избыточными основаниями [ , )n kM M ,  
представляющего недопустимую область. 
это означает, что операции над числами th  
выполняются в диапазоне [0, )kM . Поэто-
му если результат операции ма выходит за 
пределы nM , то делается вывод о возник-
новении ошибки вычислений.

Для осуществления контроля ошибок 
при реализации лчП рассмотрим ма, за-
данную основаниями 1 2 1, , …, ,n nm m m m + . 
Представим каждый коэффициент лчП th  
в виде (2), получим избыточный код ма, 
представленный системой лчП:

(1) (1)

(1) (1) (1)
0 1 1

(2) (2)

(2) (2) (2)
0 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 1 1

( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
0 1 1

( )

,

( )

,

( )

,

( )

,

r r

r r

n n

n n n
r r

n n

n n n
r r

U L

x x

U L

x x

U L

x x

U L

x x

+ +

+ + +

 = =

= α + α + + α
 = =
= α + α + + α


 = =
= α + α + + α

 = =

= α + α + + α

X

X

X

X











где вектор 1 2[ ].rx x x=X 

Подставив в (3) значения остатков ма по 
соответствующим основаниям для каждого 
коэффициента (1), а также значения пере-
менных 1, …, rx x , получим значения лчП 
системы (3), где (1) (2) ( ) ( 1), , …, ,n nU U U U +  – 
целые числа. В соответствии с китайской 
теоремой об остатках (кто) решим систе-
му уравнений:

1

2

1

(1)

(2)

( )

( 1)

,

,

,

.

n

n

m

m

n

m

n

m

U U

U U

U U

U U
+

∗

∗

∗

∗ +

 =

 =


 =


=



так как основания 1 2 1, , …, ,n nm m m m +  
попарно просты, то решением систе-
мы (4) является остаток по модулю 

1 1 2 1 :n nM m m m+ += 

(1)

(2)

(4)

(3)
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1

1
( )

, 1 , 1
1

,
n

n
s

s n s n
s M

U M U
+

+
∗

+ +
=

= µ∑

где 1
, 1 ,n

s n
s

M
M

m
+

+ =  1
, 1 , 1 .

s
s n s n m

M −
+ +µ =

Вхождение результата вычисления (5) в 
диапазон (контрольное выражение)

0 nU M∗≤ <

означает отсутствие обнаруживаемых оши-
бок вычислений. 

Пример  1. Пусть w-й блок участка дво-
ичной ПсП представлен одним лчП вида:

1 2 3 4 5( ) 5 20 80 64 .U L x x x x x= = + + + +X

Выберем основания ма: m1 = 2, m2 = 3, 
m3 = 5, m4 = 7, m5 = 11 (m5 – контрольное 
основание). рабочий и полный диапазоны 
ма в этом случае соответственно равны: 

4 1 2 3 4 210M m m m m= =  и 5 4 5 2310.M M m= =  
Представим каждый коэффициент лчП с 
помощью кода ма:

( )
( )
( )
( )
( )

1

2

3

4

5

1 1, 1, 1, 1, 1 ,

5 1,2, 0,5,5 ,

20 0,2, 0,6,9 ,

80 0,2, 0,3,3 ,

64 0,1, 4,1,9 .

h

h

h

h

h

= =

= =

= =

= =

= =

Получим систему (3):
(1) (1)

1 2
(2) (2)

1 2 3 4 5
(3) (3)

1 5
(4) (4)

1 2 3 4 5
(5) (5)

1 2 3 4 5

( ) ,

( ) 2 2 2 ,

( ) 4 ,

( ) 5 6 3 ,

( ) 5 9 3 9 .

U L x x

U L x x x x x

U L x x

U L x x x x x

U L x x x x x

 = = +
 = = + + + +

= = +
 = = + + + +
 = = + + + +

X

X

X

X

X

Пусть x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 0, x5 = 1. 
тогда U (1) = 1, U (2) = 4, U (3) = 5, U (4) = 8,  

U (5) = 19.
решая систему (4):

2

3

5

7

11

1 ,

4 ,

5 ,

8 ,

19 ,

U

U

U

U

U

∗

∗

∗

∗

∗

 =


=
 =
 =
 =

в соответствии с (5) получим U * = 85.
так как полученный результат U * удо-

влетворяет *0 210U≤ < , то согласно (6) де-
лается заключение об отсутствии ошибок.

Второй способ контроля  
функционирования генераторов ПСП

Из [9, 13, 14] известно, что w-й блок 
участка двоичной ПсП можно разбить на 
v-е подблоки и представить каждый из них 
одним лчП, который определяется выра-
жением:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1

( )

,

r
v v v v v

i i
i

v v v v v
r r

U L X h h x

h h x h x
=

= = + =

= + +…+

∑

где 1, …, v z= .
таким образом, для w-го блока участка 

двоичной ПсП можно получить систему 
лчП:

(1) (1) (1) (1)
0

1

(2) (2) (2) (2)
0

1

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

( ) ,

( ) ,

( ) ,

r

i i
i

r

i i
i

r
z z z z

i i
i

U L h h x

U L h h x

U L h h x

=

=

=


= = +




= = +





= = +


∑

∑

∑

X

X

X



где совокупность коэффициентов ( )
0
vh , а так-

же совокупность слагаемых ( ) ( )
1 1, …, v v

r rh x h x  
являются остатками ма:

(1) (2) ( )
0 0 0 0 ма

(1) (2) ( )
1 1 1 1 1 1 1 ма

(1) (2) ( )
ма

( , , …, ) ,

( , , …, ) ,

( , , …, )

z

z

z
r r r r r r r

b h h h

b h x h x h x

b h x h x h x

 =
 =


 =



по основаниям (1) (2) ( ), , …, zm m m , выбран-
ных по правилам:

1) ( ) 2 ,vm ρ≥  где ρ  – максимальное ко-
личество двоичных разрядов, требуемых 
для представления результата вычисления 
v-го лчП системы (7);

2) (1) (2) ( ), , …, zm m m  – попарно простые.
запишем систему (8) следующим обра-

зом:
(1) (2) ( )

0 0 0 0 ма
(1) (2) ( )

1 1 1 1 ма

(1) (2) ( )
ма

( , , …, ) ,

( , , …, ) ,

( , , …, ) ,

z

z

z
r r r r

b

b

b

 = β β β
 = β β β


 = β β β



где ( ) ( )
0 0 ,v vhβ =  ( ) ( ) .v v

i i ih xβ =

(5)

(6)

(7)

(8)
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Из [16] известно, что при отсутствии 
ошибок вычислений каждое значение 

0 1, , …, ,rb b b  полученное при решении си-
стем сравнений, будет лежать в диапазоне 

( )[0, ),zM  где ( ) (1) (2) ( )z zM m m m=  . напри-
мер, для 0b  система уравнений имеет вид:

(1)

(2)

( )

(1)
0 0

2)
0 0

( )
0 0

,

,

.
z

m

m

z

m

b

b

b

 = β

 = β




= β



Для корректного применения к системе 
(7) методов избыточного модулярного коди-
рования необходимо выполнить масштаби-
рование системы путем введения дополни-
тельного (попарно простого по отношению 
к другим основаниям) основания (0)m  ма, 
где (0) 1m r≥ +  (r – наибольшая длина (ко-
личество слагаемых) лчП из системы (7).

Ввод общего дополнительного основа-
ния (0)m  в рамках операции масштабиро-
вания позволит выполнять операции над 
числами 0 1, , …, ,rb b b  лежащими в рабочем 
диапазоне ( )[0, ),zM  в более широком ра-
бочем диапазоне ( )[0, ( 1)).zr M −  Поэтому 
если в результате операции ма полученное 
число выходит за пределы ( )( 1)zr M − , то 
делается вывод об ошибке вычислений.

система лчП (7) примет вид:

(0) (0) (0) (0)
0

1

(1) (1) (1) (1)
0

1

(2) (2) (2) (2)
0

1

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) .

r

i i
i

r

i i
i

r

i i
i

r
z z z z

i i
i

U L h h x

U L h h x

U L h h x

U L h h x

=

=

=

=


= = +




= = +

 = = +



 = = +


∑

∑

∑

∑

X

X

X

X



Вычислим значения элементов 0, iβ β  
лчП (0)( ),L X  где (0)

0 0 ,hβ =  (0) ,i i ih xβ =  ре-
шив кто для отдельных групп остатков по 
основаниям ма:

(1) (2) ( )
0 0 0 0 ма

(1) (2) ( )
1 1 1 1 1 1 1 ма

(1) (2) ( )
ма

( , , …, ) ,

( , , …, ) ,

( , , …, ) .

z

z

z
r r r r r r r

b h h h

b h x h x h x

b h x h x h x

 =
 =


 =



В случае неполного состава элементов 
лчП (отсутствие некоторых переменных), 
необходимо выполнить выравнивание име-
ющихся элементов справа налево, остав-
шиеся свободные места заполнить нулями.

Полученные значения 0 1, , …, rb b b  необ-
ходимо взять по введенному модулю (0),m  
получим:

(0)

(0)

(0)

0 0

1 1

,

,

.

m

m

r r m

b

b

b

β =

β =


β =



Для осуществления контроля ошибок 
арифметических вычислений при реали-
зации z-х лчП рассмотрим ма, заданную 
основаниями (0) (1) (2) ( ) ( 1), , , , , .z zm m m m m +

  
Получим избыточный код ма, представ-
ленный системой лчП вида:

(0) (0) (0) (0)
0

1

(1) (1) (1) (1)
0

1

(2) (2) (2) (2)
0

1

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
0

1

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) .

r

i i
i

r

i i
i

r

i i
i

r
z z z z

i i
i

r
z z z z

i i
i

U L h h x

U L h h x

U L h h x

U L h h x

U L h h x

=

=

=

=

+ + + +

=


= = +




= = +



= = +





= = +



= = +


∑

∑

∑

∑

∑

X

X

X

X

X



Подставив в (9) известные значения 
остатков ма по соответствующим основа-
ниям, а также вычислив аналогично с вычис-
лениями для (0)( )L X  значения элементов для 
лчП ( 1)( ),zL + X  получим значения лчП си-
стемы (9), где (0) (1) (2) ( ) ( 1), , , …, ,z zU U U U U +  – 
целые числа.

решим систему:

(0)

(1)

(2)

( )

( 1)

(0)

(1)

(2)

( )

( 1)

,

,

,

,

.

z

z

m

m

m

z

m

z

m

U U

U U

U U

U U

U U
+

∗

∗

∗

∗

∗ +

 ≡

 ≡

 ≡




≡


≡



(9)

(10)
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так как основания (0) (1) (2) ( ) ( 1), , , …, ,z zm m m m m +

(0) (1) (2) ( ) ( 1), , , …, ,z zm m m m m +  попарно просты, то решением 
(10) является наименьший неотрицательный 
вычет по модулю ( 1) (1) (2) ( 1) :z zM m m m+ += 

( 1)

1
( , 1) ( , 1) ( )

0

,
z

z
s z s z s

s M

U M U
+

+
∗ + +

=

= µ∑

где 
( 1)

( , 1)
( )

,
z

s z
s

M
M

m

+
+ =  

( )

( , 1) ( , 1) 1 .
s

s z s z

m
M+ + −µ =

Вхождение результата вычисления (11) 
в диапазон (контрольное выражение)

( )0 ( 1)zU r M∗≤ < −

означает отсутствие обнаруживаемых оши-
бок вычислений. 

Пример  2. Пусть w-й блок участка дво-
ичной ПсП разбит на v-е подблоки, каж-
дый из которых представлен одним лчП. 
система (7) имеет вид:

(1) (1)
1 2 3

(2) (2)
3 4 5

(3) (3)
1 2 3 5

( ) 5 4 ,

( ) 5 4 ,

( ) 5 4 .

U L x x x

U L x x x

U L x x x x

 = = + +
 = = + +
 = = + + +

X

X

X

Выберем основания системы: (1) 16,m =  
(2) 17,m =  (3) 19.m =
Вычислим значение рабочего диапазо-

на: (3) (1) (2) (3) 5168.M m m m= =
Выполним выравнивание имеющихся 

элементов лчП справа налево, оставшиеся 
свободные места заполним нулями. Для на-
глядности запишем систему лчП следую-
щим образом:

(1) (1)
1 2 3

(2) (2)
3 4 5

(3) (3)
1 2 3 5

( ) 0 5 4 ,

( ) 0 5 4 ,

( ) 5 4 ,

U L x x x

U L x x x

U L x x x x

 = = + + +
 = = + + +
 = = + + +

X

X

X

Выполним операцию масштабирования 
(введем дополнительное основание m(0) = 5) 
и получим:

(0) (0) (0) (0)
1 1 2 1 2 3

(0) (0)
3 2 3 4 4 3 5

(1) (1)
1 2 3

(2) (2)
3 4 5

(3) (3)
1 2 3 5

( ) ( , , )

( , , ) ( , ),

( ) 0 5 4 ,

( ) 0 5 4 ,

( ) 5 4 ,

U L h x h x x x

h x x x h x x

U L x x x

U L x x x

U L x x x x

 = = + +

+ +

 = = + + +
 = = + + +
 = = + + +

X

X

X

X

В соответствии с кто вычислим значе-
ния элементов 

1 2 3 4, , ,β β β β  лчП L(0)(X) для 
отдельных групп остатков по основаниям 
ма:

1 1 ма

2 1 3 2 ма

3 2 4 3 ма

4 3 5 5 ма

(0, 0,5 ) ,

( , , ) ,

(5 ,5 , 4 ) ,

(4 , 4 , ) .

b x

b x x x

b x x x

b x x x

=
 =
 =
 =

Получим:

0 0 (3)
1 1h x 1β

0 0 0 0
0 0 5 3

(1)
2 1h x (2)

2 3h x (3)
2 2h x 2β

0 0 0 0
0 0 1 2
0 1 0 2
0 1 1 1
1 0 0 3
1 0 1 2
1 1 0 2
1 1 1 1

(1)
3 2h x (2)

3 4h x (3)
3 3h x 3β

0 0 0 0
0 0 4 4
0 5 0 4
0 5 4 3
5 0 0 1
5 0 4 0
5 5 0 0
5 5 4 1

(1)
4 3h x (2)

4 5h x (3)
4 5h x 4β

0 0 0 0
0 0 1 2
0 4 0 0
0 4 1 4
4 0 0 1
4 0 1 0
4 4 0 3
4 4 1 2

Пусть 1 2 3 4 5 1,x x x x x= = = = =  тогда 
система лчП примет вид:

(0) (0)

(1) (1)

(2) (2)

(3) (3)

( ) 3 1 1 2 7,

( ) 0 1 5 4 10,

( ) 0 1 5 4 10,

( ) 5 1 4 1 11.

U L

U L

U L

U L

 = = + + + =
 = = + + + =


= = + + + =
 = = + + + =

X

X

X

X

рабочий диапазон после масштабирова-
ния равен ( )( 1) 20668.zr M − =

Для осуществления контроля ошибок 
при реализации z-х лчП введем избыточ-
ное основание (4) 21.m =  Получим избы-
точный код ма, представленный системой 
лчП вида:

(11)

(12)

.

.
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(0) (0)

(1) (1)

(2) (2)

(3) (3)

(4) (4)

( ) 3 1 1 2 7,

( ) 0 1 5 4 10,

( ) 0 1 5 4 10,

( ) 5 1 4 1 11,

( ) 17 1 2 16 36.

U L

U L

U L

U L

U L

 = = + + + =
 = = + + + = = = + + + =
 = = + + + =
 = = + + + =

X

X

X

X

X

В соответствии с кто решим систему:

5

16

17

19

21

7 ,

10 ,

10 ,

11 ,

36 .

U

U

U

U

U

∗

∗

∗

∗

∗

 ≡


≡
 ≡
 ≡
 ≡

В соответствии с (11) получим  
4362.U ∗ =  так как *0 20668,U≤ <  то со-

гласно (12) делается заключение об отсут-
ствии ошибок. 

таким образом, использование методов 
ма для реализации логических операций, 
в частности, при формировании ПсП и 
ключевых последовательностей, помимо 
повышения производительности скзИ по-
зволяет получить важные преимущества по 
повышению безопасности их функциони-
рования.

СПИСОК ЛИтЕРАтУРЫ

1. Yang, B. Scan Based Side channel attack on 
data encryption Standard [электронный ресурс] 
/ B. yang, K. Wu, R. Karri// Report. –2004/083. 
–режим доступа http://eprint.iacr.org (Дата об-
ращения 2004).

2. Щербаков, Н.С. Достоверность работы 
цифровых устройств [текст] / н.с. щербаков. 
– м.: машиностроение, 1989. – 224 с.

3. Савельев, А.Я. Прикладная теория циф-
ровых автоматов [текст] / а.Я. савельев. – м.: 
Высш. школа, 1987. – 272 с.

4. Малюгин, В.Д. Параллельные логиче-
ские вычисления посредством арифметиче-
ских полиномов [текст] / В.Д. малюгин. – м.:  
физматлит, 1997. – 192 с.

5. Финько, О.А. реализация систем булевых 
функций большой размерности методами моду-
лярной арифметики [текст] / о.а. финько // 
автоматика и телемеханика. – 2004. – № 6.  
– с. 37–60.

6. Бабаш, А.В. криптография [текст] / 
а.В. бабаш, Г.П. шанкин; под ред. В.П. шер-
стюка, э.а. Применко. –м.: солон-П gut-
mann Пресс, 2007. – 512 с.

7. Шнайер, Б. Практическая криптогра-
фия [текст] / б. шнайер. – м.: ИД «Вильямс», 
2005. – 424 с.

8. Фороузан, Б.А. криптография и безопас-
ность сетей: Учеб. пособие [текст] / б.а. форо-
узан ; пер. с англ. под ред. а.н. берлина. – м.: 
Интернет-Университет информационных тех-
нологий: бИном. лаборатория знаний, 2010. 
– 784 с.

9. Финько, О.А. самопроверяемый специ-
ализированный вычислитель систем булевых 
функций [текст] / о.а. финько, с.а. Диченко, 

а.к. Вишневский  // Патент россии № 2485575, 
20.06.2013.

10. Финько, О.А. арифметический вычис-
литель систем булевых функций [текст] / о.а. 
финько, а.к. Вишневский, с.а. Диченко, Д.В. 
самойленко [и др.] // Патент россии № 2461868, 
20.09.2012.

11. Финько, О.А. самопроверяемый моду-
лярный вычислитель систем логических функ-
ций [текст] / о.а. финько, с.м. сульгин, а.В. 
щербаков [и др.] // Патент россии № 2417405, 
27.04.2011.

12. Финько, О.А. модулярный вычисли-
тель систем логических функций [текст] / 
о.а. финько, а.В. щербаков // Патент россии 
№ 2417303, 16.11.2009.

13. Диченко, С.А. реализация двоичных псев-
дослучайных последовательностей линейными 
числовыми полиномами [текст] / с.а. Диченко, 
а.к. Вишневский, о.а. финько // Изв. Южного 
федерального ун-та. технические науки. – 2011.  
–№ 12. – с. 130–140.

14. Диченко, С.А. алгоритм генерации 
блочной ПсП, основанный на применении 
логико-числовых форм [текст] / с.а. Диченко,  
о.а. финько // Изв. Южного федераль-
ного ун-та. технические науки. – 2012.  
–№ 12. – с. 158–166.

15. Yanushkevich, L. Logic design of nano-
ics [text] / S. yanushkevich, v. Shmerko, S. Ly-
shevski. –cRc Press, 2005.

16. Акушский, И.Я. машинная арифмети-
ка в остаточных классах [текст] / И.Я. акуш-
ский, Д.И. Юдицкий. – м.: сов. радио, 1968.  
– 440 с.



Высокопроизводительные вычисления

149

REFERENCES

1. Yang B., Wu K., Karri R. Scan Based Side 
channel attack on data encryption Standard / 
Report. – 2004/083, http://eprint.iacr.org, 2004.

2. Shcherbakov N.S. dostovernost’ raboty 
tsifrovykh ustroistv. – moscow: mashinostroenie, 
1989. – 224 s. (rus)

3. Savel’ev A.Ia. Prikladnaia teoriia tsifrovykh 
avtomatov. – moscow: vyssh. shkola, 1987.  
– 272 s. (rus).

4. Maliugin V.D. Parallel’nye logicheskie 
vychisleniia posredstvom arifmeticheskikh 
polinomov. – moscow: fizmatlit, 1997. – 192 s. 
(rus)

5. Fin’ko O.A. Realizatsiia sistem bulevykh 
funktsii bol’shoi razmernosti metodami moduliarnoi 
arifmetiki / avtomatika i telemekhanika. – 2004.  
– № 6. – S. 37–60. (rus)

6. Babash A.V., Shankin G.P. Kriptografiia; pod 
red. v.P. Sherstiuka, e.a. Primenko. – moscow: 
SoLoN-P gutmann PReSS. – 512 s. (rus)

7. Shnaier B. Prakticheskaia kriptografiia.  
– moscow: id «vil’iams», 2005. – 424 s. (rus)

8. Forouzan B.A. Kriptografiia i bezopasnost’ setei: 
Ucheb. posobie; per. s angl.; pod red. a.N. Berlina. 
– moscow: internet-Universitet informatsionnykh 
tekhnologii: BiNom. Laboratoriia znanii, 2010.  
– 784 s. (rus)

9. Fin’ko O.A., Dichenko S.A., Vishnevskii A.K. 
Samoproveriaemyi spetsializirovannyi vychislitel’ 

sistem bulevykh funktsii / Patent Rossii № 2485575, 
20.06.2013. (rus)

10. Fin’ko O.A., Vishnevskii A.K., Dichenko 
S.A., Samoilenko D.V. i dr. arifmeticheskii vy-
chislitel’ sistem bulevykh funktsii / Patent Rossii  
№ 2461868, 20.09.2012. (rus)

11. Fin’ko O.A., Sul’gin S.M., Shcherbakov 
A.V. i dr. Samoproveriaemyi moduliarnyi vychis-
litel’ sistem logicheskikh funktsii / Patent Rossii  
№ 2417405, 27.04.2011. (rus)

12. Fin’ko O.A., Shcherbakov A.V. moduliarnyi 
vychislitel’ sistem logicheskikh funktsii / Patent 
Rossii № 2417303, 16.11.2009. (rus)

13. Dichenko S.A., Vishnevskii A.K., Fin’ko 
O.A. Realizatsiia dvoichnykh psevdosluchainykh 
posledovatel’nostei lineinymi chislovymi polinomami 
/ izv. iuzhnogo federal’nogo un-ta. tekhnicheskie 
nauki. –2011. – № 12 – S. 130–140. (rus)

14. Dichenko S.A., Fin’ko O.A. algoritm gen-
eratsii blochnoi PSP, osnovannyi na primenenii 
logiko-chislovykh form / izv. iuzhnogo federal’nogo 
un-ta. tekhnicheskie nauki. –2012. –№ 12.  
– S. 158–166. (rus)

15. Yanushkevich L., Shmerko V., Lyshevski S. 
Logic design of nanoics. – cRc Press, 2005.

16. Akushskiy I.Ya., Yuditskiy D.I. mashinnaya 
arifmetika v ostatochnykh klassakh. – мoscow: Sov. 
radio, 1968. – 440 s. (rus)

 СанктПетербургский государственный политехнический университет, 2013

ДИЧЕНКО Сергей Александрович – адъюнкт филиала Военной академии связи (г. Краснодар).
350035, россия, г. краснодар, ул. красина, д. 4.

DIChENKO, Sergey A. Military Academy of Communications (Krasnodar).
350035, Krasin Str. 4, Krasnodar, Russia

ЕЛИСЕЕВ Николай Иванович – доцент кафедры специальной техники филиала Военной академии 
связи (г. Краснодар),  кандидат технических наук.

350035, россия, г. краснодар, ул. красина, д. 4.

ELISSEEV, Nikolai I. Military Academy of Communications (Krasnodar).
350035, Krasin Str. 4, Krasnodar, Russia

ФИНЬКО Олег Анатольевич – профессор кафедры обеспечения безопасности информации в авто-
матизированных системах филиала Военной академии связи (г. Краснодар), доктор технических наук, 
профессор.

350035, россия, г. краснодар, ул. красина, д. 4.
e-mail: ofinko@yandex.ru; URL: http://финько.рф

FINKO, Oleg A. Military Academy of Communications (Krasnodar).
350035, Krasin Str. 4, Krasnodar, Russia
e-mail: ofinko@yandex.ru; URL: http://ofinko.ru



Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (176) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

150

УДК 681.3.07

О.П. Малофей, Ю.О. Щелкунова 

ПОДХОД К СОЗДАНИЮ СтРУКтУРНОГО КОДА ДЛя ЗАПИСИ  
И СЧИтЫВАНИя ДАННЫХ В ЗАПОМИНАЮЩИХ УСтРОйСтВАХ  

ИНФОтЕЛЕКОММУНИКАцИОННЫХ СИСтЕМ

O.P. Malofey, Yu.O. Shchelkunova 

APPROACH TO THE CREATION OF A STRUCTURAL CODE TO WRITE 
AND INCLUDE THE DEPLOYMENT OF DATA IN A STORAGE DEVICE 

INFOTELECOMMUNICATION SYSTEMS

Предложен подход к созданию структурного кода, на основе которого разработан способ записи 
и считывания данных в запоминающем устройстве, сокращающий в полтора раза объем задей-
ствованной памяти и, следовательно, улучшающий в соответствующее число раз ее надежностные, 
массо-габаритные и энергоемкостные показатели. синтезированный код гарантированно исправля-
ет модульные ошибки и применим для контроля работоспособности элементов памяти. Представле-
ны также отказоустойчивые структуры памяти для 8-, 16- и 32-разрядных форматов представления 
данных.

коДы ИсПраВленИЯ ошИбок. УстройстВо ВВоДа/ВыВоДа. конечные 
ПолЯ.

the paper presents  way for generating of a structural code, the basis for treating of the method for 
recording and reading of data in the storage, which can decrease the size of memory in one and a half time 
and, consequently, increase its indexes of reliability, dimension and capacity of the energy in few times. 
the synthesis code  securely corrects modular errors and can be applied for the control of workability of the 
units of memory. also we can see here fault-tolerant structures of the memory for 8-, 16- and 32-positional 
formats of the data notation.

eRRoR coRRectioN codeS. device iNPUt / oUtPUt. fiNite fieLdS.

рост объема массивов данных и инте-
грации элементной базы с одной стороны 
и уменьшение  времени  обращения  к  за-
поминающему устройству (зУ) с другой 
– накладывают жесткие рамки на вероят-
ностные характеристики, тракта «записи – 
хранение – воспроизведение» информации 
в автоматизированной системе управления 
(асУ). При этом очевидно, что для зУ име-
ют место как случайные неповторяющие-
ся сбои (ошибки), так и систематические 
ошибки различной кратности. Причем ин-
тенсивность сбоев интегральных схем (Ис) 
зУ на один–два порядка выше чем интен-
сивность отказов [1]. борьба с данными 
ошибками наиболее сложна и разделяется 
на методы аппаратного и программного 

контроля. Из всего многообразия методов 
борьбы с ошибками в зУ для асУ, не до-
пускающей факта наличия катастрофиче-
ской ошибки, широкое применение нашел 
метод мажоритарной обработки хранимой 
информации.

очевидно, что при известной избыточ-
ности данного метода он полностью оправ-
дывает себя с точки зрения исправления 
ошибок [2], однако его применение в зУ 
асУ связано со следующими трудностями:

во-первых, при N = 2m – 1-кратном 
повторении сообщения и m >2 сложность 
второй решающей схемы, реализующей ма-
жоритарный метод повышения достоверно-
сти (мПД), возрастает [3];

во-вторых, мажоритарный метод аппа-
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(1)

ратурного резервирования абсолютно не-
приемлем для контроля технического со-
стояния зУ, т. к. при исправлении ошибки 
невозможно определить место ее нахожде-
ния.

решение данной проблемы возможно, 
если использовать подход создания струк-
турного кода, удовлетворяющего следую-
щим условиям: 

код должен надежно защищать каждый 
байт информации (машинного слова) от 
сбоев и групповых ошибок длины до j = 8;

должен иметь избыточность, существен-
но меньшую, чем троирование. Процедуры 
кодирования и декодирования не должны 
требовать дополнительного тактирования и 
вносить задержку во временную диаграмму 
«запись – считывание»; 

код должен быть приемлем для контро-
ля технического состояния зУ.

Алгоритм  кодирования

Вход : машинное слово, состоящее из 
двух байтов W A B= , где А = (a1, а2, a3, …, 
a8), B = (b1, b2, b3, …, b8).

Выход : слово памяти из четырех байтов, 
являющееся кодовым вектором  кода V:

V = A|B|C|D.

метод : для байтов входного машинного 
слова aiB и матрицы Р размера 8 8×  вида

     

 ,

     

I

P Y

X

 
 = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
  







где I – единичная матрица размера 7 7× ; 
Y – вектор-столбец из единиц; X – вектор-
строка из нулей. определим проверочные 
байты С и D как

, ,C A B D A BP= ⊕ = ⊕

где BP = (b0, b1, …, b7), 
8

0
1

mod 2.i
i

b b
=

= ∑
Алгоритм декодирования

Вход : слово памяти из четырех бай-
тов, возможно, содержащее ошибки:

* * * * * .V A B C D=

Выход : машинное слово из двух байтов 
с исправленными ошибками W A B=  или 

сигнал отказа от декодирования q = 1.
метод : полагая q = 0 (т. е. процеду-

ра декодирования выполняется), вычислим 
синдром ошибки S = S1S2, где

* * *
1 ,S A B C= ⊕ ⊕  * * *

2 .S A B P D= ⊕ ⊕

рассмотрим возможные значения син-
дромов при возникновении ошибок в 
различных байтах, а также докажем, что 
предложенный алгоритм удовлетворяет ис-
ходному условию 2, т. е. код исправляет 
любой одиночный модуль ошибки длиной  
j = 8 в слове памяти.

Дока з а т ельс тво : положим
* ,aA A e= ⊕  * ,bB B e= ⊕  * ,cC C e= ⊕  

* ,dD D e= ⊕

где ех – модуль ошибки в байте X, возможно, 
имеющей место.

тогда из (1) и (2) следует:

1 ,a b cS e e e= ⊕ ⊕  2 .a b dS e e P e= ⊕ ⊕

анализ значения синдромов S1 и S2 дает 
следующие ситуации:

1. если ea = eb = ес = еd = 0, то S1 = S2= 0, 
что соответствует отсутствию ошибок.

2. если еа = eb = ес = 0, a ed ≠ 0, то S1= 0, 
S2 ≠ 0, что соответствует ошибке в байте D. 
Исправление имеющейся ошибки ed имеет 
вид:

D = D*⊕ S2.

3. если еа = еb = ed = 0, а ес ≠ 0, то S1 ≠ 0, 
S2 = 0, что соответствует ошибке в байте С. 
Исправление имеющейся ошибки ес имеет 
вид:

C = C* ⊕ S1.

4. если еb = ес = ed = 0, а еb ≠ 0, то  
S1 = S2 ≠ 0, что соответствует ошибке в бай-
те А. Исправление имеющейся ошибки еа 
имеет вид:

A = A* ⊕ S1.

5. если еа = ес = ed = 0, а еb ≠ 0, то  
S1 = eb, S2 = ebP, то есть S1P = S2 ≠ 0, что со-
ответствует ошибке в байте В. Исправление 
имеющейся ошибки еb имеет вид:

B = B*⊕ S1.

6. Все остальные случаи ведут к отказу 

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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от декодирования (q ≥ 1), т. е. вызваны от-
казом более одного корпуса микросхем па-
мяти зУ, при этом групповыми ошибками 
поражены два и более байта слова памяти.

таким образом, случаи 1...5 охватыва-
ют все возможные виды ошибок в одном 
модуле слова памяти. Для завершения до-
казательства осталось лишь показать, что 
при одиночном модуле ошибок ситуации 
из пунктов 4 и 5 не могут иметь место 
одновременно, т. е. нужно показать, что  
X = ХР тогда и только тогда, когда X = 0.

Пусть X = (x1, x2, х3, ..., x8), тогда  

ХР = (x0, x1, х2, ..., x7), где 
8

0
1

mod 2.i
i

x x
=

= ∑  

если (x1, x2, х3, ..., x8) = (x0, x1, х2, ..., x7), то 
x0= x1 = x2= …= x7 = x8.

это возможно лишь при xi = 0, так как 
при хi =1 сумма х0 = 0, где 1,8.i =

определим избыточность полученно-
го кода как отношение информационных 
символов к сумме информационных и про-
верочных:

16
0,5,

32

A B

A B C D

+
ξ = = =

+ + +

где A B C D= = =  – длина информаци-
онного байта.

рассмотрим теперь предложенный код 
и процедуру декодирования с точки зре-
ния дополнительных условий, заданных 
вначале.

1. код защиты двухбайтового слова име-
ет избыточность 16 бит (0,5) и исправляет 
модуль ошибки длины 8, согласно [3] такой 
код удовлетворяет условию минимальной 
избыточности. Проведем сравнение извест-
ного и предложенного алгоритмов записи 
по величине объема задействованной памя-
ти. Для выполнения трижды дублирован-
ной записи информационного слова разме-
ра n двоичных символов известный способ 
требовал наличия памяти объемом П1= 3n. 
Предложенный способ имеет избыточность 
0,5, т. е. для записи информационного сло-
ва той же длины потребуется объем памяти 
П2 = 2n, при этом сохранится возможность 
мажоритарной обработки информации. со-
кращение ресурса задействованной памяти 
составляет

1

2

П 3
1,5.

П 2
n
n

ξ = = =

2. как было доказано выше, декодер ис-
правляет сбои и ошибки в каждом машин-
ном слове, независимо от их характера и 
причин возникновения [4].

3. схема кодера и декодера строится из 
стандартных логических элементов без па-
мяти и поэтому не нуждается в тактирова-
нии, а вносимая ими задержка не превыша-
ет время переключения данных элементов.

4. оценка частоты возникновения нену-
левых синдромов S1 и S2 позволяет сделать 
вывод о случайности или систематичности 
возникновения ошибок, что применимо 
для контроля технического состояния эле-
ментов (модулей) зУ.

следовательно, синтезированный код 
удовлетворяет заданным нами условиям и 
применим для исправления случайных и 
систематических групповых ошибок, воз-
никающих в зУ модульного типа, а также 
для технического контроля элементов дан-
ных зУ в резервированных системах памя-
ти [5], что позволяет достичь сокращения 
задействованного объема зУ в 1,5 раза и во 
столько же раз улучшить его надежностные 
и массогабаритные показатели.

структурная схема реализации предло-
женного алгоритма приведена на рисунке.

рассмотренная отказоустойчивая струк-
тура для 8-разрядных эВм строится из 
модулей памяти вида i NK× . однако по-
стоянный рост скорости обработки масси-
вов информации требует ее дальнейшего 
распараллеливания, т. е. применения 16- 
и 32-разрядных шин и соответствующего 
формата представления данных. Выполним 
математическое описание предложенно-
го способа и построим отказоустойчивую 
структуру памяти для 16- и 32-разрядных 
эВм из модулей вида 4 NK×  [6].

отказоустойчивую структуру будем 
представлять четверкой неотрицательных 
чисел (ν, N, m, d), где ν – разрядность моду-
ля памяти; N – число модулей памяти, по-
крывающее слово избыточной структуры; 
m – число модулей, покрывающее машин-
ное слово; d – допустимое число отказов 
модулей. В этих обозначениях (1, 16, 16, 0) 
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и (1, 32, 16, 1) представляют безубыточную 
структуру и структуру с кодом Хэмминга 
из модулей вида i NK× , а четверка (ν, 3m,  
m, 1) – троированную структуру из модулей 
вида NKν × . модульный код для отказо-
устойчивой структуры памяти должен так-
же удовлетворять четырем условиям, ука-
занным ранее.

Введем обозначения: а – машинное 
слово, вектор над gf [3]; a  – длина век-
тора a; wt(a) – вес Хэмминга вектора а; 

0 1 1... ma a a a −=  – представление вектора а 
в виде последовательности подблоков дли-
ны ν; (a)(i) – циклический сдвиг вектора 
а на i разрядов вправо; а> – вектор длины 

1,a −  полученный из вектора а удалением 
крайней правой координаты.

определим код V как множество векто-
ров вида:

0 1 1 0 1 ... mV a a a c c−= ,

где ai – подблоки машинного слова; сi – 
проверочные подблоки

1

0
0

,
m

i
i

c a
−

=

= ∑  
1

1
0

 ( 0 ( ) ) .
m

i
i

c a i
>−

=

 
=  
 
∑

соотношения (8) и (9) задают процеду-
ру кодирования в систематической форме 
для кода V с параметрами (ν (m+2), νm). 
При считывании информации из памяти на 
вход декодера поступает слово

0 0 1 1

m-1 1 0 1 1

 ...

... a ,m m m

V e a e a e

e c e c e− +

⊕ = ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕
где е – вектор ошибки, который в наших 

(8)

способ записи и считывания информации с исправлением модульных ошибок

(9)

(10)
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предположениях содержит ровно один не-
нулевой подблок еi. По (10) вычисляется 
вектор синдрома ошибки:

0 1

1

0 0
0

1

0

1

1 1 1
0

1

1
0

( )

.

( 0 )( )

( 0 )( )

m

m i i
i

m

m i
i

m

m i i
i

m

m i
i

S S S

S c e a e

e e

S c e a e i

e e i

−

=

−

=

>−

+
=

>−

+
=




=

 = ⊕ ⊕ ⊕ =

= ⊕

   = ⊕ ⊕ ⊕   

  
= ⊕  

 

∑

∑

∑

∑
Из (11) следует, что

0 1

,  если 0

0,   если 0

,  если 0,  0

m m

m

i i

e e

S e

e e i m
+

 ≠


= ≠
 ≠ ≤ ≤

1 1 1

0, если 0

, если 0 .

((  0 )( )) , если 0, 0

m

m m

i i

e

S e e

e i e i m
+ +

>

 ≠
= ≠
 ≠ ≤ ≤

таким образом, если S0 или S1 равны 
нулю, то информационные подблоки слова 
V не содержат ошибок.

При S0, S1 ≠  0, S0 дает значение модуля 
ошибки, a S1 позволяет найти номер i под-
блока, в котором эта ошибка произошла. 
число i может быть определено перебором, 
как решение уравнения:

1 0(( 0 )( )) , 0, 1.S S i i m>= = −1 0(( 0 )( )) , 0, 1.S S i i m>= = −  

рассмотрим условия, при которых (14) 
имеет единственное решение.

теорема . если ν + 1 простое число и 
m ≤  ν + 1, то уравнение (14) имеет един-
ственное решение, отличное от нулевого.

Дока з а т ельс тво .
1. Для того чтобы уравнение x = (x)(i) 

имело решение, необходимо, чтобы х был 
периодической последовательностью с дли-
ной периода, равной общему делителю чи-
сел ν + 1 и i, но при простом ν + 1 имеется 
только тривиальный делитель 1. Имеются 
две последовательности, состоящие из по-
следовательностей периода 1:

х = (0 0 … 0) – соответствует отсутствию 
ошибок;

х = (1 1 … 1) – такой вид вектора не до-
пускается по построению (см. (14)).

2. wt(x – (x)(i)) ≥  2, так как веса х и  
(x)(i) одинаковые.

3. wt(x* – ((x)(i))*) ≥  1. соотношения 
1, 2 и 3 выполняются при 0 < i < ν, что и 
требовалось доказать.

Для 16-разрядной эВм и модулей па-
мяти вида 4 NK×  код V непосредственно 
приводит к структуре (4, 6, 4, 1) [6].

Для 32-разрядной эВм непосредствен-
ное использование кода V невозможно, т. к. 
m = 8, что больше ν + 1.

определим код W как множество, со-
стоящее из векторов

0 1 7 0 1 2... ,W a a a с с с=

где 
7

0
0

;i
i

с a
=

= ∑  
3

1
0

( 0 )( ) ;i
i

с a i
>

=

 
=  
 
∑  

3

2 4
0

( 0 )( ) .i
i

с a i
>

+
=

 
=  
 
∑  

Вектор синдрома ошибки 0 1 2 ,S S S S=  
при этом

8 8

9 9

10 10

0 0 ,  если 0;

0 0 ,  если 0;

0 0 ,  если 0;

(( 0 )( )) 0 ,  

если 0;0 3;

0 (( 0 )( )) , 

если 0;4 7.

i i

i

i i

i

S e e

S e e

S e e

S e e i

e i

S e e i

e i

>

>

 = ≠

 = ≠

 = ≠
 =
 ≠ ≤ ≤
 =

 ≠ ≤ ≤


таким образом, для 32-разрядных эВм 
и модулей памяти вида 4 NK×  код W при-
водит к структуре (4, 11, 8, 1) [6].

осталось лишь показать, что предло-
женный способ допускает реализацию ма-
жоритарной обработки информации при де-
кодировании, для чего выполним с учетом 
(1) следующие действия:

1

2

3

;

;

A A

C B A B B A

D BP A BP BP A

= 
⊕ = ⊕ ⊕ = 
⊕ = ⊕ ⊕ = 

(11)

(13)

(15)

(12)

(14)

(17)

(16)

=
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1

2

3

;

;

.

B B

C A A B A B

D A A BP A B P

= 
⊕ = ⊕ ⊕ = 
⊕ = ⊕ ⊕ = 

то есть по значениям декодируемых 
слов кодового вектора W = |А|В|С|D каждое 
из исходных слов А и В может быть трижды 
восстановлено независимыми путями, по-
сле чего возможна их мажоритарная обра-
ботка по методу «два из трех».

В статье предложен подход к созданию 
структурного кода, который гарантирован-
но исправляет модульные ошибки и может 
применяться для контроля работоспособ-
ности памяти.

разработан способ записи и считывания 
данных в запоминающем устройстве.

Представлены отказоустойчивые струк-
туры памяти для 8-, 16- и 32-разрядных 
форматов представления данных.

(18)

СПИСОК ЛИтЕРАтУРЫ

1. Бородин, Г.А. методы расчета надежности 
запоминающих устройств [текст] / Г.а. боро-
дин, В.а. Иванов // зарубежная радиоэлектро-
ника. –1989. –№ 2. –с. 92–111 с.

2. Саганович, Ю.Л. кодовая защита опера-
тивной памяти эВм от ошибок [текст] / Ю.л. 
саганович // автоматика и телемеханика. –1991. 
–№ 5. –с. 3–45.

3. Бояринов, Н.М. Помехоустойчивое коди-
рование числовой информации [текст] / н.м. 
бояринов. –м.: наука, 1983.

4. Малофей, О.П. алгоритм записи и считы-

вания информации в мажоритарно резервирован-
ной памяти [текст] / о.П. малофей // системи 
обробки iнформацii. – Харьков. –2006. –Вiп. 8 (57).  
– с. 3–6.

5. Баринов, В.В. сверхбольшие интеграль-
ные микросхемы оперативных запоминающих 
устройств [текст] / В.В. баринов, а.с. березин, 
В.Д. Вернер [и др.]. –м.: радио и связь, 1991.

6. Камыш, А.В. отказоустойчивая структура 
памяти для 8-, 16- и 32-разрядных эВм [текст] / 
а.В. камыш, а.В. ткаченко // сб. тезисов iii нтк 
кВВкИУ рВ 19-20.09.1995. –краснодар, 1996.

REFERENCES

1. Borodin G.A., Ivanov V.A. metody rascheta 
nadezhnosti zapominaiushchikh ustroistv / 
Zarubezhnaia radioelektronika. – № 2. – 1989.  
– 92–111 s. (rus)

2. Saganovich Iu.L. Kodovaia zashchita 
operativnoi pamiati evm ot oshibok / avtomatika i 
telemekhanika. – № 5. – 1991. –S. 3–45. (rus)

3. Boiarinov N.M. Pomekhoustoichivoe 
kodirovanie chislovoi informatsii. – moscow: 
Nauka, 1983. (rus)

4. Malofei O.P. algoritm zapisi i schityvaniia 

informatsii v mazhoritarno rezervirovannoi pamiati 
/ Sistemi obrobki informatsii. – Khar’kov, 2006.  
– vipusk 8(57). – S. 3–6. 

5. Barinov V.V., Berezin A.S., Verner V.D. 
i dr. Sverkhbol’shie integral’nye mikroskhemy 
operativnykh zapominaiushchikh ustroistv.  
– moscow: Radio i sviaz’, 1991. (rus)

6. Kamysh A.V., Tkachenko A.V. otkazo-
ustoichivaia struktura pamiati dlia 8-, 16- i 32-
razriadnykh evm / Sb. tezisov iii NtK KvvKiU 
Rv 19-20.09.1995. – Krasnodar, 1996. (rus)

МАЛОФЕЙ Олег Павлович – профессор кафедры высшей алгебры и геометрии  Института матема-
тики и естественных наук Северо-Кавказского федерального университета, кандидат технических наук.

355000, россия, г. ставрополь, пр. кулакова, д. 2. 

MALOFEY, Oleg P. North-Caucasian Federal University.
355000, prosp. Kulakova 2, Stavropol, Russia.

ЩЕЛКУНОВА Юлия Олеговна – доцент кафедры прикладной математики и информатики Став-
ропольского государственного аграрного университета, кандидат технических наук.

355000, россия, г. ставрополь, ул. шеболдаева, д. 11а.

ShChELKUNOVA, Yulia O. Stavropol State Agrarian University.
355000, Sheboldaeva Str. 11a, Stavropol, Russia.

 СанктПетербургский государственный политехнический университет, 2013



Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (176) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

156

УДК 517.518.82 

П.К. Корнеев, И.А. Журавлёва

ПОСтРОЕНИЕ НАИЛУЧШИХ СРЕДНЕКВАДРАтИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ, 
ПРИБЛИЖАЮЩИХ ФУНКцИЮ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫЕ

P.K. Korneyev, I.A. Zhuravleva

CONSTRUCTING BEST MEAN-SQUARE POLYNOMIALS APPROxIMATING  
A FUNCTION AND ITS DERIVATIVES

Предложен прямой метод построения полинома m-й степени наилучшего среднеквадратическо-
го приближения, аппроксимирующий одновременно и функцию, и ее производные до m-го поряд-
ка. эти полиномы близки к полиномам наилучших равномерных приближений.

аППроксИмацИЯ. ПолИномы наИлУчшИХ раВномерныХ ПрИблИЖенИй. 
ПолИномы среДнекВаДратИческИХ ПрИблИЖенИй. чебышЁВскаЯ норма 
фУнкцИй.

the paper proposes a direct method for constructing a polynomial of degree m-best mean approximation 
that approximates both the function and its derivatives up to the m-th order. these polynomials are close to 
polynomials of best uniform approximations.

aPPRoXimatioN. BeSt UNifoRm PoLyNomiaL aPPRoXimatioN. PoLyNomiaL 
aPPRoXimatioNS of tHe RmS. cHeBySHev NoRm fUNctioNS.

Вопросу приближения функций по-
линомами наилучшего приближения по-
священа журнальная [1], монографическая 
[2–4], справочная [5–6] и учебная [7] ли-
тература. 

алгоритмы построения полиномов наи-
лучшего приближения носят итерацион-
ный характер [1, 2, 7]. но как оказалось, 
полиномы наилучшего равномерного при-
ближения плохо приближают производные 
функций [6], а полином наилучшего сред-
неквадратического приближения, постро-
енный предлагаемым методом, не только 
хорошо приближает данную функцию на 
отрезке, но и ее производные.

1. Пусть аналитически заданную функ-
цию ( )y f x= , имеющую на отрезке [ , ]a b  
m производных ( ),f x′  ( ),f x′′  …, ( )( )mf x   
( ( )( )mf x  может иметь разрыв первого рода), 
необходимо приблизить вместе с этими 
производными при помощи многочлена 
степени m:

0

( ) ,
m

j
m j

j

P x a x
=

= ∑ .

это значит, что функция f(x) приближа-
ется многочленом (1), производная ( )f x′  
приближается производной от многочлена 
(1), производная ( )f x′′  приближается вто-
рой производной от многочлена (1) и т. д. 
многочлен, приближающий i-ю произво-
дную, будет иметь вид:

( ) 1

0

!
( ) .

( 1 ) !

m
i j

m j
j

j
P x a x

j i
−

=

=
+ −∑

В частности, производная ( )( )mf x  бу-
дет приближаться постоянным числом 

( )( ) ! .m
m mP x m a=

2. Введем обозначения:

( ) ( ) 2( ( ) ( )) , 1, 2, …, ,
b

j j
j m

a

S f x P x dx j m= − =∫
(0)( ) ( ),f x f x=  (0)( ) ( );m mP x P x=

0 1( , , …, ) ,j j m ja a a SΦ = Φ =  1, 2, , .j m= 

Поставим задачу: среди многочленов 
m-й степени (1) найти такой, который реа-
лизует минимум каждого из выражений (4) 
одновременно.

Указанный минимум существует, т. к. 
выражения jΦ  как функции от 0 1, , …, ma a a  

(1)

(2)

(3)

(4)
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представляют собой многочлены второй 
степени, кроме того, 0.jΦ ≥

Для определения тех значений ja , при 
которых jΦ  обращается в минимум, со-
ставляем следующую систему линейных 
уравнений:

0,j

ja

∂Φ
=

∂
0, 1, , .j m= 

В развернутом виде система (5) имеет 
вид:

( ) ( )2 ( ( ) ( )) ! 0
b

j j j
m

j a

f x P x j dx
a

∂Φ
= − − =

∂ ∫

или

( ) ( )( ( ) ( )) 0,
b

j j
m

a

f x P x dx− =∫
то есть

( ) ( )( ) ( ) ,
b b

j j
m

a a

f x dx P x dx=∫ ∫ 0, 1, ,j m=  .

Последняя система представляет систе-
му m+1  линейных уравнений относительно 
параметров 0 1, , …, :ma a a

,Aa f=
где матрица

(5)

2 3 4

2 3 1

2 2

3

4

0 1! 2 3 4

3 ! 4 ! !
0 0 2 !

1! 2 ! ( 2) !

4 ! !
0 0 0 3 !

1! ( 3) !

!
0 0 0 0 4 !

( 4) !

b b b b b b
m

a a a a a a

b b b b b
m

a a a a a

b b b b
m

a a a a

b b b
m

a a a

b
m

a a

dx xdx x dx x dx x dx x dx

dx xdx x dx x dx m x dx

m
dx xdx x dx x dx

m

A m
dx xdx x dx

m

m
dx x dx

m

−

−

−

−

⋅
−

=
⋅

−

⋅
−

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫











0 0 0 0 0 !

b

b

a

m dx

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ⋅
  

∫

∫

      



является верхней треугольной матрицей и 
0jjA ≠  ( 0, 1, , )j m=  ;

t
0 1[ , , …, ] ,ma a a a=

t

( )( ) , ( ) , , ( ) .
b b b

m

a a a

f f x dx f x dx f x dx
 

′=  
 
∫ ∫ ∫

таким образом, система (7) имеет един-
ственное решение 0 1, , , ,ma a a , которое 
будет давать наименьшие значения инте-
гралам jS  ( 0, 1, , )j m=  . Подставляя най-
денное решение в формулу (1), получим 
искомый полином, решающий поставлен-
ную выше задачу.

3. Приведем расчетные формулы опре-
деления коэффициентов 0 1, , , ma a a  для 
некоторых частных случаев.

3.1. В случае аппроксимации функ-
ции ( )f x  многочленом первой степени 

1 0 1( )P x a a x= +  система (7) будет иметь вид

2 2

0 1( ) ( ) ,
2

b

a

b a
b a a a f x dx

−
− + ⋅ = ∫

1( ) ( ) .
b

a

b a a f x dx′− = ∫
решая ее, мы получаем искомые коэф-

фициенты 1 0,a a :

1

1
( ) ,

b

a

a f x dx
b a

′=
− ∫

0 1

1
( ) .

2

b

a

b a
a f x dx a

b a
+

= − ⋅
− ∫

3.2. При аппроксимации функ-
ции ( )f x  многочленом второй степени 

2
2 0 1 2( )P x a a x a x= + +  система (7) будет 

иметь вид
2 2 3 3

0 1 2( ) ( ) ,
2 3

b

a

b a b a
b a a a a f x dx

− −
− + ⋅ + ⋅ = ∫

(6)

(7)
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2 2
1 2( ) ( ) ( ) ,

b

a

b a a b a a f x dx′− + − = ∫

22( ) ( ) .
b

a

b a a f x dx′′− = ∫
решая ее, мы получим искомые коэф-

фициенты 2 1 0, ,a a a :

2

1
( ) ,

2( )

b

a

a f x dx
b a

′′=
− ∫  

1 2

1
( ) ( )

b

a

a f x dx b a a
b a

′= − + ⋅
− ∫ ,

0 1

2 2

2

1
( )

2

.
3

b

a

b a
a f x dx a

b a

b ba a
a

+
= − ⋅ −

−

+ +
− ⋅

∫

3.3. При аппроксимации ( )f x  многочле-
ном третьей степени 2 3

2 0 1 2 3( )P x a a x a x a x= + + +
2 3

2 0 1 2 3( )P x a a x a x a x= + + +  получим следующие значения коэф-
фициентов 3 2 1 0, , ,a a a a :

3

1
( ) ,

6( )

b

a

a f x dx
b a

′′′=
− ∫  

2 3

1 3
( ) ( ) ,

2( ) 2

b

a

a f x dx b a a
b a

′′= − ⋅ + ⋅
− ∫

1

2 2
2 3

1
( ) ( )

( ) ,

b

a

a f x dx b a
b a

a b ba a a

′= − + ×
−

× − + + ⋅

∫

0 1

2 2 2 2

2 3

1
( )

2

( )( )
.

3 4

b

a

b a
a f x dx a

b a

b ba a b a b a
a a

+
= − ⋅ −

−

+ + + +
− ⋅ − ⋅

∫

4. Приведем значения коэффициентов 
приближающих полиномов для функции 

sin( )y x=  на отрезке 0; .
4
π 

  

а) 
3

0

sin( ) ,k
k

k

x a x
=

≈ ∑  4

0;
4

2,1 10r −
 
  

π < ⋅

a0 2,0002⋅10–4 a2 –9,6849⋅10–3

a1 1,0005 a3 –0,1501

б)
4

0

sin( ) ,k
k

k

x a x
=

≈ ∑  5

0;
4

5,5 10r −
 
  

π < ⋅

a0 2,93988⋅10–6 a3 –0,17446

a1 1,00048 a4 0,01554

a2 –1,00011⋅10–4

в) 
5

0

sin( ) ,k
k

k

x a x
=

≈ ∑  6

0;
4

3 10r −
 
  

π < ⋅

a0 2,939875⋅10–6 a3 –0,166747

a1 1,000007 a4 8,071007⋅10–4

a2 –1,000112⋅10–4 a5 7,502623⋅10–3

г) 
6

0

sin( ) ,k
k

k

x a x
=

≈ ∑  7

0;
4

5,6 10r −
 
  

π < ⋅

a0 4,5352811⋅10–8 a4 8,358343⋅10–6

a1 1,0000071 a5 8,7230117⋅10–3

a2 –1,4703024⋅10–6 a6 –5,1794893⋅10–4

a3 –0,1667472

д) 
7

0

sin( ) ,k
k

k

x a x
=

≈ ∑  8

0;
4

4,6 10r −
 
  

π < ⋅

a0 4,5352811⋅10–8 a4 8,3335025⋅10–6

a1 1,0000001 a5 8,3373575⋅10–3

a2 –1,4703024⋅10–6 a6 –2,6902553⋅10–5

a3 –0,1666678 a7 –1,7863419⋅10–4

оценим в этом случае качество прибли-
жений производных данной функции по-
строенным полиномом седьмой степени.

Пусть ( )f x  – данная функция; ( )P x  –  
приближающий полином седьмой степе-
ни; ( ),f x′  ( ),f x′′  ( ),f x′′′  (4)( )f x  – про-
изводные данной функции; ( ),P x′  ( ),P x′′  

( ),P x′′′  (4)( )P x  – производные приближа-
ющего полинома ( )P x ; ( ) ( )( ) ( )i i

ir f x P x= −  
( 0, 1, 2, 3, 4)i =  – погрешности. тогда

7

0;
4

( ) ( ) 3,8 10 ,f x P x −
π 

  

′ ′− < ⋅

6

0;
4

( ) ( ) 3 10 ,f x P x −
π 

  

′′ ′′− < ⋅

5

0;
4

( ) ( ) 2,5 10 ,f x P x −
π 

  

′′′ ′′′− < ⋅

(4) (4) 4

0;
4

( ) ( ) 2,1 10 .f x P x −
π 

  

− < ⋅

5. сравним качество аппроксимаций по-
линомом седьмой степени наилучшего при-
ближения и полиномом седьмой степени, 
построенным описанным выше методом.

Имеем
3

2 1
7 2 1

0

sin ( ) ,
4

k
k

k

x p x b x +
+

=

π ⋅ ≈ = 
 

∑
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[ ]

9
7

1; 1

sin ( ) 1,2 10 ,
4

x p x −

−
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где 7( )p x  – полином наилучшего прибли-
жения [1]. 
В нашем случае

8
7 0;

4

sin( ) ( ) 4,6 10 .x P x −
π 

  

− < ⋅

наилучшие среднеквадратические по-
линомы строятся просто, однако качество 
приближения в этом случае хуже прибли-
жения полиномами наилучшего равномер-
ного приближения примерно на порядок.
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