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УДК 004:046

О.А. Ефремова, С.В. Павлов, А.В. Соколова

ИНТЕГрАцИЯ ТрЕхМЕрНых МОДЕЛЕй  
ПОТЕНцИАЛьНО ОПАСНых ОбъЕКТОВ В рЕГИОНАЛьНуЮ СИСТЕМу 

ИНфОрМАцИОННОй ПОДДЕржКИ ПрИНЯТИЯ рЕшЕНИй 

O.A. Efremova, S.V. Pavlov, A.V. Sokolova

INTEGrATION Of ThrEE-DIMENSIONAL MODELS  
Of POTENTIALLY DANGErOuS ObjECTS IN rEGIONAL SYSTEM  

Of INfOrMATION DECISION MAKING SuPPOrT

Рассмотрена проблема интеграции трехмерных моделей потенциально опасных объектов в Гео-
информационную систему органов исполнительной власти Республики Башкортостан. В качестве 
одного из подходов к ее решению предложена модифицированная схема, учитывающая интеграцию 
на уровне данных и сервисов. Для выявления более тесных связей между объектами интеграции 
введено теоретико-множественное описание пространственной информации в составе трехмерной 
модели потенциально опасного объекта и геоинформационной системы региона в целом. В соответ-
ствии с предложенным описанием и схемой интеграции разработан алгоритм и интерфейс работы 
с трехмерными моделями потенциально опасных объектов в составе Геоинформационной системы 
органов исполнительной власти Республики Башкортостан.

интеГРация; пРостРанстВенная инфоРмация; тРехмеРная моДель; по-
тенциально опасный оБъект; теоРетико-множестВенное описание; оБе-
спечение инфоРмационной поДДеРжки пРинятия Решений по упРаВле-
нию РеГионом.

The article considers the problem of integration of three-dimensional models of potentially dangerous 
objects in geographic information systems executive agencies of the Bashkortostan Republic. One of 
solutions this problem is proposed modified integration scheme of three-dimensional models of potentially 
dangerous objects in Geographic information systems executive agencies of the Bashkortostan Republic, in 
respect that the integration on data and services levels. To identify closer links between integration objects 
is introduced a set-theoretic description of the spatial information within the three-dimensional model of 
a potentially dangerous object and region geographic information systems as a whole. On basis of scheme 
and description is developed algorithm and interface to work with three-dimensional models of potentially 
dangerous objects in the Geographic Information System of the executive agencies of the Bashkortostan 
Republic.

InTeGRaTIOn;  SpaTIal InfORmaTIOn; ThRee-dImenSIOnal mOdel; a pOTen-
TIally danGeROuS OBjecT; The SeT-TheOReTIc deScRIpTIOn; pROvIdInG InfOR-
maTIOn TO ReGIOn decISIOn-makInG SuppORT.
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Республика Башкортостан является од-
ним из крупных, стабильно развивающих-
ся промышленных регионов Российской 
федерации, управление которым требует 
использования информации, характери-
зующей регион как объект, обладающий 
природно-географическими, социально-
демографическими, экономическими, 
инфраструктурными и иными характе-
ристиками и особенностями. учитывая 
разносторонний характер информации, 
большой объем и пространственную рас-
пределенность на территории региона, ее 
обработка невозможна без применения 
современных информационных систем, 
обеспечивающих сбор, хранение, анализ 
и графическую визуализацию простран-
ственных данных.

одной из таких систем является Геоин-
формационная система органов исполни-
тельной власти Республики Башкортостан 
(Гис оиВ РБ), призванная автоматизиро-
вать процессы централизованного хране-
ния, управления и предоставления органам 
исполнительной власти Республики, от-
дельным ведомствам, их территориальным 
подразделениям и предприятиям базовых 
и специализированных пространственных 
данных о ее территории и объектах, распо-
ложенных на ней, и тем самым обеспечи-
вать информационную поддержку приня-
тия решений по управлению Республикой 
в целом. 

Важным направлением организации 
такого рода информационной поддержки 
принятия решений, основанным на том, 
что на территории Республики располо-
жено большое количество промышленных 
объектов, представляющих угрозу окру-
жающей среде и населению, является под-
держка принятия решений в случае воз-
никновения аварийных или чрезвычайных 
ситуаций техногенного характера. Для ми-
нимизации  временной оценки обстановки 
на территории аварийного объекта и опе-
ративного принятия решения необходи-
мо иметь наиболее полное представление 
о территории объекта в удобном для вос-
приятия трехмерном виде. исследовани-
ям в области разработки различного рода 
трехмерных моделей посвящены работы  

п.и. пахомова, В.а. немтинова, с. Злата-
новой, м. моленаара и др. [5–7].

по требованию министерства Россий-
ской федерации по делам гражданской 
обороны, чрезвычайным ситуациям и лик-
видации последствий стихийных бедствий 
многие предприятия, эксплуатирующие 
объекты, несущие потенциальную угрозу, 
разработали трехмерные модели с исполь-
зованием различных современных пакетов 
трехмерной графики и затем предостави-
ли их в министерство с целью формиро-
вания единого банка трехмерных моделей 
потенциально опасных объектов. под по-
тенциально опасными объектами пони-
маются объекты, на которых используют, 
производят, перерабатывают, хранят или 
транспортируют радиоактивные, пожаро- 
и взрывоопасные, опасные химические и 
биологические вещества, создающие реаль-
ную угрозу возникновения чс.

исходя из того, что процесс поддержки 
приятия решений по управлению Респу-
бликой в случае возникновения различного 
рода чрезвычайных ситуаций требует пре-
доставления наиболее полной информации 
об объекте, на котором произошла чрез-
вычайная ситуация, информацию о таких 
объектах в трехмерном виде необходимо 
интегрировать в Гис оиВ РБ (рис. 1). 

Трехмерная модель  
потенциально опасного объекта

трехмерные модели потенциально опас-
ных объектов представляют собой полно-
ценные трехмерные карты, которые позво-
ляют выбирать объекты, входящие в состав  
модели, с целью запроса информации об 
объекте, редактировать их внешний вид и 
характеристики (семантику), определять 
координаты объектов, выполнять измери-
тельные и расчетные операции, произво-
дить детальную оценку местности. 

В основе моделей лежат  различные 
картографические материалы: планы го-
родов, космические и аэрофотоснимки, 
крупномасштабные карты, матрицы высот, 
растровые изображения и другие материа-
лы, которые  могут использоваться как по 
отдельности, так и совместно.
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при этом трехмерная модель потен-
циального опасного объекта обеспечивает  
интеграцию информации обо всех видах 
пространственных объектов, находящихся 
на его территории, и может быть определе-
на следующим набором элементов:

, ,,  D F PM =  

где D – множество пространственных дан-
ных об объекте; F – функция преобразова-

ния пространственных данных в трехмер-
ное изображение; P – проект визуализации 
трехмерной модели.

В свою очередь множество пространствен-
ных данных, входящих в состав трехмерной 
модели потенциально опасного объекта, мож-
но описать следующим образом [1]: 

, ,,  V R TD =

где V – векторные данные, хранящиеся в 

Рис. 1. схема процесса информационной поддержки принятия решений по управлению 
Республикой в случае возникновения чрезвычайной ситуации

(1)
(2)
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базе геоданных и описывающие информа-
цию о трехмерных объектах, расположен-
ных на территории потенциально опасного 
объекта (коммуникации, сооружения, ре-
льеф и др.); R – растровые данные (кос-
мические снимки территории, планы эва-
куации и др.); T – данные о поверхности 
земли, хранящиеся в виде триангуляцион-
ных сетей. 

Более детальное описание множества 
пространственных данных в составе трех-
мерной модели потенциально опасного 
объекта может быть представлено средства-
ми методологии  функционального и ин-
формационного моделирования  процессов 
в нотации Bpmn (рис. 2).

так как на территории Республики рас-
положено некоторое множество t объектов, 
несущих потенциальную угрозу, то сово-
купность трехмерных моделей потенциаль-
но опасных объектов можно описать сле-
дующим соотношением: 

1

,
t

i
i

U M
=

=


где U – множество трехмерных моделей по-
тенциально опасных объектов, расположен-
ных на территории Республики; Mi – трех-
мерная модель i-го потенциально опасного 
объекта; t – общее количество потенциаль-
но опасных объектов на территории Респу-
блики.

Введенное, таким образом, описание 
множества трехмерных моделей позволяет 
перейти к формализации процесса инте-
грации трехмерных моделей потенциально 
опасных объектов в Геоинформационную 
систему органов исполнительной власти 
Республики Башкортостан.

Интеграция трехмерных моделей  
потенциально опасных объектов в состав 

Геоинформационной системы органов  
исполнительной власти Республики  

Башкортостан

В Геоинформационной системе орга-
нов исполнительной власти Республики 
Башкортостан, как отмечалось в [3, 4], 
осуществляется обработка и визуализация 
пространственной информации, подразде-
ляющейся на базовую информацию о тер-

ритории Республики и специализирован-
ную информацию органов исполнительной 
власти, которая может храниться как в ка-
талоге ресурсов системы (хранилище Гис 
оиВ РБ), так и в различных собственных 
информационных системах органов испол-
нительной власти региона. 

В целом структура Геоинформацион-
ной системы органов исполнительной вла-
сти Республики Башкортостан может быть 
описана следующим образом [2]: 

, ,S D A=

где D – множество пространственных дан-
ных; A – множество сервисов обработки 
пространственных данных.

Все множество пространственных дан-
ных D может быть представлено соотноше-
нием:

,D B E=


где В – совокупность базовых простран-
ственных  данных о территории Респу-
блики Башкортостан, доступных широко-
му кругу пользователей; E – совокупность 
специализированных баз данных всех 
органов исполнительной власти, кото-
рые в свою очередь подразделяются на  
K – совокупность пространственных дан-
ных всех органов исполнительной власти, 
создаваемых средствами собственных ин-
формационных систем и хранимых в них, и 
Z – совокупность специализированных про-
странственных данных всех органов испол-
нительной власти, создаваемых средствами 
Гис оиВ РБ и хранимых в ее каталоге ре-
сурсов, то есть

.E K Z=


В свою очередь для K и Z выполняются, 
соответственно, следующие соотношения:

1

,
l

j
j

K K
=

=


где Kj – специализированные простран-
ственные данные j-го органа власти; l – ко-
личество органов исполнительной власти, 
имеющих собственные Гис;

1

,
m

k
k

Z Z
=

=


где Zk – специализированные простран-

(3)

(5)

(4)

(6)

(7)

(8)
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ственные данные k-го органа власти, а  
m – количество органов исполнительной 
власти, использующих для создания специ-
ализированных пространственных данных 
средства Гис оиВ РБ.

при интеграции в Геоинформационную 
систему органов исполнительной власти 
Республики Башкортостан трехмерных мо-
делей потенциально опасных объектов мно-
жество пространственных данных в составе 
Гис оиВ РБ (соотношение (5)) должно 
быть расширено и описано следующим со-
отношением:

,D B E I=
 

где I – множество пространственных дан-
ных о потенциально опасных объектах, 
расположенных на территории Республики, 
которые представляют собой совокупность 
вида

1

,
t

i
i

I D
=

=


где Di – пространственные данные о i-м по-
тенциально опасном объекте, представлен-
ные в виде (2); t – количество потенциаль-
но опасных объектов, расположенных на 
территории Республики.

исходя из сказанного выше, соотноше-
ние (5) может быть представлено как

.D B E B K Z I= =
   

таким образом, за счет выполнения (11) 
будет осуществлена интеграция трехмерных 
моделей потенциально опасных объектов в 
Гис оиВ РБ на уровне данных.

Для осуществления интеграции трех-
мерных моделей потенциально опасных 
объектов в Геоинформационную систему 
органов исполнительной власти Республи-
ки Башкортостан на уровне приложений 

(9)

(10)

(11)

Рис. 4. пример включения трехмерных моделей потенциально опасных объектов в Гис оиВ РБ
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(сервисов), для каждой интегрируемой базы 
данных должен быть разработан свой сервис 
данных N, набор сервисов геообработки G и 
картографических веб-сервисов W [3]. 

интеграция трехмерных моделей потен-
циально опасных объектов в Гис оиВ РБ 
может быть осуществлена за счет разработ-
ки дополнительного сервиса L – сервиса 
трехмерной визуализации, представляю-
щего собой множество кодов источников 

пространственных данных трехмерных мо-
делей потенциально опасных объектов CL и 
множество характеристик сервиса HL:

{ , }.L LL C H=

тогда, в соответствии c (4), множество 
сервисов обработки пространственных дан-
ных A может быть представлено в следую-
щем виде:

, , , .A N G W L=

Рис. 5. алгоритм использования интегрированных трехмерных моделей поо  
для обеспечения информационной поддержки принятия решений в случае возникновения 

чс и ликвидации ее последствий

(12)

(13)
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4. Павлов С.В., Ефремова О.А., Соколова А.В. 
формализованное описание пространствен-

В соответствии с введенным описанием 
(13) доработана предложенная в [3] схема 
интеграции пространственной информации, 
представленная на рис. 3, позволяющая ин-
тегрировать разработанные трехмерные мо-
дели потенциально опасных объектов в Гис 
оиВ РБ для обеспечения информационной 
поддержки принятия решения в случае воз-
никновения чс и ликвидации ее послед-
ствий на территории Республики.

Пример интеграции трехмерных моделей  
потенциально опасных объектов  

в ГИС ОИВ РБ

пример интеграции трехмерных моделей 
потенциально опасных объектов, располо-
женных на территории Республики Башкор-
тостан, в Гис оиВ РБ приведен на рис. 4. 

Для организации непосредственного до-
ступа к трехмерным моделям на сервере си-
стемы опубликованы сервисы трехмерной 
визуализации, позволяющие предоставить 
геоинформационные ресурсы в трехмерном 
виде по сети интернет/интранет и с по-
мощью клиентского приложения включить 
модели в интерфейс Геоинформационной 
системы органов исполнительной власти 
Республики Башкортостан (независимо от 
среды их разработки). также в составе Гис 
оиВ РБ на двухмерную карту территории 
Республики нанесен точечный слой «трех-
мерные модели потенциально опасных объ-
ектов», включающий в себя информацию о 
месте расположения потенциально опасных 
объектов на территории Республики и обе-
спечивающий доступ к выбранной на карте 
трехмерной модели. алгоритм использования 
интегрированных в Гис оиВ РБ трехмер-
ных моделей поо для обеспечения инфор-
мационной поддержки принятия решений в 

случае возникновения чс и ликвидации ее 
последствий представлен на рис. 5.

предложенная схема интеграции трех-
мерных моделей позволила осуществить 
пространственную привязку трехмерных 
моделей потенциально опасных объектов к 
электронной карте Республики Башкорто-
стан, организовать многопользовательский 
доступ к ним посредством веб-интерфейса 
без установки специального оборудования 
на рабочих местах специалистов, прини-
мающих решения, и тем самым расширить 
функциональность информационного обе-
спечения процесса поддержки принятия 
решений по управлению Республикой.

предложено решение проблемы инте-
грации трехмерных моделей потенциаль-
но опасных объектов в разработанную на 
основе сервис-ориентированной архитек-
туры Геоинформационную систему орга-
нов исполнительной власти Республики 
Башкортостан, для чего введено теоретико-
множественное описание всей  простран-
ственной информации и разработана 
модифицированная схема интеграции раз-
нородной пространственной информации в 
Гис оиВ РБ.

на основе полученных результатов раз-
работаны алгоритм и интерфейс работы с 
трехмерными моделями потенциально опас-
ных объектов в составе Геоинформацион-
ной системы органов исполнительной вла-
сти Республики Башкортостан, что позволит 
сократить время и увеличить точность при-
нимаемых решений в случае возникновения 
чрезвычайной ситуации за счет предостав-
ления полного объема необходимой инфор-
мации о ее развитии в более наглядном и 
доступном для понимания виде.
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УДК 004.7

А.В. Самочадин, Т.Н. Самочадина, Д.А. Тимофеев, С.О. Попов

бАзОВАЯ фуНКцИОНАЛьНОСТь СИСТЕМ цЕНТрАЛИзОВАННОГО 
уПрАВЛЕНИЯ МОбИЛьНыМИ уСТрОйСТВАМИ

A.V. Samochadin, T.N. Samochadina, D.A. Timofeev, S.O. Popov

bASE fEATurES Of MObILE DEVICE MANAGEMENT SYSTEMS

проведен анализ функциональности систем централизованного управления мобильными устрой-
ствами, которая реализуется ведущими производителями в этой области. Результатом анализа яв-
ляется выделение базового набора функций, необходимого для реализации конкурентного решения 
по управлению мобильными устройствами, а также идентификация функций, реализация которых 
может дать преимущество перед конкурентами.

упРаВление моБильными устРойстВами; функциональность; тРеБоВа-
ния.

We survey feature sets of main mobile device management systems on the market. all features are split 
into 7 categories: mobile platform support, hosting mode, policy management, inventory management, device 
state management, security management, software distribution. for each category, we identify the features 
that are implemented in most mdm systems. These features must be implemented in any new mobile device 
management system that is supposed to compete with current market leaders’ software. The analysis also 
showed that there is a set of features (namely, device location discovery, and remote access to equipment) 
that are desired, yet underrepresented in mobile device management software, so implementation of these 
features may become an advantage.

mOBIle devIce manaGemenT; feaTuReS; RequIRemenTS.

мобильные технологии активно вне-
дряются в различные отрасли бизнеса. 
компании видят в мобильных технологиях 
средства повышения производительности 
сотрудников и, как следствие, приобрете-
ния конкурентных преимуществ на рынке. 
наиболее перспективными отраслями для 
внедрения мобильных технологий являются 
те, бизнес в которых предполагает мобиль-
ность сотрудников или связан с массовым 
обслуживанием клиентов: торговые, стра-
ховые компании, образовательные учрежде-
ния, дистрибьюторы. аналитики прогнози-
руют во всем мире 30−35-процентный рост 
числа сотрудников, использующих мобиль-
ные технологии в своей производственной 
деятельности. количество пользователей 
современных интеллектуальных мобильных 
устройств в России очень велико, и это по-
зволяет ожидать высокую динамику внедре-

ния мобильных технологий в ближайшее 
время. основным подходом к внедрению 
мобильных технологий сегодня является ис-
пользование централизованного управления 
мобильными устройствами (mdm).

исследования, проведенные 451 
Research (The 451 Group) [1], показали, что 
технологии централизованного управления 
мобильными устройствами входят в число 
трех наиболее востребованных и быстро ра-
стущих информационных технологий. ис-
следовательская и консалтинговая компа-
ния Gartner [2] также относит управление 
мобильными устройствами к числу десяти 
наиболее перспективных технологий. объ-
ем рынка mdm-решений в 2010 г. составил 
150 млн [3], в 2011 – 444,6 млн долларов 
сша [4, 5].  согласно данным Gartner [6], 
объем рынка оценивался в 784 млн в 2012 
и более чем в один млрд долларов сша в 
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2013 г. В целом, рынок mdm-решений по-
казал очень высокий рост в 2011 г., увели-
чившись почти в три раза, после чего ста-
бильно рос более чем на 50 % в год. число 
компаний, использующих mdm-решения, 
растет пропорционально объему рынка [7]. 

чрезвычайно благоприятны для рынка 
mdm-решений и прогнозы на ближай-
шие годы, которые выполнялись  ведущи-
ми консалтинговыми компаниями Gartner, 
Idc, The Radicati Group, mind commerce. 
Все они прогнозируют в 2014–2016 гг. рост 
рынка на 20−35 % в год.  ожидается и со-
ответственный рост числа пользователей 
mdm. согласно данным mind commerce 
[8], в начале 2014 г. их число составляет  
180 млн, а к 2015 г. должно увеличиться до 
390 млн человек.

В Российской федерации отсутствуют 
собственные полнофункциональные ре-
шения в области управления мобильными 
устройствами, поэтому актуально создание 
конкурентоспособного программного про-
дукта отечественного производства. конку-
рентоспособность разрабатываемого про-
граммного обеспечения по сравнению с 
зарубежными аналогами должна быть обе-
спечена улучшенными функциональными, 
потребительскими и стоимостными показа-
телями продукции.

Рынок mdm в современном состоянии 
классифицируется как незрелый [2], с бы-
стро растущим количеством поставщиков 
и появлением новых вариантов технологи-
ческих решений. функциональность пред-
ставленных на рынке систем пока не устоя-
лась и отличается большим разнообразием. 
лидирующая группа производителей стара-
ется включать в свои продукты функцио-
нальность, которая имеется у конкурентов, 
поэтому функциональные возможности ре-
шений лидеров рынка отличаются друг от 
друга меньше, чем у производителей второ-
го эшелона.

Задачей настоящей работы было выде-
ление основных функций управления мо-
бильными устройствами, которые должны 
быть реализованы в системе mdm, чтобы 
она могла составить конкуренцию лучшим 
из представленных на рынке mdm реше-
ний. при этом мы опирались на два кри-

терия. первым из них является доля ком-
мерческих решений, в которых реализована 
каждая из функций. отсутствие возмож-
ностей, предоставляемых большей частью 
других реализаций, снижает конкуренто-
способность системы. Вторым критерием 
является степень заинтересованности ко-
нечных пользователей в сервисах, которые 
строятся на основе базовых функций систе-
мы mdm. В первую очередь необходимо 
реализовывать те функции, которые нужны 
для разработки наиболее востребованных 
сервисов. оценки степени заинтересован-
ности пользователей, использованные в 
данной статье, были получены в результате 
опроса [9].

Основные производители менеджеров мо-
бильных устройств. на рынке менеджеров 
мобильных устройств активно работают 
более 100 поставщиков, поставляющих раз-
личные варианты решений [10], из которых 
39 выделены в обзорах ведущих консал-
тинговых компаний (Gartner [10], Solutions 
Review [11], forester [12]) как лидеры рын-
ка. Для подробного рассмотрения мы ото-
брали следующие 20 производителей, ко-
торые упоминаются не менее чем в двух 
обзорах ведущих консалтинговых компа-
ний: absolute Software (https://www.absolute.
com), airWatch (http://www.air-watch.com), 
amTel (http://www.amtelnet.com), Boxtone 
(http://boxtone.com), citrix (http://www.
citrix.com), excitor (http://www.excitor.com), 
fiberlink (maaS360) (http://www.maas360.
com), Good Technology (http://www1.
good.com), IBm (http://www-03.ibm.com), 
kaseya (http://www.kaseya.com), landesk 
(http://www.landesk.com), mcafee (http://
www.mcafee.com), mobileIron (http://www.
mobileiron.com), notify Technology (Globo) 
(http://www.globoplc.com), Sophos (http://
www.sophos.com), SOTI (http://www.soti.
net), Sybase (http://www.sybase.ru), Symantec 
(http://www.symantec.com), Tangoe (http://
www.tangoe.com), Trend micro (http://www.
trendmicro.com.ru). источниками информа-
ции о предлагаемых ими решениях являют-
ся обзоры рынков [10–14] и сведения, опу-
бликованные на сайтах производителей.

функциональность решений MDM. со-
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гласно Gartner [12], mdm определяет-
ся как спектр продуктов и услуг, которые 
предоставляют организациям возможность 
развертывать и поддерживать различные 
корпоративные приложения на мобильных 
устройствах.

на основе обзоров консалтинговых 
компаний [11, 13] и анализа различных 
решений были выделены семь категорий 
(направлений функциональности), каждая 
из которых разбивается на подкатегории. 
на основании этой классификации про-
водится анализ решений, предоставляемых 
основными производителями.

ключевыми категориями, на базе кото-
рых проводится оценка представленных на 
рынке решений, являются поддерживаемые 
мобильные платформы, способы поставки, 
применение политик, управление инвента-
ризацией, управление состоянием мобиль-

ных устройств, управление безопасностью 
и управление распространением приложе-
ний.

Поддерживаемые мобильные платформы. 
Все производители поддерживают лидиру-
ющие на рынке мобильных платформ си-
стемы iOS и android (рис. 1). Большинство 
производителей поддерживают Windows 
phone, при этом за 2013 г. доля поддержи-
вающих эту платформу решений резко вы-
росла. следует также отметить снижение 
доли поддержки BlackBerry и Symbian, свя-
занное с быстрым падением популярности 
этих платформ на рынках смартфонов и 
планшетов. согласно прогнозам аналити-
ческих компаний, в ближайшие три-четыре 
года распределение выпускаемых мобиль-
ных устройств по операционным систе-
мам будет выглядеть следующим образом: 
android – первое место с большим отрывом, 

Рис. 1. поддерживаемые мобильные платформы

Рис. 2. способы поставки
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iOS и Windows phone – второе и третье ме-
сто с очень небольшой разницей. суммар-
ная доля рынка трех указанных мобильных 
платформ составит более 90 %. операци-
онные системы Symbian, asha, BlackBerry, 
Bada будут занимать очень небольшую долю 
мирового и российского рынка (1–3 %), 
поэтому поддержка этих мобильных плат-
форм в разрабатываемых решениях mdm 
не является необходимой.

Используемые способы поставки. произ-
водители предлагают следующие способы 
поставки решений mdm (рис. 2): 

локальное решение. В этом случае  •
поставляется локальное программное обе-
спечение, которое разворачивается с ис-
пользованием инфраструктуры организа-
ции покупателя.

облачное решение. программное обе- •
спечение mdm размещается в облачной 
среде поставщика, а заказчику предостав-
ляется удаленный доступ к системе mdm.

частное облако – облачное решение,  •
которое передается заказчику и размещает-
ся в «частном облаке» под его контролем.

локальное решение является традици-
онным способом поставки и поддержива-
ется всеми производителями. среди других 
способов поставки наиболее востребованы 
облачные решения, поскольку они позво-
ляют организациям получить возможности 
mdm без начальных инвестиций в инфра-
структуру.

Применение политик. чтобы мобиль-
ное устройство было доступно для уда-
ленного управления, оно должно пройти 
процедуру инициализации устройства на 
сервере mdm. В процессе инициализа-
ции на устройство устанавливается mdm-
профиль, содержащий настройки политик 
безопасности и другую конфигурационную 
информацию (рис. 3).

производители предлагают следующие 
способы установки настроек и ограниче-
ний мобильного устройства: 

инициализация с помощью средств  •
управления конфигурацией; 

инициализация через портал самооб- •
служивания.

оба способа являются востребованны-

ми и поддерживаются практически всеми 
реализациями mdm.

Управление инвентаризацией. инвен-
таризация подключенных к корпоратив-
ной сети мобильных устройств являет-
ся одной из основных функций mdm  
(рис. 4). процесс инвентаризации мобиль-
ных устройств включает периодическое 
получение от мобильных устройств ин-
формации об их программно-технических 
характеристиках (птх) и местоположе-
нии, и накопление этой информации в 
едином реестре.

инвентаризация устройств должна пре-
доставлять данные для решения следующих 
задач:

мониторинг птх, включая отслежива-
ние птх мобильных устройств и обнару-
жение устройств, нарушающих требования 
назначенных групповых политик;

отслеживание местоположения мобиль-
ного устройства;

применение групповых политик управ-
ления мобильными устройствами, завися-
щих от физического местоположения мо-
бильного устройства;

мониторинг памяти и срока службы 
батареи путем отслеживания использова-
ния соответствующих ресурсов мобильных 
устройств;

построение инвентаризационных отче-
тов;

администрирование и формирование 
административных отчетов.

следует отметить, что представленные 
на рынке решения в наименьшей степени 
поддерживают функции, связанные с ме-
стоположением пользователей.

Управление состоянием устройств. под 
управлением состоянием устройств по-

Рис. 3. применение политик
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нимаются действия, приводящие к блоки-
ровке, разблокировке и восстановлению 
заводских настроек мобильных устройств. 
Эти действия могут выполняться как адми-
нистраторами mdm, так и пользователями 
устройств самостоятельно. производители 
систем mdm предлагают следующие спо-
собы управления состоянием мобильных 
устройств (рис. 5).

Дистанционная блокировка /разбло- •
кировка мобильных устройств. при не-
обходимости (например, при краже или 
потере устройства) мобильное устройство 
можно удаленно заблокировать. связь с 
устройством возможна даже в случае за-
мены SIm-карты.  функция отслеживания 

SIm-карты обнаруживает смену SIm-карты 
в устройстве, сообщает mdm новый номер 
телефона и позволяет применить все меры 
защиты на случай кражи.

Дистанционная блокировка и раз- •
блокировка сенсоров мобильных устройств 
(микрофон, видеокамера).

обнаружение мобильных устройств,  •
которые в течение длительного времени не 
выходили на связь с системой mdm.

Восстановление данных утерянного  •
устройства.

Блокировка аппаратных возможно- •
стей.

Все функции управления состоянием 
устройства (за исключением восстановле-

Рис. 4. инвентаризация мобильных устройств

Рис. 5. управление состоянием устройств
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ния данных утерянного телефона) вклю-
чаются в функциональность практически 
всех систем mdm.

Управление безопасностью. к основ-
ным угрозам безопасности [15] относятся 
вредоносное программное обеспечение, 
взлом мобильных устройств, хищение или 
потеря мобильных устройств, случайная 
утечка данных, преднамеренное распро-
странение данных сотрудниками организа-
ции. основными мерами защиты являют-
ся [15] использование средств защиты от 
вредоносного программного обеспечения, 
регулярная установка обновлений, разгра-
ничение уровней доступа к ит-системам, 
политика послеаварийного восстановле-
ния и шифрование конфиденциальных 
данных.

необходимый уровень защиты обе-
спечивается в системах mdm с помощью 
следующего набора функций управления 
безопасностью (рис. 6), которые являются 
практически обязательными для mdm.

политика применения паролей, кото- •
рая включает следующие возможности:

контроль доступа пользователей к дан-
ным, устройствам и приложениям, кон-
троль сетевых подключений;

возможность удаленно включать ис-
пользование пароля на устройствах пользо-
вателей, устанавливать сертификаты безо-
пасности; 

возможность настройки различных 
аспектов политики применения паролей, 
таких как ограничения на использование 
приложений и ресурсов, применение их 
к определенным группам, пользователям, 
устройствам.

Выборочное удаленное стирание: воз- •
можность стереть с устройства корпоратив-
ные данные, оставив личные данные поль-
зователя нетронутыми.

полное удаление всех данных: воз- •
можность при необходимости удалить кор-
поративные данные с устройства и вернуть 
его заводские настройки.

обнаружение взломанных или моди- •
фицированных устройств.

контроль соблюдения требований:  •
возможность разрешать использование 
только тех устройств, которые отвечают за-
данным требованиям к состоянию устрой-
ства (отсутствие взлома и наличие шиф-
рования), состоянию пользователя (его 
членство в группе) или состоянию прило-
жений (наличие обязательных приложений 

Рис. 6. управление безопасностью
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и отсутствие запрещенных приложений). 
если устройство не соответствуют требо-
ваниям, пользователю обычно предостав-
ляются инструкции по настройке устрой-
ства.

шифрование данных: шифрование  •
всех или некоторых данных на устройстве 
и, возможно, сменных носителях.

организация подключения vpn для  •
защищенного удаленного доступа к корпо-
ративным ресурсам.

следующие функции применяются су-
щественно реже и не являются обязатель-
ными функциями mdm.

предотвращение утечек данных. В то  •
время как меры защиты данных в первую 
очередь направлены на предотвращение 
несанкционированного доступа к данным, 
средства обнаружения утечек предназначе-
ны для сокращения ущерба от умышлен-
ных действий авторизированных пользова-
телей.

антивирусная защита: установка и  •
обновление программного обеспечения для 
защиты от вредоносных приложений.

новым, перспективным подходом к 
обеспечению безопасности является кон-
тейнеризация, представляющая собой на-
бор механизмов для разделения корпора-
тивных и личных данных и приложений 
на устройствах. Эта технология позволяет 
осуществлять контроль и защиту данных в 
контейнере, ограничивать операции пере-
мещения данных в незащищенные области 
и предотвращать их извлечение из контей-

нера. например, можно гарантировать, 
что защищенные данные не будут отправ-
лены с устройства с помощью сторонних 
программ электронной почты или SmS. к 
контейнеру могут применяться такие пра-
вила, как локальное шифрование данных, 
выборочное удаленное стирание, предот-
вращение утечки данных. невысокий про-
цент включения этой функции в mdm-
решения связан с относительно недавним 
ее появлением.

Управление распространением приложе-
ний. управление распространением при-
ложений позволяет решить две основные 
задачи: автоматизировать установку и об-
новление приложений, необходимых для 
выполнения должностных обязанностей 
сотрудника, и обеспечение безопасности 
путем оперативного распространения об-
новлений и ограничения на установку сто-
ронних приложений.

производители предлагают следующие 
возможности распространения программ-
ного обеспечения (рис. 7).

Дистанционное автоматическое рас- •
пространение и обновление программного 
обеспечения.

Белый и черный списки приложе- •
ний. Белый список приложений дает воз-
можность установки на устройство только 
одобренных приложений. черный список 
ограничивает доступ к нежелательным или 
потенциально вредным приложениям.

ограничение доступа к общедоступ- •
ным магазинам приложений. В целях обе-

Рис. 7. управление распространением приложений
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спечения безопасности и повышения про-
изводительности труда предоставляется 
возможность ограничения доступа к при-
ложениям в общедоступных магазинах. До-
ступ при этом возможен только к разре-
шенным приложениям.

корпоративные магазины приложе- •
ний. магазины позволяют пользователям 
получить доступ ко всем мобильным ин-
струментам, необходимым для выполнения 
их работы. 

наиболее распространенными являют-
ся функции дистанционного распростра-
нения и обновления программного обе-
спечения и поддержка белого и черного 
списков приложений. поддержка корпо-
ративных магазинов приложений для плат-
форм iOS и Windows phone реализована 
производителями самих этих мобильных  
платформ.

минимальная функциональность MDM. 
функциональность решений, предлагаемых 
производителями mdm, отличается боль-
шим разнообразием, однако можно выде-
лить следующий набор функций, который 
поддерживается всеми ведущими произво-
дителями.

поддерживаемые мобильные плат- •
формы: android, iOS, Windows phone.

способы поставки: локальное реше- •
ние, облачное решение.

применение политик: средства управ- •
ления конфигурацией, портал самообслу-
живания.

управление инвентаризацией: мони- •
торинг птх, отслеживание местоположе-
ния мобильных устройств и применение 
групповых политик на основе местополо-
жения, инвентаризационные администра-
тивные отчеты.

управление состоянием мобильных  •
устройств: блокировка устройств, блоки-
ровка сенсоров.

управление безопасностью: политика  •
применения паролей, выборочное стирание 
данных, обнаружение взломанных или мо-
дифицированных устройств, шифрование 
данных, vpn, предотвращение утечек дан-
ных, контейнеризация.

управление распространением при- •

ложений: дистанционное распределение и 
обновление по, белый и черный списки 
приложений. 

отсутствие функций из приведенного 
списка ухудшит конкурентоспособность ре-
шения, поэтому они должны быть реализо-
ваны и в разрабатываемой системе mdm.

Реализация востребованных пользова-
тельских сервисов. Реализация функций, 
соответствующих минимальному набо-
ру, будучи необходимой, тем не менее не 
обеспечивает сама по себе конкурентных 
преимуществ. чтобы сделать разрабаты-
ваемую систему привлекательной для кли-
ентов, необходимо предложить решение 
для определенного класса задач, который 
представлял бы значительный интерес для 
пользователей мобильных устройств, но в 
то же время не имел бы широкой поддерж-
ки в продуктах ведущих производителей 
систем mdm.

Для анализа востребованности мобиль-
ных сервисов, которые могут быть реализо-
ваны на основе системы mdm, в 2014 г. в 
санкт-петербургском государственном по-
литехническом университете было проведе-
но анкетирование [9], в котором приняли 
участие студенты, преподаватели и пред-
ставители администрации университета. 
Выбор аудитории был обусловлен тем, что, 
в соответствии с целями проекта, сфера об-
разования должна стать одной из основных 
областей применения разрабатываемой си-
стемы.

Большая часть сервисов, которые по 
результатам опроса были сочтены востре-
бованными, может быть реализована на 
основе существующих систем mdm. тем 
не менее были выделены два класса сер-
висов, которые представляют существен-
ный интерес для пользователей мобильных 
устройств, но недостаточно поддерживают-
ся системами mdm ведущих производите-
лей.

к первому классу относятся сервисы, 
использующие данные о местоположении 
пользователя (в частности, навигацион-
ные сервисы и сервисы, предоставляющие 
информацию о состоянии транспортной 
сети). как показано на рис. 4, среди рас-
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смотренных систем mdm только 40 % 
предоставляют функцию определения ме-
стоположения устройства, и еще меньшее 
количество систем поддерживает возмож-
ность управления устройством на основе 
его местоположения. таким образом, реа-
лизация функции определения местопо-
ложения мобильных устройств может дать 
разрабатываемой системе mdm конку-
рентное преимущество перед системами, не 
имеющими этой функции.

одной из возможных причин ограни-
ченной поддержки функции определения 
местоположения системами mdm может 
быть трудность локализации устройств в 
помещениях. Для современных мобильных 
устройств, оснащенных приемниками GpS 
или Глонасс, задача определения коор-
динат устройства на открытой местности 
не представляет сложности. В то же время 
определение положения устройства в по-
мещении оказывается существенно более 
трудной задачей, что обусловлено в пер-
вую очередь более высокими требованиями 
к точности локализации. В частности, се-
рьезную проблему представляет определе-
ние того, в каком из соседних помещений 
находится устройство, особенно если задачу 
локализации нужно решать для многоэтаж-
ных зданий.

исходя из этого, дополнительное кон-
курентное преимущество можно получить, 
если удастся повысить точность локализа-
ции мобильных устройств в помещениях.

Второй класс сервисов, который вы-
зывает высокий интерес у пользователей, 
связан с управлением внешними устрой-
ствами с помощью мобильных устройств 
пользователей. сценарии использования 
таких сервисов могут включать, к примеру, 
демонстрацию видеозаписей, фотографий 
или презентаций с помощью телевизо-
ров или проекторов, создание лаборатор-
ных стендов с дистанционным управле- 
нием.

Ряд современных устройств (в част-
ности, телевизоров) уже поддерживает 
дистанционное управление с мобильных 
устройств, но поддержка обычно ограничи-
вается только одной мобильной платфор-

мой и фиксированным набором сервисов. 
Значительная часть устройств поддержива-
ет подключение к компьютеру, но не взаи-
модействует с мобильными устройствами. 
Для того чтобы такими устройствами мож-
но было дистанционно управлять с помо-
щью мобильных устройств, необходимо 
решить ряд задач, в число которых входят 
аутентификация пользователей, разграни-
чение прав доступа (возможно, с учетом 
местоположения устройства), предостав-
ление пользователю перечня доступных 
устройств, установка и запуск на мобиль-
ных устройствах специализированных 
приложений для взаимодействия с обору-
дованием. Эти задачи могут быть решены 
с помощью системы mdm. В таком случае 
для поддержки нового класса устройств 
достаточно будет реализовать сервис взаи-
модействия с конкретным устройством, 
используя общий интерфейс управления 
устройствами mdm. В случае особых тре-
бований к интерфейсу управления требу-
ется разработать мобильные приложения 
для основных мобильных платформ, од-
нако и эта задача может быть упрощена 
путем реализации интерфейса управления 
как web-приложения.

анализ возможностей существующих 
систем mdm показывает, что ни один из 
производителей не заявляет возможность 
управления внешними устройствами в ка-
честве поддерживаемой функции. с учетом 
востребованности соответствующих серви-
сов среди пользователей, реализация такой 
функциональности в системе mdm позво-
лит ей конкурировать с лидирующими на 
рынке системами управления мобильными 
устройствами.

В статье приведены данные о наборе 
базовых функций управления мобильны-
ми устройствами, которые реализуются 
лидирующими производителями решений 
mdm. В результате анализа выделено 
подмножество функций, которые должны 
быть реализованы в любой системе mdm, 
чтобы она была способна конкурировать 
с альтернативными решениями на миро-
вом рынке систем управления мобильны-
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hArDwArE-SOfTwArE MODELLING STAND Of DYNAMIC rOuTING 
PrOTOCOLS NETwOrK LAYEr IN A MObILE hETErOGENEOuS 

NETwOrK

изучены характеристики протоколов динамической маршрутизации при моделировании дви-
жения мобильного объекта в городской среде. среда моделирования позволяет изменять объем 
передаваемых данных, скорость передачи, характер и интенсивность отказов. исследования про-
ведены для протоколов OlSR и B.a.T.m.a.n. полученные результаты позволили сформулировать 
оптимальные условия использования этих протоколов на борту автомобиля.

OlSR; B.a.T.m.a.n.; meSh-сети; интеллектуальные тРанспоРтные системы; 
моДелиРоВание; пРотоколы Динамической маРшРутиЗации; стенД.

This paper investigates the characteristics of dynamic routing protocols in the simulation of vehicles in 
the urban environment. Simulation environment allows you to change the amount of transmitted data, the 
transmission rate, the parameters and intensity of failures. Research conducted for the protocols OlSR and 
B.a.T.m.a.n. The obtained results allowed us to formulate optimum conditions of use of these protocols 
on board the vehicle.

OlSR; B.a.T.m.a.n.; meSh-neTWORk; InTellIGenT TRanSpORT SySTemS; 
SImulaTIOn; dynamIc ROuTInG pROTOcOlS; STand.

использование беспроводных техноло-
гий передачи данных в мобильных транс-
портных сетях создает основу для развития 
интеллектуальных транпортных систем. 
Расширение спектра информационных 
услуг, предоставляемых сервисным цен-
трам, службам управления движением, во-
дителям и пассажирам, позволяет повысить 
безопасность участников движения, увели-
чить пропускную способность автомаги-
стралей, повысить комфорт пассажирам. 

В настоящее время ведущими автомо-
бильными компаниями проводятся работы 

по установке на борту автомобиля телема-
тических устройств, позволяющих поддер-
живать непрерывную двухнаправленную 
цифровую связь с другими участниками 
движения и дорожными службами. ограни-
чением таких устройств является использо-
вание одного канала передачи данных, поэ-
тому при повышении объема передаваемых 
данных скорость передачи резко падает или 
соединение абонентов разрывается [1]. Ре-
шением этой проблемы является расшире-
ние количества поддерживаемых бортовым 
телематическим устройством технологий 
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передачи данных, что обеспечивает высо-
кую надежность обмена данными между 
абонентами. В этом случае любой автомо-
биль может выступать ретранслятором дан-
ных, становясь мультипротокольным узлом. 
В мультипротокольном узле интегрируются 
локальные и глобальные технологии пере-
дачи данных, такие как lTe, umTS, Wi-fi, 
dSRc, Bluetooth, ZigBee. совокупность по-
добных технологий составляет мобильную 
гетерогенную сеть транспортных средств.

Главная проблема маршрутизации 
данных в мобильных гетерогенных сетях 
транспортных средств –  высокая динами-
ка топологии сети, что требует постоянной 
актуализации путей передачи данных между 
мобильными абонентами и инфраструкту-
рой. Для решения этой задачи используются 
протоколы динамической маршрутизации 
сетевого уровня, разработанные специаль-
но для мобильных сетей, к которым отно-
сятся B.a.T.m.a.n., OlSR, aOdv, dSdv. 

В условиях высокой динамики и одно-
временного применения нескольких техно-
логий передачи данных становится актуаль-
ным исследование времени конвергенции 
сети, т. е. реакции протокола на изменение 
топологии сети.

особо остро проблема конвергенции 
сети встанет при массовом использовании 
мультипротокольных узлов в перспектив-
ных интеллектуальных транспортных си-
стемах, что обусловливает необходимость 
выработки рекомендаций о применении 
протоколов динамической маршрутизации 
сетевого уровня.

исследование характеристик протоко-
лов позволит обосновать выбор протоколов 
маршрутизации в мобильных динамичных 
интеллектуальных транспортных системах.

Состояние проблемы

основными работами, связанными с 
исследованием протоколов динамической 
маршрутизации, являются [2, 3]. авторы 
данных работ рассматривают низкоуровне-
вые характеристики протоколов в ad-hoc 
сетях, такие как объем служебного трафика 
при передачи данных и время задержки при 
передачи служебных пакетов. 

В [2] проведено сравнение протоколов 

OlSR и B.a.T.m.a.n. по критериям сред-
него времени передачи файлов и отправки 
множества Icmp запросов, использованы 
экспериментальные Wi-fi сети. 

В [3] проверено качество доставки со-
общений, время восстановления (конвер-
генции) сети и нагрузка на сеть в процессе 
работы протоколов OlSR, B.a.T.m.a.n. и 
dSR в мобильной сети внутри здания.

В современных интеллектуальных 
транспортных системах между мобильны-
ми абонентами реализуются около десяти 
сценариев обмена данными [4]. В табл. 1 
приведены предельные объемы данных для 
наиболее распространенных сценариев.

интервал предельных значений объемов 
файлов составляет 10 kB–100 mB. так, на-
пример, размер данных:

информационных сообщений, таких 
как e-call, геоинформация и сервисные со-
общения не превышает 10 kB;

текстовых документов, почтовых сооб-
щений и гипертекстовых файлов находится 
в диапазоне от 10 до 100 kB; 

файлов графических данных медиакон-
тента или обновления системного по со-
ставляет от 1 до 10 mB; 

файлов с аудио и видео, обновлений 
программ и данных пользователя, лежит в 
диапазоне 10–100 mB; 

таким образом, к типичным объемам 
данных следует отнести следующие объемы: 
10 kB, 100 kB, 1 mB, 10 mB, 100 mB.

фактическая скорость передачи данных 
по каналам связи существенно отличается 
от максимально заявленной для конкрет-
ной технологии. на практике она ограни-
чивается поставщиками услуг, аппаратны-
ми настройками сетевого оборудования и 
программными установками серверной ин-
фраструктуры. 

кроме этого скорость передачи в кон-
кретный момент времени зависит от за-
грузки канала, которая носит случайный 
характер и в свою очередь зависит от ак-
тивности пользователей. поэтому пред-
ставляет интерес исследование временных 
характеристик протоколов маршрутизации 
для типовых объмов данных и реальных 
скоростей передачи.



Телекоммуникационные системы и компьютерные сети

31

Условия экспериментов

Вариативность загрузки канала lTe 
оставляет абонента в условиях неопреде-
ленности текущей скорости доступа к фай-
лам и сервисам. поэтому для сокращения 
времени информационного обмена необхо-
димо иметь альтернативные пути доставки 
файлов и доступа к сервисам через цепочки 
ретрансляторов.

Для данного исследования выбраны 
следующие технологии доступа по каналам 
связи:

lTe обеспечивает соединение с об- •
лачной средой и сервисами доступа к фай-
лам; 

mech обеспечивает альтернативный  •
вариант взаимодействия между мобильны-
ми абонентами и соединение с облачной 
средой посредством ретрансляторов [5]. 

объектами исследования являются про-
токолы динамической маршрутизации [6] 
OlSR и B.a.T.m.a.n. ввиду их непосред-
ственной ориентации на использование в 

динамических мобильных сетях. Эти про-
токолы разработаны для мобильных сетей 
и позволяют находить маршруты передачи 
данных после реконфигурации сети. В экс-
периментах рассмотрены реализации двух 
классов протоколов: B.a.T.m.a.n. [7] – из 
класса протоколов на основе расчета век-
торов расстояний и OlSR [8] – на основе 
анализа состояния канала. Различия состо-
ят в том, что протокол OlSR строит полный 
путь до адресата, а протокол B.a.T.m.a.n. –  
рассчитывает вектор расстояний и на его 
основе выбирает следующий переход. та-
кой подход позволяет исследовать различие 
времени передачи файлов разного размера 
на разных скоростях в условиях наличия 
или отсутствия помех.

В экспериментах исследованы две тех-
нологии обмена сообщениями: lTe и mesh, 
т. к. наиболее распространенные среди мо-
бильных абонентов. 

передача данных между сервером и або-
нентами осуществляется с помощью про-
токолов прикладного уровня: ftp и http [9]. 

таблица  1

Сценарии обмена данными

сценарии обмена данными
предельный 
объем, кБ

частота  
обновления

сообщение о погодных условиях, о состоянии  
дорожного покрытия, об оперативных изменениях  
в транспортной сети

10–100 событийно

сбор и отображение данных о местоположении  
автомобилей других участников движения

10–10^3 постоянно

автоматическое сохранение треков движения  
транспортного средства с видеофиксацией ключевых 
точек движения по времени или по событию

10–10^3 постоянно

передача сообщений об аварийных ситуациях 10–100 событийно

Дистанционная загрузка новых версий программного 
обеспечения (по) 10^3–10^5 Эпизодически

аудио- и видеоконсультации водителя о техническом 
состоянии автомобиля 10^3–10^5 Эпизодически

телекоммуникационная среда для пассажиров  
автомобилей (медиаконтент) 10^4–10^5 постоянно

сообщения о необходимости прохождения  
технических осмотров или срочного ремонта 100–10^3 событийно

Дистанционное управление агрегатами автомобиля 10–10^3 событийно
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Это классические протоколы, доступные 
во многих web-приложениях, используются 
для получения гипертекстовых данных, ме-
диаданных, графических данных.

локальные технологии при подключе-
нии мобильных абонентов регламентируют 
устойчивый и неустойчивый режим соеди-
нений.

устойчивое соединение задается следу-
ющими параметрами: автомобиль неподви-
жен; установлено подключение автомобиля 
к мобильной локальной сети, например, 
посредством Wi-fi.

неустойчивое соединение: автомобиль 
движется от одной точки доступа к другой. 
В этом случае возникают интервалы отсут-
ствия связи.

наибольший интерес для специалистов 
представляет исследование особенностей 
неустойчивого режима соединений по-
средством Wi-fi. Для этой цели разработан 
программно-аппаратный стенд моделиро-
вания протоколов динамической маршру-
тизации сетевого уровня.

Архитектура программно-аппаратного стенда

стенд состоит из имитатора облачных 
сервисов и мультипротокольных подвижных 
узлов (мпу). имитатор сервисов и мпу 
соединены беспроводными сетями техно-
логий lTe, mesh, dSRc, Wi-fi и Bluetooth, 
что позволяет объединять в мпу и имита-
тор в гетерогенные мобильные сети. 

стенд обеспечивает исследование 
свойств информационного взаимодействия 
транспортных средств с облачными серви-
сами, дорожной инфраструктурой и между 
собой в нескольких беспроводных сетях. 
аппаратное и программное обеспечение 
стенда позволяет проводить натурные экс-
перименты с целью исследования харак-
теристик мобильных одноранговых сетей 
передачи данных, использования транс-
портными средствами облачных сервисов 
и обмена данными с объектами дорожной 
инфраструктуры. стенд обеспечивает рас-
ширяемость программной компоненты от-
носительно числа применяемых протоколов 
передачи данных, технологий беспровод-
ной передачи данных и масштабируемость 
относительно числа облачных сервисов и 

мультипротокольных узлов.
фрагмент структуры аппаратной части 

стенда, необходимой для постановки экс-
перимента, приведен на рис. 1.

стенд состоит из двух блоков мпу, 
имитатора нагрузки каналов, точки досту-
па Wi-fi. имитатор нагрузки предоставля-
ет доступ к файлам абонентам мобильной 
сети. каждый блок мпу обеспечивает ра-
боту с двумя интерфейсами (mesh и Wi-fi 
или mesh и lTe), что позволяет организо-
вать обмен данными в различных направ-
лениях и осуществлять передачу данных по 
различным технологиям. мпу-1 реализует 
клиента, который подключается к имитато-
ру нагрузки. мпу-2 – ретранслятор, свя-
зывающий мпу-1 и имитатор нагрузки. 

программное обеспечение стенда реа-
лизует децентрализованное управление 
синхронизацией времени, моментами запу-
ска и останова клиентов и серверов служб, 
генерацию пользовательского трафика, вы-
полнение процедур настройки протоколов 
динамической маршрутизации.

настройка программной части стенда 
обеспечивает выполнение сценариев дви-
жения мобильных абонентов, управление 
потоками передачи данных, моделирование 
помех, выбор протоколов маршрутизации и 
настройку характеристик беспроводных се-
тей связи, заявленных в проекте.

оборудование тестового стенда работа-
ет под управлением операционной систе-
мы debian Gnu/linux версии 7.4/kernel 
3.2.0-4. Для тестирования в различных ре-
жимах применяется как специализирован-
ное по (mgen – приложение, позволяющее 
генерировать сетевой трафик с заданными 
параметрами, и netflow – приложение для 
анализа и визуализации результатов тести-
рования), так и повсеместно используемые 
веб- и ftp-серверы: lighttpd 1.4.31 и vsftpd 
2.3.5. управление характеристиками кана-
ла выполняет программный пакет iptables 
1.4.14. клиентская сторона поддерживается 
fTp/hTTp client: wget 1.13.4. параметры 
конфигурации указанных приложений за-
даются в заранее подготовленных файлах 
тестовых сценариев, они позволяют моде-
лировать различные повседневные моде-
ли взаимодействия подвижных объектов 
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между собой и с облачной средой. В рам-
ках тестовых сценариев изменяются прави-
ла доступности сетевых интерфейсов в за-
висимости от момента времени, величины 
потерь в различных каналах, пропускные 
способности в нисходящем/восходящем 
направлениях, тип рассылки (много- или 
одноадресная), транспортный протокол 
(Tcp или udp), размер сетевого пакета, 
прикладной протокол (hTTp, fTp). про-
граммное обеспечение расположено на 
сетевых дисках, доступ к нему узлами осу-
ществляется через nfS. настройки по 
находятся в конфигурационных файлах, 
файлы загружаются на основе переменной 
${hOSTname}, содержащей имя узла, на 
котором был запущен данный модуль. Все 
участники эксперимента используют одно-
типное по. настройки характеристик узла 
меняются засчет изменения значений пара-

метров модели и ветвей выполнения (опре-
деляется именем узла). 

Для реализации сценариев движения 
мобильных абонентов, управления потока-
ми передачи данных, моделирования по-
мех, выбора протоколов маршрутизации, 
настройки характеристик каналов связи 
реализована архитектура по приведенная 
на рис. 2.

модуль настройки сетевых интерфейсов 
назначает Ip адреса, устанавливает vpn со-
единения, поднимает внутренние и внеш-
ние интерфейсы узлов.

модуль настройки маршрутизации на-
страивает параметры протоколов динами-
ческой маршрутизации, добавляет пла-
вающие статические маршруты, запускает 
службы (демоны) протоколов динамической 
маршрутизации. настройки протоколов 
динамической маршрутизации находятся 

Рис. 1. фрагмент структуры аппаратной части стенда
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в разнесенных конфигурационных файлах, 
файлы загружаются на основе переменной 
${hOSTname}, содержащей имя узла, на 
котором был запущен данный модуль.

модуль генерации сетевого трафика за-
пускает файловые службы (демоны), такие 
как fTp, hTTp. на имитаторе нагрузки за-
пускаются серверные части этих служб. на 
клиентах (mpu) запускается fTp, hTTp 
клиент для загрузки файлов выбранного 
размера; файлы должны быть предвари-
тельно сгенерированы на серверной части. 
Дополнительно осуществляется поддержка 
генерации трафика транспортного уровня 
через mgen: Tcp, udp. В случае исполь-
зования udp трафика обеспечивается воз-
можность выбора многоадресного или ши-
роковещательного типов трафика. 

модуль фаервола создает помехи на 
канальном уровне, что предотвращает рас-
пространение маршрутов и данных в вы-
бранном канале связи. Данный модуль ис-
пользуется модулем генератора помех для 
создания мобильной схемы движения узла. 

модуль позволяет задать статистические, 
либо вероятностные модели помех в тра-
фике, т. е. отбрасывание каждого n-го па-
кета, или вероятность прохождения пакета 
через фильтр. механизм реализован через 
модуль statistics пакетного фильтра iptables. 
позволяет дополнительно задавать прави-
ла защиты узлов, когда эксперимент идет 
c использованием общедоступных прово-
дных или беспроводных каналов связи.

модуль завершения эксперимента и 
сбора статистики записывает время скачи-
вания файла, учитывая время восстановле-
ния после разрыва связи. Весь проходящий 
через узлы трафик учитывается при помощи 
модуля netflow, состоящего из нескольких 
компонентов: ядерной части (ipt-netflow), 
и пользовательского демона (коллектора), 
производящего сбор и агрегацию данных 
по потокам. кроме этого, модуль включает 
средства агрегации данных для вычисления 
численных характеристик для построения 
графических зависимостей. после завер-
шения эксперимента модуль выполняет 

Рис. 2. архитектура программного обеспечения стенда
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удаленное завершение на других узлах сети 
(на тех, где службы не могут остановиться, 
т. к. момент останова неизвестен). чтобы 
предотвратить влияние выполнения слу-
жебных команд на численные показатели 
измерений, используется служебный канал 
передачи данных. после чего выполняется 
фиксация всех измерений netflow и минут-
ное ожидание, чтобы завершился макси-
мальный цикл сбора данных через netflow.

Разработанная методика проведения 
эксперимента предусматривает следующие 
этапы: 

настройка интерфейсов (Ip-адреса, 1. 
vpn-соединения, mesh-сеть). 

настройка файервола. 2. 
установка протокола динамической 3. 

маршрутизации. 
Задание модели работоспособности 4. 

mesh-канала. 
установка протокола прикладного 5. 

уровня. 
Задание размера файла, содержащего 6. 

сообщение. 
Задание скорости отдачи сервера. 7. 
Задание числа итераций проведения 8. 

эксперимента. 
Экспериментальные исследования про-

водились с целью определения времени 
передачи файлов при использовании прото-
колов маршрутизации OlSR и B.a.T.m.a.n. 
[10] в условии помех, соответствующих 
движению автомобиля в городе. смоде-
лируем ситуацию, когда один автомобиль, 
имея выделенный канал lTe, периодически 
подключается к mesh-сети, у которой есть 
высокоскоростной шлюз в сети интернет. 
автомобиль загружает на борт файлы об-
новления системного и пользовательского 
по. Для моделирования процесса загрузки 
файлов от сервера к клиенту были выбра-

ны протоколы fTp и hTTp, как наиболее 
распространенные для этого приложения. В 
экспериментах использовались два альтер-
нативных канала для получения пакетов – 
lTe и mech. приоритетным направлением 
для скачки файла выбран канал через mesh-
сеть, как более быстрый. изменяемые пара-
метры экспериментов приведены в табл. 2.

интервалы отправки пакетов привет-
ствия для протоколов OlSR и B.a.T.m.a.n. 
установлены в секунду. 

В ходе эксперимента измеряется конеч-
ное время передачи файлов для протоколов 
fTp и hTTp. модель генерации помех в 
mesh-сети приведена для случая движения 
автомобиля по городской трассе и соответ-
ствует движению автомобиля между пере-
крестками со скоростью 60 км/ч. модель 
представлена чередованием интервалов 
времени устойчивой и неустойчивой свя-
зи. один цикл равен 60 с, что соответствует 
участку пути в километр.

первый интервал кратковременного от-
ключения канала связи на 1 с иллюстрирует 
ситуацию подключения к новой точки до-
ступа. следующие 7 с автомобиль двигается 
в диапазоне действия новой точки доступа. 
Далее сигнал от всех соседей пропадает, 
такая ситуация может иллюстрировать по-
падание в тоннель или заезд на территорию 
с отсутствующим покрытием технологией 
802.11s. после чего появляется зона уве-
ренного приема с несколькими варианта-
ми доступа к сети, которая длится 250 м  
(15 с). после чего происходит кратковре-
менная потеря связи на более короткий 
промежуток времени (3 с). В конце выпол-
нений цикл симуляции повторяется.

предлагаемая модель работоспособ-
ности соответствует режиму работы про-
токолов динамической маршрутизации и 

таблица  2 

Входные экспериментальные данные

параметр Значение
протокол маршрутизации OlSR, B.a.T.m.a.n.

Размеры файлов 10 kB, 100 kB, 1 mB, 10 mB, 100 mB
скорость отдачи сервера 128 kбит/с, 1024 kбит/с, 11 mбит/с (unlimited)

протоколы загрузки файла fTp, hTTp
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передачи данных в условиях повышенной 
нестабильности сетевой топологии.

В процессе работы проведено три се-
рии экспериментов для каждой скорости.  
В каждой серии проведено по 400 измере-
ний. на рис. 3–5 приведены графические 
представления результатов этих экспе-
риментов. идеальный вариант в услови-
ях отсутствия помех, где не производится 
перестройка маршрутов, представлен на 
графиках как «экспериментальные значе-
ния без помех» и является показателем того, 
насколько работа протоколов маршрутиза-
ции отличается от идеального случая.

Результаты первой серии показывают 
динамику передачи данных на медленных 
скоростях (128 kбит/с). такая скорость ха-
рактерна для передачи больших объемов 
данных, включающих в себя информацию о 
дорожной сети и других абонентах. на гра-
фике изображены зависимости времени пе-
редачи данных по протоколу http от размера 
файла при использовании протокола дина-
мической маршрутизации B.a.T.m.a.n. и 
OlSR, а также идеальный вариант пере-
дачи по мesh-сети без помех, создаваемых 

схемой движения. по результатам экспе-
римента протокол динамической маршру-
тизации OlSR продемонстрировал лучшие 
показатели по сравнению с протоколом 
B.a.T.m.a.n. при передаче больших типов 
данных (более 10 mB) выигрыш в скорости 
передачи составляет до 35 %. Это связано 
с тем, что количество помех, возникающих 
во время скачки самого файла, возрастает 
пропорционально размеру файла и скорости 
передачи. следовательно, в таком случае не-
обходимо как можно быстрее переключить-
ся на альтернативный канал передачи, не 
ожидая восстановления основного канала 
связи, т. к. время простоя будет существен-
но отражаться на объеме передаваемых 
данных. протокол B.a.T.m.a.n. наоборот 
ожидает восстановления работоспособно-
сти канала по основному каналу связи, не 
удаляя путь из таблицы маршрутизации. 
Дополнительно установлено, что на низких 
скоростях передачи данных (128 kбит/с) 
по результатом эксперимента для больших 
файлов (более 10 mB) рекомендуемым про-
токолом уровня приложений является про-
токол http, демонстрирующий время пере-

Рис. 3. Зависимость времени передачи файла от размера, для протоколов 
B.a.T.m.a.n. и OlSR для скорости отдачи файла 128 kбит/с (первая серия)
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дачи ниже на 10–30 %. Это связано с тем, 
что в протоколе http используется меньшее 
количество команд управления, которые 
должны быть выполнены до начала загруз-
ки файла, а при пропадании связи (возник-
новении помех) и докачке файла протокол 
обязан выполнять эти команды управле-
ния повторно. Для скорости отдачи файла  
1024 kбит/с.

Результаты второй серии показыва-
ют динамику передачи данных на средних 
скоростях (1024 kбит/с). такая скорость 
характерна для передачи больших объемов 
данных, включающих в себя веб-трафик, 
онлайн-конференции. на графике изо-
бражены зависимости времени передачи 
данных по протоколу http от размера фай-
ла при использовании протокола дина-
мической маршрутизации B.a.T.m.a.n. и 
OlSR, а также идеальный вариант пере-
дачи по мesh-сети без помех, создаваемых 
схемой движения. по результатам экспе-
римента протокол динамической маршру-
тизации OlSR продемонстрировал лучшие 
показатели по сравнению с протоколом 
B.a.T.m.a.n., при передаче больших типов 

данных (более 10 mB) выигрыш в скорости 
передачи составляет до 20 %. Это связано 
с тем, что количество помех, возникающих 
во время скачки самого файла, возрастает 
пропорционально размеру файла и скоро-
сти передачи.

Результаты третьей серии показывают 
динамику передачи данных на максимально 
возможных скоростях для мesh-сети (око-
ло 11 mбит/с). такая скорость характерна 
для передачи больших объемов данных, 
включающих в себя мультимедийные дан-
ные и обновления. на графике изображе-
ны зависимости времени передачи данных 
по протоколу http от размера файла при 
использовании протокола динамической 
маршрутизации B.a.T.m.a.n. и OlSR, 
а также идеальный вариант передачи по 
мesh-сети без помех, создаваемых схемой 
движения. по результатам эксперимента 
протокол динамической маршрутизации 
B.a.T.m.a.n. продемонстрировал лучшие 
показатели по сравнению с протоколом 
OlSR, при передаче больших типов дан-
ных (более 10 mB), выигрыш в скорости 
передачи составляет до 50 %. Это связано 

Рис. 4. Зависимость времени передачи файла от размера, для протоколов  
B.a.T.m.a.n. и OlSR для скорости отдачи файла 1024 kбит/с (вторая серия)
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с тем, что сам протокол ориентирован на 
восстанавливающиеся связи (частые пре-
рывания, но восстановление идет по тому 
же пути), следовательно существующий 
путь даже после пропадания соседа не уда-
ляется из таблицы маршрутизации, а оста-
ется активным. таким образом, за время 
возникновения помех маршрут передачи 
данных не перестраивается, что не требует 
дополнительных временных затрат на пере-
расчет маршрута при повторном появлении 
связи, как происходит в случае использова-
ния протокола OlSR.

Результаты трех серий экспериментов 
показали, что при отправке небольших 
пакетов данных, в независимости от вы-
бранного протокола динамической марш-
рутизации, доставка происходит за корот-
кие промежутки времени даже при низких 
скоростях каналов связи либо ограничени-
ях сервера отправки данных. Это позволяет 
организовать оповещение об экстренных 
событиях ecall либо сбор статистических 
данных с автомобиля уже с использованием 
текущей инфраструктуры сети.

Разработаны архитектура программно-
аппаратного стенда исследования вре-
менных характеристик протоколов 
маршрутизации и методика проведения 
экспериментов, определены параметры 
проведенных экспериментов. проведен-
ные на стенде эксперименты позволили 
оценить применимость различных про-
токолов динамической маршрутизации в 
условиях движения мобильного объекта в 
городской среде для разных объемов дан-
ных.

наилучшим протоколом динамиче-
ской маршрутизации на низких скоростях  
(128 kбит/с) при передаче файлов более  
10 mB является протокол OlSR, разница 
во времени скачивания файла составля-
ет до 35 %. на низких скоростях передачи 
данных (128 kбит/с) рекомендуемым про-
токолом уровня приложений является про-
токол http, демонстрирующий время пере-
дачи ниже на 10–30 %.

Для средних скоростей (1 mбит/с) и 
файлов более 10 mB наилучшим также яв-
ляется протокол OlSR, выигрыш по време-

Рис. 5. Зависимость времени передачи файла от размера, для протоколов 
B.a.T.m.a.n. и OlSR для скорости отдачи файла 11 mбит/с (третья серия)
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ни скачивания файла составляет до 20 %. 
на высоких скоростях (11 mбит/с) переда-
чи данных предпочтительнее использовать 
протокол динамической маршрутизации 
B.a.T.m.a.n., при его использовании вы-
игрыш по времени скачивания файла со-
ставляет до 50 %.

по результатам экспериментов мож-

но сделать вывод, что B.a.T.m.a.n. менее 
предпочтителен для часто меняющейся то-
пологии. протокол больше ориентирован 
на восстанавливающиеся связи (частые 
прерывания, но восстановление идет по 
тому же пути), поэтому его предпочтитель-
нее использовать на высоких скоростях пе-
редачи данных.
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УДК 004.054

В.П. Котляров, А.С. Иванов 

МЕТОДИКА ТЕСТИрОВАНИЯ ВыСОКОНАГружЕННых  
ТЕЛЕКОММуНИКАцИОННых СИСТЕМ SMS ОПОВЕщЕНИЯ

V.P. Kotlyarov, A.S. Ivanov 

PrINCIPLES Of SMS INfOrMING SYSTEM TESTING

описана методика тестирования системы отправки SmS оповещений в роуминге, высылаемых в 
соответствии с требованиями федерального агентства связи. Данная методика является адаптацией 
известных подходов к обеспечению качества программных продуктов для применения в высоко-
нагруженных телекоммуникационных системах. систематизированы результаты исследований, по-
лученные в ходе разработки и запуска системы, обслуживающей 15 миллионов абонентов. пред-
ложенная методика может применяться без существенных изменений для обеспечения качества 
систем информирования.

аВтоматиЗация тестиРоВания; тестиРоВание по моДели; тестиРоВание 
В ВиРтуальном окРужении; аналиЗ РаБоты jvm; SmS инфоРмиРоВание.

paper describes principles of testing high load system of SmS informing in GSm roaming. Suggested 
technique is an adaptation of known approaches to quality assurance of software products for use in high-
telecommunication systems. This paper summarizes the experience gained during the development and launch 
of the system serving 15 million subscribers. The principles can be applied to any other sms information 
system.

TeST auTOmaTIOn; mOdel-BaSed TeSTInG; vIRTual machIne envIROnmenT; 
jvm peRfORmance; SmS InfORmInG

В 2011 г. федеральное агентство связи 
выпустило предписание всем операторам 
сети подвижной сотовой связи о необходи-
мости информирования абонентов, выез-
жающих за пределы обслуживания домаш-
ней сети оператора. существующая система 
информирования, использовавшаяся феде-
ральными операторами связи, не позволяла 
информировать абонентов о стоимости услуг 
в роуминге, состоянии их лицевого счета и 
возможностях снижения затрат в роумин-
ге. В связи с этим была поставлена задача 
разработать методику обеспечения качества 
создаваемого программного продукта, учи-
тывающую объем обрабатываемых данных, 
возросшую сложность системы, взаимодей-
ствие системы с критически важными объ-
ектами инфраструктуры оператора (home 
location Register, SmS центр).

В рассматриваемой области были из-
вестны следующие  подходы к обеспечению 
качества:

функциональное тестирование [1]. 1. 
Данный вид тестирования проверяет, что 
система выполняет функции, описанные 
в техническом задании (тЗ) на систему. 
стандартные подходы предусматривают 
построение плана тестирования и дальней-
шее применение системы автоматизации 
тестирования или тестирование по модели. 
В крупных проектах оба подхода требуют 
значительных ресурсов. Более полным ви-
дится подход с использованием модели си-
стемы, позволяющий оперативно вносить в 
модель изменения под требования заказчи-
ка, а в некоторых методологиях – прово-
дить верификацию модели. использование 
тестирования по модели системы требует 
специального обучения персонала, что пре-
пятствует использованию данного подхода 
в компаниях, в которых обходятся без от-
дела контроля качества.

тестирование производительности [1].  2. 
Данный вид тестирования используется для 
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проверки системы на соответствие требо-
ваниям к качеству сервиса. Это особенно 
важно в высоконагруженных распределен-
ных системах, т. е. распределенных систе-
мах с ограничениями на время отклика и 
положительной динамикой нагрузки. Для 
нагрузочных тестов часто используются ге-
нераторы запросов на систему, у которых в 
процессе генерации необходимо учитывать, 
что характер нагрузки в реальных системах 
меняется в зависимости от времени суток и 
дня недели. кроме того, часто генераторы 
нагрузки не учитывают зависимости между 
входными данными, что может изменить 
характер нагрузки.

тестирование восстановления [1]. 3. 
Данный тип тестирования проверяет, что 
система может сама восстанавливаться по-
сле аварий: проблем на сети, отключения 
внешних систем, повреждения конфигура-
ционных и справочных данных. 

тестирование безопасности [1]. про-4. 
веряет соответствие системы стандартам и 
требованиям к безопасности. обычно при-
меняется, когда система имеет интерфейсы, 
взаимодействующие с публичными сетями. 
Этот вид тестирования в данной статье не 
рассматривается.

тестирование совместимости [1]. 5. 
основная цель данного вида тестирования –  
проверка работы системы с конкретным 
видом оборудования. часто проводится по-
ставщиком оборудования и в настоящей 
работе не рассматривается.

тестирование интерфейса и локализа-6. 
ции [1]. Данный вид тестирования исполь-
зуется для тестирования создаваемых интер-
фейсов оператора и администратора системы, 
он здесь также не рассматривается.

исследование решения поставленной 
задачи предполагало выполнение следую-
щих шагов:

1) определить и обосновать методы обе-
спечения качества программного продукта 
для целей проекта;

2) адаптировать выбранные методы для 
тестирования высоконагруженных систем;

3) описать и автоматизировать методику 
тестирования;

4) выявить аспекты, плохо поддающиеся 
автоматическому тестированию и исследо-

вать возможные варианты их преодоления.

методика тестирования

требования к качеству программно-
го продукта были сформулированы в виде 
функциональных требований, требований 
к пропускной способности и требований к 
автоматическому восстановлению. 

проведены исследования подходов к те-
стированию каждой группы требований:

1. согласно тЗ система функционирует 
следующим способом: при изменении ме-
стоположения абонента в роуминге систе-
ма запрашивает по абоненту дополнитель-
ную информацию из внешних систем и по 
заданным критериям определяет шаблон 
SmS сообщения. Данный шаблон может 
содержать специальные значения – марке-
ры, подставляемые системой, исходя из ин-
формации о стране пребывания, стоимости 
услуг, оператора регистрации. 

тестирование системы с полным пере-
бором возможных состояний для данной 
системы было нереальным из-за сложной 
логики выбора шаблонов сообщений и 
различных вариантов подстановки специ-
альных маркеров в шаблоны. Все это при-
водило к экспоненциальному росту числа 
возможных последовательностей событий, 
которые должны были бы тестироваться. 
Для проведения функционального тестиро-
вания системы было выбрано эффективное 
решение в виде двух моделей: первая – для 
тестирования возможности выбора всех 
шаблонов с фиксированными маркерами 
подстановки, вторая – для генерации всех 
возможных подстановок маркеров в фик-
сированный шаблон.

В изначальном плане тестирования не 
существовало требований к максимально-
му количеству сообщений на абонента. В 
результате проведенного исследования та-
кое требование в план было введено.тести-
рование проводилось после тестирования 
стабильности, где в результате недельного 
прогона фиксировались отправляемые со-
общения, которые в дальнейшем проверя-
лись на соответствие входным данным, на 
ограничение количества отправляемых со-
общений.
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2. Для оценки пропускной способности 
системы были применены следующие виды 
тестирования: 

нагрузочное тестирование, обеспечива-
ющее оценку времени обработки данных;

стресс-тестирование или тестирование 
стабильности, обеспечивающее оценку за-
паса производительности системы;

конфигурационное тестирование, обе-
спечивающее оценку влияния окружения 
на работу системы.

анализ системы в ходе тестирование 
проводился на основе сбора системных ме-
трик, сбора данных от среды исполнения 
(java virtual machine), анализа времени от-
вета и пропускной способности всей систе-
мы. предполагалось, что анализ системы 
может внести дополнительные издержки 
и исказить данные тестирования, по этой 
причине было запланировано повторное те-
стирование без анализа системных метрик 
и метрик jvm со сравнением результатов 
по критерию стьюдента. 

нагрузочное тестирование использу-
ется для оценки времени обработки вход-
ных данных. при данном виде тестирова-
ния эмулируется обычный входной поток 
данных. Для времени обработки строится 
функция распределения, рассчитываются 
квантили. В качестве оценочного значения 
выбран квантиль при 99 % вероятности. си-
стема написана на языке java, для которого 
свойственны задержки при запуске сборки 
мусора. чтобы оценить влияние данных 
пауз, производился анализ работы сборщи-
ка мусора, анализ swap системы [4]. 

стресс-тестирование применяется для 
оценки запаса прочности системы отно-
сительно ожидаемой функциональности. 
Данный вид тестирования также предпо-
лагает сбор широкого спектра системных 
метрик, анализ которых позволяет выявить 
максимальную нагрузку на систему, сфор-
мулировать критические уровни нагрузки 
для системы мониторинга и выявить узкие 
места системы.

тестирование стабильности предполага-
ет работу под обычной нагрузкой на про-
тяжении длительного периода времени. В 
нашем случае на суточном и недельном ин-
тервалах времени. Данный вид тестирова-

ния позволяет выявить влияние редких со-
бытий, например, запуск систем архивации 
или задач cron, на функционирование си-
стемы, а также выявить утечки системных 
ресурсов и проблемы class loader в java. 

конфигурационное тестирование. В за-
даче тестирования пропускной способно-
сти системы происходил анализ влияния 
выделяемых ресурсов виртуальной машины 
на общую пропускную способность. Дан-
ный вид тестирования сводился к стресс-
тестированию при изменяемых параметрах 
виртуальной машины.

3. тестирование автоматического вос-
становления. необходимо отметить, что 
тестируемая система должна функциони-
ровать на виртуальной машине, по этой 
причине анализ восстановления после ап-
паратных сбоев и миграции виртуальных 
машин в данной статье не рассматривает-
ся. В рамках тестирования автоматического 
восстановления системы протестировано 
восстановление отдельных процессов после 
экстренного завершения системы (kill -9 
<pid>), в т. ч. автоматический запуск базы 
данных и ее диагностика. Восстановление 
доступа к внешним системам после сбоев 
в сети. протестирован автоматический за-
пуск системы после нормальной и экстрен-
ной перезагрузки системы.

Адаптация к нагрузке

предполагалось, что нагрузочное тести-
рование системы удастся провести, исполь-
зуя реальный сетевой трафик в качестве 
входных данных, однако, выполнить зер-
кальное отображение трафика в сеть, где 
находилась тестовая лаборатория, не уда-
лось. также не удалось перенести недель-
ный трафик из-за отсутствия требуемых ре-
сурсов для хранения данных. В результате 
исследований было решено разбить тести-
рование на два этапа: тестирование с гене-
рацией трафика в тестовой лаборатории и 
тестирование с «зеркалированием» трафика 
на этапе опытной эксплуатации. 

Для создания генератора трафика был 
проведен анализ абонентов, выезжающих 
в роуминг (рассматривались такие пара-
метры, как частота выезда; продолжитель-
ность пребывания; сообщения, посылаемые 
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в сигнальной сети оператора; количество 
посещаемых стран абонентом; характер-
ные маршруты; аномальное поведение) [3].  
В результате было создано несколько мо-
делей в виде машин состояний, описы-
вающих поведения абонентов в роуминге. 
В начале каждого 5-минутного интервала 
времени тестовой системой создавались но-
вые тестовые абоненты в роуминге, допол-
нительно выбиралась часть абонентов, уже 
хранящихся в системе, по всем выбранным 
абонентам происходил переход в рамках их 
машины состояний и создавалось соответ-
ствующее событие, которое посылалось в 
системе. Данный подход позволил хранить 
только необходимый минимум информации 
(id абонента, id его машины состояний, id 
состояния в рамках машины состояний), а 
также позволил воссоздать воздействия, ко-
торые посылались на систему. формально 
показано, что использование предложенно-
го генератора трафика создает однотипную 
нагрузку с реальным потоком данных [5].

Автоматизация

методика тестирования изначально 
разрабатывалась с учетом необходимости 
автоматизации рутинных, повторяющихся 
задач. 

цикл  автоматизированного тестирова-
ния состоял из следующих этапов.

Запуск виртуальной машины из гото-1. 
вого образа.

назначение роли (типа тестирования) 2. 
на виртуальной машине. 

настройка общего окружения сред-3. 
ствами системы управления конфигурация-
ми.

настройка окружения в зависимости 4. 
от роли (например, для анализа работы java 
virtual machine на системе запускались сер-
висы jstatd, jfr).

Загрузка и сборка тестируемой систе-5. 
мы из системы контроля версий.

Загрузка и запуск тестов в соответ-6. 
ствии с ролью тестируемой системы.

на ручную работу оставалось только-
создание модели тестирования, настройка 
окружения и анализ результатов тестиро-
вания. Дополнительно, в ручном режиме 
просматривались журналы недельных те-

стов на предмет странного/подозритель-
ного поведения, т. е. поведения системы, 
которое является ошибкой, но не описано 
ни в тЗ, ни в тестовом плане (например, 
множественные отправки SmS одному че-
ловеку на пограничных областях. 

Проблемы тестирования

необходимо отметить, что данный под-
ход не лишен недостатков, которые, к сча-
стью, не влияют на основные результаты 
тестирования. В частности, не отражено те-
стирование систем мониторинга – важной 
части промышленной системы, что не было 
предусмотрено требованиями сдачи систе-
мы в эксплуатацию. часть ошибок была 
найдена только в процессе ручного анали-
за журналов тестирования. поскольку по-
нятие странное/аномальное поведение не 
формализовано, то идентификация связан-
ных с ним ошибок возможна только чело-
веком, который по результатам их анализа 
создает новые требования в программе те-
стирования. использование поведенческих 
моделей позволяет гарантировать тестиро-
вание программного продукта по критерию 
путей и, в случае необходимости, провести 
верификацию свойств модели [2].

Результаты

исходный код, исследуемый в рамках 
методики, имеет объем 37 klOc. 

Выше рассматривались причины, по ко-
торым функциональное тестирование было 
разбито на два блока. Рассмотрим метри-
ки тестирования по каждому направлению 
(табл.).

с помощью нагрузочного и стресс-
тестирования получены следующие резуль-
таты:

пропускная способность системы (пред- •
полагаемая нагрузка) 8 000–10 000 TpS;

максимальная пропускная способ- •
ность 18 000 TpS;

среднее время обработки запроса   •
290 мс;

дисперсия времени обработки 30 мс. •
В ходе конфигурационного тестирова-

ния был представлен план выделения ре-
сурсов виртуальной машине для задач мас-
штабирования.
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В процессе тестирования восстановле-
ния ошибок не обнаружено.

предложенная методика тестирования 
позволила с минимальными замечаниями 
начать этап опытной эксплуатации теле-
коммуникационной системы, обслуживаю-
щей 15 млн абонентов.

В дальнейшем предлагаемая методи-
ка может быть расширена использованием 
ucm поведенческих моделей для генерации 
трас при функциональном тестировании. 
Данная методика может быть применена и в 
области нотификации абонентов: оповеще-
ния мчс, сообщения городской админи-
страции и оповещения о стоимости услуг.
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УДК 681.3.06

И.Г. Черноруцкий 

ГрАДИЕНТНыЕ МЕТОДы ОПТИМИзАцИИ бОЛьшИх СИСТЕМ

I.G. Chernorutskiy

GrADIENT METhODS fOr LArGE-SCALE MINIMIZATION PrObLEMS

Разработаны градиентные методы с чебышевскими функциями релаксации. В отличие от клас-
сических градиентных процедур, построенные методы сохраняют сходимость и эффективность для 
невыпуклых задач нелинейного программирования в условиях высокой степени жесткости целевых 
функционалов и высокой размерности вектора оптимизируемых параметров.

ГРаДиентные метоДы; функции Релаксации; неВыпуклые ЗаДачи; жест-
кие функционалы.

Gradient methods with chebyshev relaxation functions are developed. In contrast to the classical gradient 
procedures, the methods retain the convergence and efficiency for non-convex nonlinear programming 
problems under the conditions of  high stiffness of target functionals and high dimension of the optimized 
parameters vector.

GRadIenT meThOdS; RelaXaTIOn funcTIOnS; nOn-cOnveX pROBlemS; STIff 
funcTIOnalS.

Для решения задачи безусловной мини-
мизации

2( ) min, , ( )n n

x
J x x R J C R→ ∈ ∈

рассматривается класс матричных гради-
ентных методов вида

1 1( , ) ( ), ,k k k
k k k kx x H G h J x h R+ ′= − ∈

где ( ),k
k kG J x H′′=  – матричная функция 

.kG
Данный класс методов, как показано в 

работах [1–8], включает в себя как частные 
случаи такие классические процедуры, как 
градиентные методы наискорейшего спу-
ска, методы левенберга-маркуардта, нью-
тоновские методы, методы с экспоненци-
альной релаксацией (ЭР-методы).

Далее представлен основанный на по-
нятии функции релаксации [1, 6] подход 
к построению и анализу нетрадиционных 
градиентных методов с чебышевской функ-

цией релаксации. основные предположе-
ния, используемые при построении данно-
го класса методов:

высокая размерность вектора аргу- •
мента x ( 1)n >>  и нежелательность хране-
ния полноразмерной матрицы ( )n n×  в па-
мяти компьютера;

высокая степень жесткости [1, 4, 5]  •
функционала J(x) в широкой области из-
менения аргумента;

выпуклость минимизируемого функ- •
ционала J(x) гарантируется только в окрест-
ности точки минимума.

Задачи многопараметрической оптимизации

под большими системами будем по-
нимать системы, описываемые моделями с 
большим числом управляемых параметров. 
если степень жесткости соответствую-
щих критериев оптимальности достаточно 
высока, то стандартные вычислительные 

(1)
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средства оказываются неэффективными в 
силу изложенных в [1, 4, 5] причин. ме-
тоды с экспоненциальной релаксацией [8] 
неприменимы, т. к. их вычислительные 
схемы содержат заполненные матрицы раз-
мерности ,n n×  что при больших (порядка 
1000) n определяет чрезмерные требования 
к объему необходимой памяти компьютера. 
методы ньютоновского типа, как показано 
в [8], не предназначены для решения не-
выпуклых задач и, кроме того, теряют эф-
фективность в условиях высокой степени 
жесткости.

наиболее часто в указанной ситуации 
рекомендуется применять различные не-
матричные формы метода сопряженных 
градиентов (сГ). однако далее будет пока-
зано, что в классе матричных градиентных 
схем (1) существуют более эффективные 
для рассматриваемых задач алгоритмы, чем 
методы сГ.

пусть оптимизируемая система может 
быть представлена как совокупность взаи-
мосвязанных подсистем меньшей размер-
ности. пусть также требования к выходным 
параметрам системы (спецификации) могут 
быть сформулированы в виде следующих 
неравенств:

yj(xj, x
q) ≤ tj, j ∈ [1: q – 1]; yq(x

q) ≤ tq, 

где x j есть nj-мерный частный вектор управ-
ляемых параметров; xq – nq-мерный вектор 
управляемых параметров, влияющий на все 
q выходных параметров и осуществляющий 
связь отдельных подсистем оптимизируе-
мой системы. Размерность полного вектора 
управляемых параметров x = [x1, x2, …, xq] 
равна

1

.
q

i
i

n n
=

= ∑
используя технику оптимизации, пред-

ставленную в [1], можно привести задачу 
решения системы неравенств (1) к виду

1

( ) ( , ) min, ,
q

j q n
j

j

J x x x x R
=

= Ψ → ∈∑
что является сглаженным вариантом кри-
терия минимального запаса работоспособ-
ности.

функционалы (4) возникают и при дру-
гих постановках задач оптимального пара-

метрического синтеза, не основанных не-
посредственно на критериях минимального 
запаса работоспособности. поэтому зада-
ча (4) имеет достаточно общий характер.

Далее будут рассмотрены методы реше-
ния задачи (4) при следующих дополни-
тельных предположениях:

решение задачи анализа оптимизи- •
руемой системы требует значительных вы-
числительных затрат, поэтому в процессе 
оптимизации требуется минимизировать 
количество обращений к вычислению зна-
чений J(x);

коэффициент заполнения  • γ матри-
цы G(x) = J″(x) достаточно мал. обычно 
можно полагать γ ~ 1/q.

легко установить, что структура матри-
цы G(x) не зависит от точки x:

11 1

22 2

33 3

1 2 3

0

0( ) .

q

q

q

q q q qq

G G

G G

G GG x

G G G G

 
 
 
 =
 
 
 … 

 

подматрицы Gij имеют размеры ni×nj, а 
общее число ненулевых элементов равно

1
2

1 1

2 .
q q

i q i
i i

n n n
−

= =

+∑ ∑
таким образом, учитывая симметрич-

ность матрицы G(x), в памяти компьютера 
необходимо хранить

1
2

1 1

( ) 2
q q

i i q i
i i

n n n n
−

= =

+ +∑ ∑
ненулевых элементов. необходимые сведе-
ния о схемах хранения разреженных матриц 
содержатся, например, в [9, 10].

методы с чебышевскими функциями  
релаксации

пусть λi(Gk) ∈ [– m, M], M >> m > 0. 
В силу приведенных выше предположе-
ний и сформулированных в [6] требова-
ний к функциям релаксации, наиболее 
рациональный метод должен иметь функ-
цию релаксации, значения которой резко 
снижаются от R = 1 при λ = 0, оставаясь 
малыми во всем диапазоне [0, M]. и на-
против, при λ < 0 функция R(λ) должна 

(2)

(3)

(4)
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интенсивно возрастать. кроме того, отве-
чающая R(λ) матричная функция H должна 
строиться без матричных умножений для 
сохранения свойства разреженности матри-
цы Gk = J″(xk).

покажем, что в качестве такой R(λ) c 
точностью до множителя могут быть ис-
пользованы смещенные полиномы чебы-
шева второго рода Ps(λ), удовлетворяющие 
следующим соотношениям [11]:

P1(λ) = 1, P2(λ) = 2(1 – 2λ); 
Ps + 1(λ) = 2(1 – 2λ)Ps(λ) – Ps – 1(λ).

Графики зависимостей Ps(λ)/s для 
s = 3, 4, 5 представлены на рис 1. Действи-
тельно, полагая R(λ) = PL(λ)/L при доста-
точно большом значении L получим сколь 
угодно быструю релаксацию любого слагае-
мого в представлении

1 2 2
,

1

1
( ) ( ),

2

n
k

i k i i
i

f x R+

=

= ξ λ λ∑
где

,
1

.
n

k i
i k

i

x u
=

= ξ∑
Данное утверждение вытекает из из-

вестного факта равномерной сходимости 
последовательности {Ps(λ)/s} к нулю при 
s → ∞ на открытом промежутке (0, 1). Далее 
будем предполагать, что собственные чис-
ла матрицы Gk нормированы к промежутку 
(0, 1). Для этого достаточно вместо матри-
цы G рассматривать матрицу G/ ||G||, а вме-
сто вектора градиента g — вектор g/ ||G||.

отвечающая принятой R(λ) зависи-
мость Н(λ) имеет вид

Н(λ) = [1 – R(λ)]/λ = [1 – PL(λ)/L]/λ.

построение методов (1) непосредствен-
но с функцией (7) возможно, но приводит 
к необходимости решения на каждом шаге 
по k больших линейных систем уравнений 
с разреженной матрицей. ниже показано, 
что существуют более эффективные прие-
мы реализации.

из (7) следует, что Н(λ) является поли-
номом степени L – 2, в то время как R(λ) 
имеет степень L – 1. поэтому для реали-
зации матричного градиентного метода с 
указанной функцией Н(λ), вообще говоря, 
нет необходимости решать линейные си-
стемы. метод будет выглядеть следующим 
образом:

1 2
1 2 1( ... )

( ) .

k k L k
k L k

k k
k

x x E G G g

x H G g

+ −
−= − α + α + + α =

= −
Реализация метода (8) может быть осно-

вана на методах вычисления коэффициен-
тов αi для различных степеней L. при этом 
число L должно выбираться из условия 
наиболее быстрого убывания J(x). Далее 
обсуждается альтернативный подход, осно-
ванный на других соображениях.

Для функции
2

1 2 1( ) ... , 2,3,...s
s sH s−

−λ α + α λ + + α λ =

из (5) можно получить рекуррентное соот-
ношение

(s + 1)Hs+1 = 2s(1 – 2λ)Hs – (s –1) ×  
× Hs – 1 + 4s; 

H1 = 0, H2 = 2, s ∈ [2: L – 1]. 

отсюда имеем

(7)

(9)

(5)

Рис. 1. чебышевские функции релаксации

(6)

(8)
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имеем [12]:

2sin
( ) ( ) , 4 .LP L

ξ
λ ≅ Φ ξ = ξ λ

ξ


полагая ,x = ξ  получим Φ(ξ) = ϕ(x) = 
= sin x /x. имеем Φ(ξ) ≤ Φ(ξкр) при ξ ≥ ξкр, где 

2
кр кр кр кр6,523; ( ) ( ) 0,22.x xξ = = Φ ξ = ϕ ≅

таким образом, полагая ξкр = 4L2λкр, по-
лучим следующее утверждение: если для 
наименьшего (положительного) собствен-
ного числа m выполняется неравенство

ξmin = 4L2m ≥ ξкр = 6,523,

то есть если

m ≥ 6,523/(4L2) = 1,63/L2,

то для всех λ > m будем иметь

|RL(λ)| ≤ 0,22.

из (12) следует (11).
укрупненная схема алгоритма, по-

строенного на основе соотношения (10), 
может быть реализована с помощью сле-
дующей последовательности шагов. при 

1
1

1

[ 1]

2 1
( 2 )

1 1
4

, [2 : 1]
1

k k k
s

k k k
k s s

k

x s x H g

s s
x E G H g H g

s s
s

g s L
s

+
+

−

+ − =

−
= − − + −

+ +

− ∈ −
+



или

1
1

1

1 2

[ 1]

2 1 4
( 2 ) ;

1 1 1
0, 2 , [2 : 1].

k k
s

k
k s s

k

x s x

s s s
E G g

s s s
g s L

+
+

−

ϑ + − =

−
= − ϑ − ϑ −

+ + +
ϑ = ϑ = − ∈ −



Здесь xk+1[s] есть s-е приближение к век-
тору xk + 1 = xk+1[L].

таким образом, при фиксированной 
квадратичной аппроксимации f(x) функци-
онала J(x) в окрестности x = xk, мы имеем 

возможность переходить от Рs к Ps+1 за счет 
одного умножения матрицы E – 2Gk на век-
тор ,sϑ  в полной мере используя свойство 
разреженности матрицы Gk и не прибегая 
к дополнительным вычислениям градиента. 
Эффективность алгоритма (9) при больших 
значениях η определяется множителями ре-
лаксации для малых собственных значений 
матрицы Gk. Рассмотрим положительную 
часть спектра (λ > 0), что особенно важно 
в окрестности оптимума, где матрица G(x) 
положительно определена. основное до-
стоинство метода с Rs(λ) = Ps(λ)/s состоит в 
том, что уже при малых s происходит замет-
ное подавление слагаемых из (5) в широком 
диапазоне значений λ. ниже представле-
ны значения Rs для внутреннего максиму-
ма Rs(λ) и границы диапазонов αs ≤ λ ≤ βs, 
где |Rs(λ)| ≤ Rs:

(10)

(12)(11)

s … 3 4 5 6 7 8

Rs … 0,333 0,272 0,250 0,239 0,233 0,230

αs … 0,147 0,092 0,061 0,044 0,033 0,025

βs … 0,853 0,908 0,939 0,956 0,967 0,975

–R'S(0) … 5,30 10,0 16,0 23,3 32,0 42,0

В левой части спектра (λ < 0) имеем 
( ) 1 (0) ,s sR R′λ > + λ  поэтому значения произ-

водных (0)sR′  в последней строке таблицы 
характеризуют множители релаксации для 
отрицательных слагаемых в (6). Вычисле-
ние производных (0)sR′  может быть выпол-
нено, исходя из следующих рекуррентных 
соотношений:

1 2 1

1

0, 4;

2 4 ; (0) .
s

s s L L

P P P

P s P R P L
+

−

′ ′ ′= = − =
′ ′ ′ ′= − − =

Значения αs, βs для s > 8 (при λ > 0) мо-
гут быть вычислены по асимптотической 
формуле:

αs = 1,63/s2, βs = 1 – αs;

при этом Rs < 0,22.
соотношение (11) получается из сле-

дующего представления полиномов чебы-
шева:

2sin
( ) , sin , , [0,1].

sin 2L

L
P

L
ζ ζ

λ = λ = λ ζ ∈
ζ

Действительно, при достаточно малых ζ 
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этом предполагается, что все переменные 
задачи надлежащим образом нормализова-
ны. предполагается также, что переменные 
пронумерованы некоторым оптимальным 
способом, гарантирующим эффективное 
хранение разреженной матрицы (E – Gk) в 
памяти компьютера.

Алгоритм RElCH

шаг  1. Задать начальную точку x; вы-
числить J := J(x); задать L, определяющее 
количество пересчетов по формуле (10) (об 
априорном выборе L см. ниже).

шаг  2. Вычислить g := J′(x), G := J″(x); 
положить g := g/ ||G||, G := G/ ||G||; α : = 1.

шаг  3. по формуле (10) построить ;Lϑ  
положить : .t

Lx x= + ϑ
шаг  4. Вычислить Jt := J(xt). если Jt > J, 

перейти к шагу 5, иначе – к шагу 6.
шаг  5. положить α := α/2, :t

Lx x= + αϑ  
и перейти к шагу 4.

шаг  6. положить x := xt, J := Jt и пере-
йти к шагу 2.

критерий окончания процесса здесь не 
указан. как правило, вычисления закан-
чиваются по исчерпании заданного коли-
чества вычислений функционала либо при 
явной остановке алгоритма. число пересче-
тов L по формуле (10) является параметром, 
задаваемым пользователем. согласно (11) 
первоначально целесообразно полагать

1,63 1,3 ,LL ≅ α ≅ η

где η — оценка степени овражности ми-
нимизируемого функционала. при таком 
выборе L множители релаксации в поло-
жительной части спектра будут гарантиро-
ванно меньше 0,23. при конструировании 
алгоритмических способов задания L необ-
ходимо учитывать, что последовательность 
{Js}, где ( ),k

s sJ J x + ϑ  не будет при s → ∞ 
убывать монотонно. на шаге 5 алгорит-
ма применена регулировка нормы вектора 
продвижения с целью предотвращения вы-
хода из области справедливости локальной 
квадратичной модели функционала.

Характеристики сходимости 

Дадим оценку эффективности мето-
да (10) по сравнению с методами сопряжен-
ных градиентов (сГ-методами). Для задач 

большой размерности (когда число итера-
ций меньше размерности) можно гаран-
тировать сходимость сГ-методов  только 
со скоростью геометрической прогрессии 
даже для сильно выпуклых квадратичных 
функционалов.

Действительно, рассмотрим случай 
f(x) = 1/2〈Gx, x〉, G > 0 и оценим скорость 
сходимости метода сГ к экстремальной 
точке x = 0. итерация xk, полученная ме-
тодом сГ, может быть представлена в виде 
[11]:

xk = (E + c1G + c2G
2 + … + ckG

k)x0 = Pk(G)x0,

где Pk(G) – матричный полином k-й степе-
ни. при этом из свойств метода сГ следу-
ет, что коэффициенты с1, …, ck полинома 
Рk(G) на каждой итерации принимают та-
кие значения, чтобы минимизировать ве-
личину f(xk), только множителем отличаю-
щуюся от функции ошибки. иначе говоря, 
k-е приближение минимизирует f(xk) сре-
ди векторов x0 + V, где вектор V является 
элементом подпространства, натянутого на 
векторы Gx0, G2x0, …, Gkx0. полагая

0
,0

1

,
n

i
i

i

x u
=

= ξ∑

где {ui} – ортонормальный базис собствен-
ных векторов матрицы G, получим

,0 ,0
1 1

( ) ( ) , (0) 1,
n n

k i i
k i i k k

i i

x P G u P u P
= =

= ξ = ξ λ =∑ ∑

2 2
,0

1

( ) 1 2 , 1 2 ( ) .
n

k k k
i k i i

i

f x Gx x P
=

= = ξ λ λ∑
отсюда имеем

20 2
,0

1

,
n

i
i

x
=

= ξ∑

2 22 2 2 0
,0

1

( ) max ( ) .
n

k
i k i k ii

i

x P P x
=

= ξ λ ≤ λ∑
Выберем в качестве полинома Pk(λ) 

близкий к оптимальному полином, наи-
менее уклоняющийся от нуля на проме-
жутке [m, M], содержащем все собствен-
ные значения положительно определенной 
матрицы G, и нормированный так, что 
Pk(0) = 1.

линейной заменой переменных

(13)

(14)
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2 2
M m M m

t
+ −

λ = −

задача сводится к построению полинома, 
наименее отклоняющегося от нуля на про-
межутке t ∈ [– 1, 1] и принимающего в точ-
ке t0 = (M + m) / (M – m) (соответствующей 
λ = 0) значение 1. Решение последней за-
дачи дается полиномом

( )
0 0

( ) ( )
,

cos( arccos ) ( )
k k

k
k

T t T t
T t

k t T t
= =

где Tk(t) = cos(k arccos t) – полином чебы-
шева. при этом

1 1 1 1
0

1
max ( ) max ( ) .

( )k kt t
k

T t T t
T t− ≤ ≤ − ≤ ≤

=

очевидно,

1 1
max ( ) 1,kt

T t
− ≤ ≤

=

поэтому 

0

max ( ) max ( )

1
, [ , ], [ 1,1].

( )

k k kt

k

L P T t

m M t
T t

λ
= λ = =

= λ ∈ ∈ −



так как справедливо представление

2 2( ) 0,5 ( 1) ( 1) ,k k
kT t t t t t = + − + − −

 

то

2

2

2 1

1

2 .

k

k

k

k k

M m M m
L

M m M m

M m M m
M m M m

M m M m

M m M m

 + +  = + − +  − −   
 + +   + − − =   − −   

    + − = +       − +    

при достаточно больших k (k ≥ k0) име-
ем

2

1 2
2 2 1 , .

1

k

k

k k

M m
L

M m

M
m

 +
≅ =  − 

   η −
= ≅ − η      η + η   



из (13) и (14) получаем

||xk|| ≤ Lk||x
0||

или

||xk|| ≤ 2qk||x0||, k ≥ k0,

где (1 2 ).q ≅ − η  таким образом, сходи-
мость метода сГ со скоростью геометри-
ческой прогрессии доказана. точное зна-
чение Lk, справедливое для любых k, будет 
при этом равно

0

2 2
2 1 1 , 1.

k k

kL L
    
 = + + − =       η η    

из (16) следует, что при η >> 1 сходи-
мость может быть очень медленной.

«конечность» метода сГ, т. е. точное ре-
шение задачи минимизации квадратичной 
функции за n шагов, где n – размерность 
пространства поиска, проявляется только 
при достаточно большом количестве ите-
раций. при этом степень полинома Pk(λ) в 
(13) будет равна n, и оптимальный выбор 
этого полинома сводится к локализации его 
n корней в точках λ1, λ2, …, λn, что приведет к 
точному решению задачи (f(xn) = 0).

легко видеть, что оценка (16) для ква-
дратичной функции общего вида

f(x) = 1/2〈Gx, x〉 – 〈G, x〉 + с

преобразуется к виду

||xk – x∗|| ≤ 2qk||x0 – x∗||,

где x∗ – оптимальная точка, не совпадаю-
щая в общем случае с началом координат.

Важная особенность алгоритмов тина 
Relch заключается в том, что соответ-
ствующие множители релаксации будут 
определяться только числом итераций L и 
степенью η жесткости задачи независимо 
от размерности n. В то же время в схемах 
методов сГ для завершения каждого цик-
ла спуска требуется порядка n итераций; в 
противном случае согласно (17) скорость 
сходимости может быть очень малой. кро-
ме того, каждая итерация метода сГ даже 
для квадратичного случая требует нового 
вычисления градиента, т. е. дополнитель-
ных вычислительных затрат по анализам 
функционирования оптимизируемой си-
стемы.

(17)

(15)

(16)
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Будем далее полагать, что алго-
ритм Relch реализован с постоянным 

1,3 ,L = η  имея в области λ > 0 множите-
ли релаксации, не превышающие значения 
0,23.

Рассмотрим задачу минимизации ква-
дратичного функционала f(x) = 1/2〈Gx, x〉 
с положительно определенной матрицей G. 
оценим количество вычислений f(x), тре-
буемое для достижения контрольного век-
тора x′ с нормой ||x′|| ≤ 0,23 методом сГ и 
алгоритмом Relch из начальной точки x0 
c ||x0|| = 1. пo достижении точки x′ вся си-
туация повторяется, поэтому полученные 
ниже сравнительные оценки эффективно-
сти имеют достаточно общий характер.

Будем предполагать, что для вычисле-
ния производных применяются двусторон-
ние конечноразностные соотношения, что 
в следующем ниже анализе дает дополни-
тельные преимущества методу сГ.

Для достижения вектора x′ алгоритму 
Relch требуется вычислить в точке x0 
слабо заполненную матрицу Гессе и век-
тор градиента f ′(x0). при коэффициенте 
заполнения γ это потребует около 2γn2 вы-
числений f. Далее выполняется 1,3L = η  
итераций по формуле (10), не требующих 
дополнительных вычислений целевого 
функционала f.

чтобы получить вектор x′ методу сГ по-
требуется N итераций, где число N опреде-
ляется из условия:

||xN|| = 2qN = 0,23,

то есть N ≅ – 2,2/ ln q. Для выполнения 
каждой итерации необходимо обновление 
вектора градиента, что связано с 2n вычис-
лениями f(x). общее число вычислений f 
равно – 4,4n / ln q. относительный выи-
грыш в количестве вычислений f методом 
Relch по сравнению с методом сГ задает-
ся функцией Ψ(η) ≅ – 2,2/ (γnln q). очевид-
но, при η → ∞ имеем q(η) → 1 и Ψ(η) → ∞. 
характерные значения Ψ для γ = 0,01 и 
n = 1000 даны ниже:

η … 100 1000 1500 104 105

Ψ … 1,0 3,4 4,0 11,0 35,0
таким образом, для получения срав-

нимых результатов при η = 104 алгорит-

му Relch потребуется приблизительно 
в 11 раз меньше вычислений f, чем ме-
тоду сГ. следует, однако, учитывать, что 
при увеличении η возрастает количество 
L пересчетов по формуле (10). Это может 
приводить к возрастанию влияния вычис-
лительных погрешностей при вычислении 

,sϑ  с большими номерами s.
пример .  Рассмотрим модельную за-

дачу минимизации квадратичного функ-
ционала f(x) с n = 200, η = 1500, γ = 0,025. 
Для определенности положим, что время 
однократного вычисления f(x) эквивалент-
но выполнению 102n операций умножения 
с плавающей точкой. Время выполнения 
одной операции умножения для опреде-
ленности и чисто условно положим равным 
ty = 3⋅10– 5 с. Вычисление значения f(x) за-
нимает при этом tf = 0,6 с процессорного 
времени. Для вычисления f′ и f″ с помощью 
общих конечноразностных формул потре-
буется, соответственно, t′ = 2ntf = 4 мин, 
t″ = 2γn2t = 20 мин. число пересчетов по 
формуле (10) равно 1,3 50.L = η =  при 
каждом пересчете производится умноже-
ние слабо заполненной матрицы E – 2Gk на 
вектор ,sϑ  что требует γn2ty ≅ 3⋅10–2 с ма-
шинного времени. Время построения век-
тора 50ϑ  без учета вычисления f′, f″ составит 
около 50⋅3⋅10–2 = 1,5 с и может в расчет не 
приниматься.

В результате получается, что для по-
строения контрольного вектора x′ c 
||x′|| < 0,23 методом Relch потребует-
ся около t″ = 20 мин машинного време-
ни. метод сГ затратит, соответственно 
Ψ(1500)⋅20 ≅ 1,3 ч.

при повторном применении алгорит-
ма Relch к построенному вектору x′ мы 
получим вектор x″ с ||x″|| ≤ 0,23||x′|| и т. д. 
следовательно, если обозначить соответ-
ствующую последовательность векторов 
через {xm}, то норма вектора x будет убы-
вать по закону геометрической прогрессии 
||xm|| ≤ dm||x0||, где d < 0,23 независимо от ве-
личины η и n.

Важным дополнительным преимуще-
ством алгоритма Relch по сравнению 
с методом сГ является его высокая эф-
фективность в невыпуклом случае, т. к.  
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функция релаксации метода в левой полу-
плоскости целиком расположена в разре-
шенной области и множители релаксации 
для λ < 0 быстро растут по абсолютной ве-
личине при переходе от sϑ  к 1.s+ϑ  характе-
ристики роста были приведены ранее.

так же как и в случае ЭР-методов  мож-
но показать, что эффективность рассматри-
ваемого подхода сохраняется при степенях 
жесткости, удовлетворяющих неравенству 
η < 1/ (nεM). области работоспособности 
алгоритмов ReleX (ЭР-метод) и Relch 
в плоскости (n, η) представлены на рис. 2. 
при умеренных размерностях n более эф-
фективными, вообще говоря, оказываются 
алгоритмы типа ReleX. они позволяют за 
меньшее число Nу операций умножения ма-

трицы на вектор получить заданные значе-
ния множителей релаксации. при больших 
η это приводит к существенному уменьше-
нию накопленной вычислительной погреш-
ности. Для подтверждения данного замеча-
ния достаточно проанализировать характер 
изменения множителей релаксации при 
применении формул пересчета при реали-
зации ЭР-методов и (10). характерные за-
висимости для рассмотренных случаев (для 
фиксированного λi < 0) и разных εM  пред-
ставлены на рис. 3.

Видно, что если область локальной ква-
дратичности функционала J(x) невелика (ζk 
мало), то необходимые значения |Ri| ≅ 1 и 
более эффективными могут оказаться ме-
тоды типа Relch.

описанный класс матричных градиент-
ных методов показал на практике доста-
точно эффективную работу в условиях вы-
сокой жесткости и невыпуклости целевых 
функционалов. при оптимизации больших 
систем удается использовать эффективные 
«упакованные» формы хранения матриц 
вторых производных, что существенно 
снижает требования к необходимой ком-
пьютерной памяти. однако метод сохра-
няет свои основные характеристики и для 
малоразмерных систем, выдерживая кон-
куренцию с основными оптимизационны-
ми процедурами нелинейного программи-
рования.

Рис. 2. области работоспособности алгоритмов 
ReleX, Relch (1); (2)M M M M M′ ′′ ′ε = ε ε = ε > ε

Рис. 3. характер изменения множителей релаксации:  
1 – RelеX, 2 – Relch
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Я.А. Селиверстов, С.А. Селиверстов 

О ЛОГИКО-АЛГЕБРАИЧЕСКОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ  
ТРАНСПОРТНО-ЛОГИСТИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА

Ya.A. Seliverstov, S.A. Seliverstov 

ABOUT LOGICAL-ALGEBRAIC DESCRIPTION  
OF THE TRANSPORT LOGISTIC PROCESS

Проведен анализ предметной области. Дано логико-алгебраическое представление транспортно-
логистической системы, с единых позиций введены формальные описания элементарной опера-
ции, транспортно-логистической операции, транспортно-логистического процесса. Семантика 
транспортно-логистического процесса интерпретирована логикой исчисления предикатов. Ин-
теллектуализация транспортно-логистической системы связана с самоорганизацией транспортно-
логистического процесса и с автоматным поиском решений в пространстве его состояний. Адекват-
ность модели продемонстрирована на практическом примере.

ЛОГИКО-АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ТРАНСПОРТНЫХ ПРОЦЕССОВ; ИНТЕЛЛЕКТУА-
ЛИЗАЦИЯ ТРАНСПОРТНО-ЛОГИСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ; ЛОГИКА ПРЕДИКАТОВ ПЕРВО-
ГО ПОРЯДКА; ТЕОРЕТИКО-МНОЖЕСТВЕННЫЕ МОДЕЛИ.

Analysis of the publications on the subject of the article is carried out in the article. A logical and algebraic 
description of the transport and logistics system is being given, a formal description of the unit operations, 
transport and logistics operations, transportation and logistics process are introduced. Semantics of the transport 
logistics operation is interpreted by logic of the predicate calculus. Intellectualization of the transport logistics 
system is associated with self-organization of the transport logistics process and with automatic search of 
solutions in the space of states. The adequacy of the model is demonstrated by the practical example.

LOGIC-ALGEBRAIC MODELS OF TRANSPORT PROCESSES; INTELLECTUALIZATION 
TRANSPORT AND LOGISTICS SYSTEM; THE FIRST-ORDER PREDICATE LOGIC; SET-
THEORETIC MODELS.

Тема статьи находится на пересечении 
ряда актуальных научно-практических на-
правлений: транспорта, логистики, киберне-
тики, непосредственно касающихся проблем 
оптимальной организации транспортно-
логистической системы (ТЛС) [1–3] и ин-
теллектуализации процессов производства, 
хранения, транспортировки и распределе-
ния материальных потоков [3–5]. 

Одним из магистральных направлений 
развития ТЛС является их всесторонняя 
интеллектуализация. 

Развитие спутниковых систем связи, 
информационных и компьютерных техно-
логий [6], аппаратурной реализации функ-
ций управления  процессами в ТЛС, при-
ближение средств обработки информации к 
месту ее возникновения, свидетельствуют о 
движении к использованию принципов са-

моорганизации в управлении ТЛС и прин-
ципов автоматического поиска решений в 
пространстве их состояний.

Концептуальные основы построения 
самоорганизующихся транспортных си-
стем (ТС) рассмотрены в [7, 8], техноло-
гия анализа транспортных процессов (ТП) 
в [9], принципы построения экспертных 
систем в [10], но применительно к ТЛС, 
принадлежащим к неизмеримо более ши-
рокому классу больших систем, даже не 
затрагивались. Тем более не ставилась за-
дача определения единого математическо-
го инструмента описания поведения ТЛС, 
что ведет не только к сокращению издер-
жек на проектирование и имитационное 
моделирование поведения ТЛС, но и к 
алгоритмической и структурной однород-
ности самих систем. 
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Выбор логико-алгебраического пред-
ставления вызван стремлением формаль-
но описать реальные процессы [11], про-
текающие в ТЛС. Структурное построение 
подобных моделей выполняется согласно 
[12], разрешение проблем прагматики и 
семантики модели - согласно [13] с ис-
пользованием лингвистической концеп-
ции [12, 14], при этом достигается адек-
ватность модели исходной предметной 
области и определенный автоматизм ее 
составления.

Этому, по-существу, и посвящена насто-
ящая работа, и изложение ее сути уместно 
начать с определения концептуальной мо-
дели ТЛС как отправной точки в построе-
нии систем любой сложности.

Формальное представление транспортно-
логистической системы. Опираясь на тео-
рию отношений [1], ТЛС (рис 1) отождест-
вляется с погруженной в информационную 
I и временную Т среды тройки объектов  
X, W, L, то есть

ТLS :: ( , , ) ,
I

TLS X W L Τ

где X = {xj , j = 1, …, m} – функциональное 
ресурсное множество; { , }

Y

LW Y U=  – на-
груженное множество операций, такое что 

Y = {yi, I = 1, …, n} – множество операций; 

, 1, ..., 

1, ... , 

iy
Y l
L

u i n
U

l L

 = =  
=  

 

– множество условий 

выполнения операций; L:W→X множество 
отображений, обеспечивающих оборот ре-
сурсов в ТЛС.

Оставляя за скобками поэлементное 
разукрупнение ТЛС (с ее подробным изло-
жением можно познакомиться в [15, 16]), 
приступим к формальному описанию транс-
портно-логистических процессов (ТЛП).

Элементарная операция. Под элементар-
ной операцией (ЭО) над ресурсом будем 
понимать действие, приводящее к измене-
нию состояния ресурса, в отношении кото-
рого оно осуществляется. 

Данное определение в логико-
алгебраической форме записи представим в 
виде следующего выражения:

1 2( ) .k k
i j jy S S→

Структурно процесс формирования ЭО 
представлен схемой на рис. 2.

Пусть каждой ЭО 1 2( ; )k k
i j jy S S= =  соответ-

ствует множество { }iy
lu  условий ее выпол-

нения:

1 2( ; ) { }.iyk k
i j j ly S S u= = →

Пусть каждому ресурсу xj соответствует 
множество k

jS
 
его состояний или фаз:

{ , 1, ..., }.k k
j j jx S S k K→ = =

Поскольку выполнение ЭО зависит 
от наличия соответствующих ресурсов, 
определяемых множеством состояний ,k

jS  
условие согласования ресурсов и операций 
можно представить выражением:

1,iy k
l ju S∩ ≤

где скобки | … | означают мощность (или 
меру) множества ,k

i ju s∩  соответствующую 
тому, что каждое множество iy

lu содержит 
не более одной фазы (состояния) из каж-
дого множества ,k

jS  т. е. каждый ресурс в 
фиксированный момент времени практиче-
ски не может находиться более чем в одном 
состоянии или в одной фазе. 

Таким образом, состояние ресурса или 
его фаза может быть пропорциональна ин-
тервалу или моменту времени, в котором 
рассматривается ресурс: 

def 1~[ ( ; )],i ik +τ ∨ τ τ
где τdef –

 
определенный момент времени;  

(τi; τi+1) – определенный интервал времени.
Согласно предложенному определению 

ЭО (рис. 3), действие приводит к измене-
нию состояния ресурса, при этом процесс 

(1)

Рис. 2. Процесс формирования ЭО(2)

(3)

(4)

(5)

(6)



60

Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (200) 2014
Информатика. Телекоммуникации. Управление

организации и выполнения ЭО протекает 
в пространстве и времени, является целе-
направленным и связан с наличием не-
которого функционала управления C [9], 
удовлетворяющего заданному множеству 
ограничений G, накладываемых на входные 
IN и выходные OUT параметры ЭО, и кри-
терию качества управления Qm: 

: IN OUT
m

G
С

Q
→

1

,
n

i
i

G G
=

=


 
1

,
m

m j
j

Q Q
=

=


 

IN { ; },i a
yk m

j lS u ===
 
OUT { ; }.i b

yk n
j lS u ===

Роль параметров IN и OUT играют со-
ответственно значения интегральных по-
казателей состояния ресурса и условий 
выполнения в виде реальных или прогноз-
ных значений весовых коэффициентов, а 
параметр Qm является интегральной вели-
чиной, характеризующей качество управ-
ления ЭО.

Процедура формирования ЭО операции 
образно отображена на рис. 3.

Транспортно-логистическая операция. 
Транспортно-логистическая операция 
(ТЛО) – определенным образом организо-
ванная во времени последовательность вы-
полнения действий, позволяющая достиг-
нуть заданных показателей этого процесса. 
Процесс формирования ТЛО условно пред-
ставлен на рис. 4.

Пусть для выполнения ТЛО всегда име-
ются и доступны в любой момент времени 
необходимые ресурсы и возможность вы-
полнения действий над ними.

Тогда, предполагая наличие у каждого 
состояния ресурса двух модальностей («на-
личие ресурса» ( )k

js  и «отсутствие оного» 
( )k

js¬ ) и определяя конъюнкции на множе-
ствах ,Y

LU  операционный процесс можно 
представить формулой 

kf
iF  в дизъюнктив-

ной нормальной форме (ДНФ) в виде:

1 1
,

L m
kf k

i ijl j
F S

= =
= ∨ ∧

Рис. 3. Процедура формирования ЭО

(7)

(8)
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1

[( , …, ) ( , …, )]

... [( , …, ) ( , …, )],

k
i

k
il

kf k k k k
i j j j j

S

k k k k
j j j j

S

F s s s s

s s s s

= ¬ ∧ ¬ ∨

∨ ¬ ∧ ¬



 

где 
k
ijS
 – реализующее операционное мно-

жество; kf – состояние операции; 
1

L

l =

 ∨ 
 

 – 
 связка ИЛИ не исключает возможности 

выполнения одной и той же операции раз-
ным соотношением ресурсов.

Выражение (8) будем называть условием 
работоспособности операционного процес-
са или первым условием работоспособно-
сти ТЛС.

Приписывая значение «ИСТИНА» со-
ответствующему литералу из множества 

k
ilS ,  

получим, что первое условие работоспособ-
ности (9) эквивалентно тавтологичности 
формулы F [17].

Транспортно-логистический процесс. 
Транспортно-логистический процесс – 
определенным образом организованная во 

Рис. 4. Процесс формирования ТЛО

Рис. 5. Процесс формирования ТЛП

(9)
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времени последовательность выполнения 
ТЛО, позволяющая  достигнуть заданных 
показателей ТЛС.  

Процесс формирования ТЛП представ-
лен на рис. 5.

Пусть для выполнения ТЛП существу-
ет и всегда доступен набор необходимых  
операций ,kf

iF  определяемых в (7), тогда 
операционный процесс можно представить 
формулой kp

pL в ДНФ в виде 

1 1
,

C n
kp kf
p ic i

L F
= =

= ∨ ∧  

1

1 2

1 5

[ ( , …, ) ( , … ,) ]

... [ ( , …, ) ( , …, ) ],

kp
p

kp
pc

kp kf kf kf
p i i h i

F

kf kf kf kf
i i m i i l

F

L F F F

F F F F

= = =

= = = =

= ∧ ∨

∨ ∧



 

где 
1

С

с=

 ∨ 
   

– логическая связка ИЛИ не ис-

ключает возможности выполнения одного 
и того же процесса разным соотношением 
операций, а на множестве 

kp
pL

 
задан пол-

ный строгий порядок ,kf
iF ; kp – состояние 

ТЛП.

(11)

(10)

Рис. 6. Концептуальная структура ТЛП
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Отношение строгого порядка на kp
pL  за-

дает порядок следования операций .kf
iF

Приписывая значения «ИСТИНА» со-
ответствующему литералу из множества 

kp
pcF , получим, что второе условие устойчи-

вой работоспособности ТЛП эквивалентно 
тавтологичности формулы 

kp
pL  [17].

Схема концептуальной структуры ТЛП 
представлена на рис. 6. 

Организация ТЛП в ТЛС. Под устойчи-
вой работой ТЛС будем понимать опреде-
ленным образом организованную во вре-
мени последовательность протекания ТЛП, 
направленную на сохранение и повышение 
устойчивости ТЛС, определяемой ее функ-
цией полезности. 

Процесс поддержания устойчивой рабо-
ты ТЛС представлен на рис. 7. 

Пусть для устойчивой работы ТЛС, 
определяемой функцией полезности  
Ф(ф1, …, фn), существует возможность ор-
ганизации протекания необходимого мно-
жества ТЛП ,kp

pL  определяемых в (10), (11). 
Тогда устойчивую работу ТЛС можно пред-
ставить формулой TLSks

p  в ДНФ в виде:

( )
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π=

 ∨ 
 

 

– логическая связка «ИЛИ» не ис-

ключает возможности обеспечения устой-

чивой работы ТЛС, разным соотношением 
протекающих ТЛП. 

Приписывая значение «ИСТИНА» со-
ответствующему литералу из множества 

,ks
pL π  получим, что третье условие устойчи-

вой работоспособности ТЛС также эквива-
лентно тавтологичности формулы TLS .ks

p

Схема концептуальной структуры ТЛС 
представлена на рис. 8.

Помимо линейной записи, формулы 
(8)–(13) могут быть представлены балан-
совым соотношением, не только способ-
ствующим встраиванию логистических мо-
делей в модели экономики логистического 
процесса, но и открывающим путь к реше-
нию задачи его самоорганизации. Балансо-
вое соотношение, эквивалентное первому 
условию работоспособности ТЛС (8), при-
мет вид:

1 1

~ ( ) ,
kf
i

n m
Fkf k

i ij i
i j

F Z t a q
= =

= ×∑∑
где Z(t) – количество ресурсов, требуемое 
для выполнения логистических операций в 
момент времени t; qi – интенсивность i-й 
операции.

Опираясь на соотношение (14), можно 
построить n×m матрицу A с элементами

,  если ( ) ( ) ,

, если ( ) ( ) ,

0,   если  

i

i

i

yk k k k
ij ij l ij j

yk k k k
ij ij ij l ij j

yk
ij l

a S u S s

A a S u S s

S u

 ∈ ∧ =
= − ∈ ∧ = ¬


∩ = ϕ
и записать соотношение (16) в привычной 
линейной форме

.Z A q= ×

Эта форма устойчиво разрешима, если 
соответствующая ей формула F тавтоло-
гична. Причем она разрешима при любом 
изменении матрицы A, сохраняющем схе-
му расположения знаков [17]. Тогда смысл 
самоорганизации логистического процесса 
будет заключаться в том, что при заданных 
значениях количеств ресурсов Z, рекомен-
дуемых для выполнения системы W, ин-
тервалов изменения коэффициентов k

ija  и  
интенсивностей операций qi отыскиваются 
такие величины коэффициентов ,k

ija  кото-
рые удовлетворяли бы балансовому соот-
ношению. В основу же процедуры поиска 

Рис. 7. Устойчивая работа ТЛС
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, (15)
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удобно положить метод многомерной по-
следовательной оптимизации, рассмотрен-
ный в [9].

Пример. Рассмотрим пример, поясняю-
щий балансовое соотношение (14). 

Пусть требуется определить рекомендуе-
мое количество ресурсов, необходимых для 
доставки на склад груза вида k, за время  
t = 4 ч. Временные ограничения на опера-
цию по доставке груза на склад составляют 

Рис. 8. Концептуальная структура ТЛС
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t1 ≤ 1 ч, а по его укладке t2 ≤ 3 ч.  Множе-
ство ресурсов {xj, j = 1, …, 10}, множество 
свойств ресурсов ,{ } { , , }k i

ij j jatr p ′=    счита-
ются заданными. 

Интенсивность выполнения операций 
по доставке и укладке груза выбираем ис-
ходя из временных ограничений, тогда  
q1 = 1, q2 = 2. Соотношение (14) запишем в 
виде:

1
1,1 1

1 1

1 3 3
1,6 6 2,4 4 2,10 10

( ) (1 ( )

 1 ( )) 1 (1 ( ) 1 ( )) 3,

n m
k
ij i

i j

Z t a q x

x x x

= =

= × = +

+ × + + ×

∑∑

где x1 – сидельный тягач с полуприцепом; 
x6 – водитель сидельного тягача; x4 – шта-
белер; x10 – оператор штабелера.  

Визуально процесс поиска рекомендуе-
мых ресурсов для выполнения ТЛО, преду-
смотренных условиями задачи, отражен на 
рис. 9.

Приведенная интерпретация ТЛП в 
ТЛС в логико-алгебраическом исчислении 
хорошо ложится в русло построения экс-
пертных [18] и интеллектуальных систем на 
транспорте, ранее рассмотренных в [15,16], 
а возможность представления формул 

, , TLSkf kp ks
i pF L  семантическим деревом [19] 

обеспечивает рациональное использование 
компьютерной памяти при имитационном 
моделировании ТЛП в случае погружения 
этого дерева в управляющую среду. 

Примененные в имитационном мо-
делировании поведения реальных ло-
гистических систем рассмотренной 
ресурсно-операционной модели ТЛП дают 
возможность проигрывать различные вари-
анты их организации с целью выбора наи-
более экономичного из них и использовать 
наработанную ранее в [1] методологию 
имитационного моделирования примени-
тельно к ТП. Для компьютерной интерпре-
тации семантических деревьев могут подой-
ти автоматы с ассоциативной организацией  
[20, 21].

Поставленные в настоящей статье за-
дачи принципиально решены. В качестве 
математического аппарата выбрано логико-
алгебраическое исчисление, позволившее 
описать процессы, происходящие как в 
экспертных системах, так и в системах с 
управляемой самоорганизацией ТЛП, и 
перебросить мост в наработанную ранее в 

Рис. 9. Процедура поиска ресурсов для выполнения ТЛО
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[9] методологию построения самооргани-
зующихся ТС.

В рамках исчисления предикатов право-
мерен переход к исчислению нечетких ло-
гических переменных в интуиционистских 
и модальных логиках со сложной семанти-

кой, наиболее адекватно отражающих по-
ведение реальных ТЛП. 

Работа проведена при поддержке Комитета 
по науке и высшей школе Санкт-Петербурга  
в 2013 г.
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УДК 681.3.06

И.Г. Черноруцкий 

рЕЛАКСАцИОННыЕ МЕТОДы жЕСТКОй ОПТИМИзАцИИ

I.G. Chernorutskiy

SEQuENCE rELAXATION METhODS fOr STIff OPTIMIZATION  
PrObLEMS

предложены методы покоординатного спуска (Гаусса–Зейделя) со специальным выбором си-
стемы координат, согласованной с собственными векторами локальных матриц Гессе минимизи-
руемого функционала. В отличие от классических покоординатных процедур, построенные методы 
сохраняют сходимость и эффективность в условиях высокой степени жесткости целевых функцио-
налов.

метоДы послеДоВательной Релаксации; неВыпуклые ЗаДачи; жесткие 
функционалы.

new sequence relaxation methods are discussed. In contrast to the classical relaxation procedures, the 
methods retain the convergence and efficiency for non-convex nonlinear programming problems under 
conditions of  high stiffness of target functionals.

Sequence RelaXaTIOn meThOdS; nOn-cOnveX OpTImIZaTIOn pROBlemS; STIff 
funcTIOnalS.

Решается задача безусловной миними-
зации вида

1 2

2

( ) min, ( , , ..., ) ,

( )

n
nx

n

J x x x x x R

J C R

→ = ∈

∈
с жестким в смысле определения [1] целе-
вым функционалом. основные проблемы, 
связанные с минимизацией жестких функ-
ционалов, изложены в [1–8].

Для построения минимизирующей 
последовательности { }, lim ( ) min ( )i i

i x
x J x Arg J x

→∞
∈

arg min ( )
x

J x∈
 
рассматривается класс ме-

тодов последовательной релаксации с ис-
пользованием различных систем координат 
и реализацией на каждом шаге спуска вдоль 
очередного координатного орта.

например, в соответствии с классиче-
ским методом циклического покоорди-
натного спуска Гаусса–Зейделя (цпс), 
использующим естественную систему ко-
ординат, переход от вектора ix  к вектору 

1ix +  происходит следующим образом: для 
l ∈ [1: n] компонент  1i

lx +  вектора 1ix +  опре-
деляется как

1

1 1 1
1 2

1
1 1

arg min ( , , ..., 

, , , ... , ).

i i i
l

x R

i i i
l l n

x J x x

x x x x

+ + +

∈

+
− +

∈

1

1 1 1
1 2

1
1 1

arg min ( , , ..., 

, , , ... , ).

i i i
l

x R

i i i
l l n

x J x x

x x x x

+ + +

∈

+
− +

∈

В общем случае при использовании си-
стемы координат 1 2, , ..., nu u u вектор 1ix +  
получается из вектора ix  следующим об-
разом:

1

, , 1

,0 , 1

arg min ( ), 1,..., ;

, .

i l i l l

h R

i i i n i

x J x hu l n

x x x x

−

∈

+

∈ + =

= =

принципиальная схема рассматриваемо-
го далее класса методов последовательной 
релаксации – обобщенного покоординатного 
спуска (опс) основана на процедуре диа-
гонализации локальной матрицы Гессе J″(x) 
на каждом шаге итерационного процесса с 
последующим циклическим покоординат-
ным спуском вдоль собственных векторов. 
целесообразность такого подхода вытека-
ет из геометрически очевидного факта, за-
ключающегося в том, что оси наиболее 
рациональной системы координат при ми-
нимизации квадратичных функционалов 
(независимо от их выпуклости) методом 
покоординатного спуска, совпадают с соб-
ственными векторами матрицы вторых про-
изводных, являющихся осями симметрии 
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соответствующих поверхностей уровня. Эта 
идея неоднократно высказывалась в литера-
туре и даже строились соответствующие ал-
горитмы. однако численные эксперименты 
показывали низкую эффективность такого 
подхода. существует и объяснение этих не-
удовлетворительных результатов. оно осно-
вано на том, что при определении собствен-
ных векторов, соответствующих близким или 
кратным собственным значениям, возника-
ют принципиальные вычислительные труд-
ности. аналогичные трудности, связанные с 
ограниченной точностью задания исходной 
информации, а также последующих вычис-
лений, наблюдаются и при диагонализации 
плохо обусловленных матриц, имеющих от-
носительно малые по модулю спектральные 
составляющие. указанные обстоятельства, 
вероятно, явились основным сдерживаю-
щим фактором, не позволившим внедрить 
обсуждаемые ниже методы в вычислитель-
ную практику. однако неудачи при числен-
ном экспериментировании были вызваны, 
по-видимому, особенностями реализации 
метода, рассчитанной на случай выпуклых 
функционалов. 

как показано ниже, для целей опти-
мизации как в выпуклой ситуации, так и в 
невыпуклой, достаточно вычислить произ-
вольный ортонормированный базис в ин-
вариантном подпространстве, отвечающем 
каждой изолированной группе собственных 
значений. при этом собственные векторы 
могут быть вычислены со значительными 
погрешностями, что не снижает эффектив-
ность процесса минимизации. а вот отве-
чающие этим базисам линейные оболочки 
определяются с высокой точностью и со-
впадают с истинными подпространствами, 
определяемыми невозмущенной диагона-
лизируемой матрицей. как раз это обстоя-
тельство является принципиальным и, как 
показано ниже, приводит к локальной де-
композиции плохо обусловленной задачи 
на несколько относительно хорошо обу-
словленных задач меньшей размерности.

Этот вывод в известной степени под-
тверждается следующей теоремой.

Теорема 1. пусть А – симметричная ма-
трица n × n; {ui} – ортонормированные соб-
ственные векторы; λi – собственные зна-

чения. тогда при i jλ ≠ λ
 
 с точностью до 

величин второго порядка малости имеем

〈ui + dui, uj〉 = (λi – λj)– 1〈(dA)ui, uj〉,

где dA – возмущение матрицы A, dui – со-
ответствующее возмущение вектора ui.

Дока з а т ельс тво . отбрасывая вели-
чины второго порядка малости, из равен-
ства Aui = λiui получим:

(dA)ui + Adui = λidui + dλiu
i.

отсюда, умножая обе части равенства 
скалярно на uj, имеем

〈(dA)ui, uj〉 + 〈Adui, uj〉 =  
= 〈λidui, uj〉 + 〈dλiu

i, uj〉.

В силу равенств 〈ui, uj〉 = 0, 〈Adui, uj〉 = 
= λj〈dui, uj〉 имеем

(λi – λj)〈dui, uj〉 = 〈(dA)ui, uj〉,

откуда следует (1). теорема доказана.
пусть теперь

1 2
1 1

,
n r n

i j
i j

i j n r

M u M u
−

= = − +

= α = α∑ ∑
есть два линейных многообразия, порож-
денных непересекающимися системами 
собственных векторов {ui, i ∈ [1: n – r]}, {uj, 
j ∈ [n – r + 1: n]} матрицы А. если соответ-
ствующие множества собственных значений 
{λi, i ∈ [1: n – r]}, {λj, j ∈ [n – r + 1: n]} стро-
го разделены в смысле |λi| >> |λj|, то из (1) 
следует 〈ui + dui, uj〉 ≅ 0 при достаточно ма-
лой величине ||dA||/|λi|. Это означает, что все 
собственные векторы под действием воз-
мущения dA изменяются только в пределах 
своих линейных многообразий, сохраняя с 
высокой точностью свойство ортогонально-
сти к векторам из дополнительных много-
образий. при этом сами вариации векторов 
при близких λi ≅ λj собственных значени-
ях в пределах фиксированного линейного 
многообразия, как это следует из (1), могут 
быть весьма значительными.

изложенное выше позволяет в качестве 
модели программ, реализующих различные 
методы диагонализации матрицы А, ис-
пользовать оператор Λ(А), ставящий в со-
ответствие произвольной симметричной 
матрице А ортогональную матрицу V, от-
личную, вообще говоря, от истинной ма-
трицы U, состоящей из собственных векто-

(1)
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ров матрицы A. оператор Λ характеризуется 
тем, что если спектр матрицы А разделяется 
на р групп

1

( ), [1 : ],
p

t
i t t

t

A i k k n
=

λ ∈ =∑
«близких» между собой собственных чи-
сел, то каждой группе соответствует набор 
столбцов {vit} матрицы V, задающий точное 
линейное многообразие, порожденное со-
ответствующими столбцами {ui} точной ма-
трицы U.

Рассмотрим квадратичную аппроксима-
цию

f(x) = 1/2〈Ax, x〉 – 〈b, x〉 + c

исходного функционала J(x) в окрестности 
точки x. Допустим, что известна матрица A 
и ортогональная матрица U, приводящая ее 
к диагональному виду UTAU = diagλi. тогда 
замена переменных x = Uy приводит ква-
дратичный функционал к сепарабельному 
виду:

1

( ) ( ) ( ),
n

i i
i

f x f Uy f y
=

= = ∑
где fi – квадратичные функции одной пере-
менной (параболы). 

таким образом, достигается полная 
локальная декомпозиция исходной задачи, и 
последняя сводится к n независимым экс-
тремальным задачам. В результате поиск 
оптимального вектора y∗ может осущест-
вляться покомпонентно, ибо связь между 
аргументами yi фактически исчезает. В ука-
занной идеализированной ситуации явле-
ние заклинивания метода покоординатного 
спуска невозможно, и все вычислительные 
проблемы при применении покоординат-
ных стратегий поиска оптимума, связанные 
с большими значениями η, формально сни-
маются.

В действительности бывает задана не 
матрица А, а возмущенная матрица A + dA, 
где dA отражает как неопределенность за-
дания исходной матрицы А, так и после-
дующие ошибки округления при проведе-
нии собственно процесса диагонализации. 
В связи с этим вместо точной матрицы U 
оказывается доступной некоторая матри-
ца V = Λ(A). свойства оператора Λ были рас-

смотрены выше. Замена переменных x = Vy 
уже не приводит к представлению (3). Для 
изучения создавшейся ситуации важное 
значение имеет следующая теорема.

Теорема 2. пусть собственные значе-
ния {λi} и отвечающие им ортонормиро-
ванные собственные векторы {ui}, i ∈ [1: n], 
некоторой симметричной матрицы A раз-
делены произвольным образом на p групп 

1

, , [1 : ], [1 : ],
p

t it
i t t

t

u i k t p k n
=

λ ∈ ∈ =∑
 
так, что  

uit′ ≠ ujt″, t′ ≠ t″, i ∈ [1: kt′], j ∈ [1: kt″], где 
,t jt

j uλ  означают j-е собственное число 
и соответствующий собственный вектор 
группы t. тогда, если в каждом линейном 
многообразии Mt размерности kt с базисом 
{uit}, i ∈ [1: kt] задать иной ортонормиро-
ванный базис {wit}, i ∈ [1: kt], связанный с 
исходным базисом линейным соотноше- 
нием

1

1

, [1 : ], ,
tk

it t mt t
mi t mi

m

w u i k R
=

= α ∈ α ∈∑
то существует такая матрица P перестано-
вок столбцов, что

1. преобразование подобия

1111, { , ... , , ... , },p
T k pkW AW W w w w W WP= =

приводит матрицу A к блочно-диагональ-
ному виду

1 2diag( , , ..., ),
T

pW AW A A A=  
1T

W W
−

=

с квадратными (kt × kt) матрицами Аt на 
главной диагонали;

2. собственные значения матрицы Аt 
есть

, [1 : ], [1 : ].t
i ti k t pλ ∈ ∈

Доказ а т ельс тво . первое утвержде-
ние проверяется непосредственно с учетом 
ортонормированности векторов базиса {ui}. 
Для доказательства второго утверждения 
достаточно заметить, что вид и расположе-
ние матрицы Am при фиксированном мно-
гообразии Мm не зависят от способа задания 
остальных многообразий Mt, t ≠ m. поэто-
му, предположив, что все kt = 1 при t ≠ m, 
получим, что все оставшиеся многообразия 
будут содержать по одному собственному 
вектору и собственному числу. тогда будем 
иметь:

(2)

(3)
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1 2
1 1 1diag( , , ..., , ..., ).

T p
mW AW A= λ λ λ

учитывая, что преобразование подобия 
не изменяет спектр матрицы, приходим к 
требуемому заключению. теорема доказа-
на.

Теорема 3. пусть V = Λ(А), тогда
1. замена переменных x = Vy c точно-

стью до нумерации компонентов векто-
ра y приводит функционал (2) к блочно-
ceпapaбельному виду

1

( ) ( ) ( ) ( ),
p

t
s t

t

f x f Vy f y f y
=

= = = ∑
где

y = (y1, …, yn) = (y1, …, yp), 

1( , ..., ),
t

t t t
ky y y=

11( ) , , , ;2
t t t t t

t t t tf y A y y b y c c R− + ∈

2. собственные значения матрицы ft″ 
равны

( ), [1 : ], [1 : ].t
i tA i k t pλ ∈ ∈

Доказ а т ельс тво . имеем ,V W P=  
где Р – некоторая матрица перестановок 
столбцов. поэтому

1
( ) , ,

2
1

, ,
2
1

, , , .
2

T T

T TT T

T T

f x V AVy y V b y c

P W AW Py y P W b y c

W AW z z W b z c z Py

= − + =

= − + =

= − + 

согласно теореме 2, матрица 
T

W AW  
имеет блочно-диагональную структуру, что 
и доказывает первое утверждение. Второе 
утверждение есть прямое следствие второго 
утверждения теоремы 2.

следс твие . пусть собственные чис-
ла матрицы А удовлетворяют неравенствам  
λ1 ≥ λn–r >> |λn–r+1| ≥ … ≥ |λn|; тогда

1. замена переменных x = Vy, V = Λ(А), 
где V = (v11, …, v1n–r, v21, …, v2r)T,

1 1 2 2

1 1

;
n r r

i m i n r m
mi mi

m m

v u v u
−

− +

= =

= α = α∑ ∑
с точностью до нумерации компонентов 
вектора y приводит f(x) к виду

fs(y) = f1(y
1) + f2(y

2), y = (y1, y2),

где y1 = (y1, …, yn–r), y
2 = (yn–r+1, …, yn);

2. η1 << η, η2 << η, где ηi – показатели 
жесткости задач fi → min, i = 1, 2.

таким образом, исходная оптимиза-
ционная задача локально может быть све-
дена к двум эквивалентным задачам с 
существенно меньшими числами ηi. пред-
ставление (5) реализует принцип частичной 
локальной декомпозиции и является анало-
гом идеализированного соотношения (3).

если собственные числа матрицы ква-
дратичного функционала разделяются 
более, чем на две группы, то будет спра-
ведливо представление (5), содержащее со-
ответствующее число слагаемых.

согласно (5) появляется возможность 
независимого решения не связанных между 
собой оптимизационных задач для функци-
оналов fi с невысокими показателями жест-
кости.

полученные результаты носят локаль-
ный характер и справедливы в рамках 
квадратичной аппроксимации исходно-
го функционала J(x). Для неквадратичных 
функционалов приближенное выполнение 
соотношений типа (5) позволяет говорить 
о существенном ослаблении связей между 
различными группами переменных, что 
определяет достаточно высокую эффектив-
ность обобщенного покоординатного спу-
ска и в общем случае.

исследование сходимости методов опс 
в предположении точной линейной опти-
мизации вдоль направляющих ортов может 
быть основано на общем подходе к ис-
следованию алгоритмов нелинейного про-
граммирования [9]. пусть решается задача 
J(x) → min, x ∈ Rn, J(x) ∈ C1(Rn). Рассмотрим 
произвольный алгоритм, строящий после-
довательность точек {xk}, причем каждая 
точка xk+1 получается из xk последователь-
ной минимизацией функционала J(x) вдоль 
направлений d1, …, dn, начиная из точки xk. 
предполагается, что матрица D = (d1, …, dn) 
может зависеть от номера k, являясь при 
любом k ортогональной. 

легко видеть, что метод цпс, метод 
Розенброка, а также методы опс описы-
ваются приведенной общей схемой. можно 
доказать, что все эти методы при некото-
рых естественных ограничениях сходятся, 
т. к. сходится базовый алгоритм.

(4)

(5)
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лемма 1. пусть J(x) ∈ C1(Rn) и пусть за-
дана последовательность точек {xk, k = 1,  
2, …} из Rn такая, что

1. ∀k J(xk+1) ≤ J(xk);
2. J(xk) → J, k ∈ K,

где K – некоторое бесконечное подмноже-
ство индексов.

тогда lim ( ) lim ( ) .k k

k k K
J x J x J

→∞ ∈
= =

Доказательство содержится в [10]. В 
лемме утверждается, что если последова-
тельность значений функционала {Jk} явля-
ется монотонно невозрастающей и ее под-
последовательность {Jk, k ∈ K} сходится к 
некоторому значению J, то вся последова-
тельность {Jk}, сходится к этому же значе-
нию.

Теорема 4. пусть
1. J(x) ∈ C1(Rn);
2. множество решений, определяемое 

как X∗ = {x ∈ Rn | J′(x) = 0} непусто;
3. множество Θ = { x ∈ Rn | J(x) ≤ J(x0)}, 

где x0 – заданная начальная точка, ограни-
чено и замкнуто (компактно) в Rn;

4. минимум функционала J вдоль любой 
прямой в Rn единственен;

5. если J′(xk) = 0, то алгоритм останав-
ливается в xk.

тогда каждая предельная точка после-
довательности {xk}, построенной базовым 
алгоритмом, принадлежит множеству X∗.

Дока з а т ельс тво . если последова-
тельность {xk} конечна, то это значит, что 
алгоритм остановился в точке xk ∈ X∗, и 
утверждение теоремы очевидно. Допустим 
поэтому, что алгоритм порождает беско-
нечную последовательность точек {xk}. со-
гласно третьему предположению все точки 
расположены в компактном множестве Θ и, 
следовательно, должна существовать под-
последовательность {xk, k ∈ K}, сходящаяся 
при k → ∞ к некоторой точке x. покажем, 
что x ∈ X∗, то есть J′(x) = 0.

Рассмотрим подпоследовательность 
{xk+1, k ∈ K}. она также содержится в Θ, 
и поэтому существует K′  ⊂ K такое, что 
xk+1 → x′ при k ∈ K′, где x′ — некоторая точка 
из Θ. из сходимости последовательностей 
{xk, k ∈ K}, {xk+1, k ∈ K′} следует в силу не-
прерывности J сходимость последователь-
ностей {J(xk), k ∈ K}, {J(xk + 1), k ∈ K′}, соот-

ветственно, к значениям J(x), J(x′). В силу 
леммы 4.1 вся последовательность {J(xk)} 
также оказывается сходящейся к некоторой 
величине J  и при этом ( ) ( ) .J x J x J′= = 

ниже будет показано, что точка x′ по-
лучается из x последовательной минимиза-
цией вдоль некоторых ортогональных 
направлений q1, …, qn. поэтому в силу 
четвертого предположения из равенства 
J(x) = J(x′) следует x = x′. Это значит, что 
убывания J нет ни в одном из направле-
ний qi, то есть проекции вектора градиен-
та J′(x) на  qi, i ∈ [1: n] равны нулю. отсюда 
следует, что J′(x) = 0.

Для завершения доказательства пока-
жем, что существуют такие ортогональные 
направления q1, …, qn, которые позволяют 
получить точку x′ из x с помощью после-
довательной минимизации по этим направ-
лениям.

пусть Dk – матрица порядка n × n, 
столбцами которой являются построен-
ные на k-й итерации направления спуска 
{dik}, i ∈ [1: n]; то есть xk+1 = xk + Dkλ

k, где 
λk = (λk1, …, λkn)

T — вектор значений шагов 
вдоль направлений d1k, …, dnk, соответствен-
но.

обозначая y1k = xk, yj+1, k = yjk + λkjd
jk, 

j ∈ [1: n], получим, что xk+1 = yn + 1,k и
1, 1( ) ( ), , [1 : ].j k jk jkJ y J y d R j n+ ≤ + λ λ ∈ ∈ 

Рассмотрим последовательность матриц 
{Dk}, k ∈ K′. из этой последовательности 
можно выделить подпоследовательность, 
для которой первый столбец d1k будет схо-
диться к некоторому вектору q1. Это следу-
ет из того, что множество векторов, нор-
ма которых равна единице, компактно. из 
этой подпоследовательности можно снова 
извлечь подпоследовательность, для кото-
рой не только d1k → q1, но и d2k → q2 и т. д. В 
итоге существует такое K″ ⊂ K′, что Dk → Q. 
причем det Q = 1 ≠ 0, так как для всех k  
det Dk = 1. имеем, таким образом,

xk → x, xk+1 → x′, Dk → Q, k ∈ K″.

поэтому из соотношения xk+1 = xk + Dkλ
k 

имеем

λk → λ = Q– 1(x′ – x).

следовательно, x′ = x + Qλ. пусть y1 = x 

(6)

(7)

(8)
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и yj+1 = yj + λjd
j. чтобы доказать, что век-

тор x′ может быть получен из x последова-
тельной минимизацией J по направлениям 
qi, i ∈ [1: n], достаточно показать, что

1 1( ) ( ), , [1 : ].j j jJ y J y q R j n+ ≤ + λ λ ∈ ∈ 

из (7), (8) следует, что yjk → y j, 
j ∈ [1: n + 1] при k ∈ K″. поэтому в силу 
непрерывности J неравенство (9) следует из 
(6). теорема доказана полностью.

сделаем несколько замечаний общего 
характера. Вопросам выяснения условий 
сходимости алгоритмов оптимизации уде-
ляется большое внимание. при этом иссле-
дуется сходимость последовательности {xk}, 
генерируемой алгоритмом, к некоторому 
фиксированному множеству X∗, которое на-
зывается множеством решений. наиболее 
естественный подход к введению понятия 
множества решений заключается в опреде-
лении X∗ = {x∗ ∈ D ⊂ Rn | J(x∗) ≤ J(x), x ∈ D},  
где D — множество допустимых точек из 
Rn. иначе говоря, x∗ — решение, если это 
точка глобального минимума. однако в 
действительности такой подход не всегда 
возможен, и мы вынуждены останавли-
вать процесс при выполнении более слабых 
предположений относительно полученных 
алгоритмом точек. чаще всего для описа-
ния множества X∗ применяются необходи-
мые условия экстремума, и тогда полагают:  
X∗ = {x∗ ∈ D ⊂ Rn | J′(x∗) = 0}. Возможны и 
другие способы задания X∗, которые столь 
же легко позволяют проверить принадлеж-
ность точки xk множеству решений. типич-
ное для приложений множество решений 
может быть задано следующим образом:

{ ( ) },nX x D R J x J∗ ∗ ∗= ∈ ⊂ ≤ 

где J  – некоторое приемлемое значение 
минимизируемого функционала. очевид-
но, что сходящийся для фиксированного X∗ 
алгоритм может оказаться несходящимся, 
если определить множество решений дру-
гим способом.

сходимость алгоритма при заданном X∗ 
является чрезвычайно желательным свой-
ством. однако полезность этого свойства 
часто переоценивается. Дело в том, что, 
исследуя бесконечные последовательно-
сти генерируемых алгоритмом точек, мы 

фактически обращаемся к некоторым ма-
тематическим фикциям. В действитель-
ности всегда имеют дело с конечной по-
следовательностью и свойство сходимости 
алгоритма в общем случае не является ни 
необходимым, ни достаточным для оконча-
тельной оценки алгоритма.

Другим фактором, несколько снижаю-
щим ценность понятия сходимости, яв-
ляются различные погрешности, которые 
всегда присутствуют в реальных вычисле-
ниях и почти никогда не фигурируют в до-
казательствах теорем о сходимости. Вместе 
с тем известны многочисленные примеры, 
когда влияние погрешностей оказывается 
решающим.

Реализация методов  
обобщенного покоординатного спуска

при реализации методов опс в первую 
очередь необходимо учитывать три факто-
ра, связанных с нормализацией и масшта-
бированием основных переменных задачи, 
построением аппроксимации матрицы G(х), 
а также с выбором метода диагонализации 
матрицы G(x).

цель нормализации состоит в улучшении 
обусловленности задачи, а также в согла-
совании масштабов основных переменных, 
часто имеющих различный, физический 
смысл и измеряемых в различных едини-
цах.

Масштабирование может выполняться на 
двух уровнях: на уровне пользователя и на 
уровне стандартных программных модулей, 
реализующих конкретный алгоритм пара-
метрической оптимизации. как показывает 
опыт решения реальных задач, эффектив-
ность процедуры масштабирования суще-
ственно зависит от конкретной структуры 
решаемой задачи. поэтому, как правило, 
целесообразно выполнять масштабирова-
ние на уровне пользователя, несмотря на 
известное усложнение процесса подготов-
ки задачи к ее компьютерной реализации. 
наиболее часто переход от исходных пере-
менных x = (x1, …, xn) к новым y = (y1, …, yn) 
осуществляется с помощью замены вида

x = Dy, D = diag(di).

Диагональная матрица масштабов D 

(9)

(10)
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хранится в соответствующей «общей» об-
ласти подпрограммы, вычисляющей значе-
ния J(x), и модифицируется в начале каж-
дого нового цикла оптимизации исходя из 
равенства

2 1min{ ,max{ , }}, 0,i i id x= δ δ δ >

где ix  – лучшее значение i-й перемен-
ной, полученное к началу следующего 
цикла; 1 Mδ ≅ ε  – заданное пороговое зна-
чение, исключающее появление нулевых 
di; 

1
2 .M

−δ ≅ ε  В методах второго порядка, 
рассматриваемых в данной статье, счита-
ется, что новый цикл начинается с проце-
дуры вычисления аппроксимации матри-
цы вторых производных G(x). начальное 
масштабирование проводится на основе 
заданных начальных значений 0.ix  В ряде 
случаев лучшие результаты дает комбини-
рованный метод, использующий допол-
нительное масштабирование на основе 
принципа «равного влияния», согласно ко-
торому диагональная матрица масшта-
бов D выбирается из условия балансиро-
вания производных:

1

, ,i i i M M
i

J
d k

x

−
 ∂

= γ γ = + ε + ε  ∂ 

где, например, k = 1. В этом случае (при 
отсутствии влияния εМ) будем иметь

( )
(1, ...,1) .TJ Dy D J

y x
∂ ∂

= =
∂ ∂

при реализации масштабов (12) в нача-
ле каждого цикла оптимизации необходи-
мо проводить анализ чувствительности для 
получения грубой аппроксимации векто-
ра ∂J/∂x в окрестности точки .x

Двух указанных методов нормализации 
управляемых параметров, обычно приме-
няемых совместно, бывает достаточно для 
решения большинства практических задач 
методами параметрической оптимизации.

обратимся к нормализации значений 
минимизируемого функционала. теорети-
чески масштаб значений целевого функци-
онала J(x) не оказывает влияния на процесс 
поиска. однако при численной реализации 
алгоритма выбор масштаба J(x) является 

существенным фактором. как показыва-
ет практика, целесообразно поддерживать 
значения J(x) на уровне J(x) ≅ 1 с целью 
уменьшения вычислительных погрешно-
стей и предотвращения влияния концов 
диапазона чисел, представимых в памяти 
компьютера. Для этого в подпрограмме 
пользователя значения J(x) умножаются на 
постоянный для текущего цикла оптимиза-
ции множитель. как правило, необходимо 
вначале нормализовать управляемые пара-
метры, затем промасштабировать значения 
J(x), а далее перейти к уравниванию про-
изводных.

Рассмотрим методы диагонализации. В 
качестве основной процедуры приведения 
симметричной матрицы к главным осям 
может быть использован метод якоби [11], 
несмотря на наличие конкурирующих, во-
обще говоря, более эффективных вычис-
лительных схем [12]. Данный выбор обу-
словлен следующими обстоятельствами. 
Во-первых, вычисленные методом якоби 
собственные векторы всегда строго орто-
нормальны с точностью, определяемой 
точностью компьютера, даже при крат-
ных собственных числах. последнее весь-
ма существенно при использовании этих 
векторов в качестве базиса, т. к. предот-
вращается возможность вырождения ба-
зиса, существующая, например, в методе 
пауэлла [13]. Во-вторых, многие вычисли-
тельные схемы имеют преимущество перед 
методом якоби лишь при решении частич-
ной проблемы собственных значений. В 
нашем же случае всегда решается полная 
проблема, и поэтому выигрыш во времени 
оказывается несущественным при суще-
ственно более сложных вычислительных 
схемах. В-третьих, алгоритмы, основанные 
на методах якоби, часто оказываются наи-
более доступными, т. к. соответствующие 
программы имеются в большинстве вы-
числительных систем. и, наконец, опреде-
ленное влияние на выбор алгоритма ока-
зала простота логики метода якоби, что 
приводит к компактности и надежности 
реализующих его программ.

В задачах большой размерности по 

(11)

(12)
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сравнению с методом якоби более пред-
почтительным по объему вычислитель-
ных затрат оказывается метод, исполь-
зующий преобразование хаусхолдера для 
приведения матрицы к трехдиагональной 
форме с последующим обращением к QR-
алгоритму определения собственных век-
торов симметричной трехдиагональной 
матрицы [12].

В методе якоби исходная симметрич-
ная матрица А приводится к диагональному 
виду с помощью цепочки ортогональных 
преобразований вида

1 0, , 1,2, ...,T
k k k kA U A U A A k+ = = =

являющихся преобразованиями вра-
щения. В результате надлежащего вы-
бора последовательности {Uk} получаем  
lim Ak = D = UTAU, k → ∞,  где D = diag(λi) – 
диагональная матрица; U = U0UlU2… — 
ортогональная матрица. так как (4) есть 
преобразования подобия, то на диагона-
ли матрицы D расположены собственные 
числа матрицы A; столбцы матрицы U есть 
собственные векторы матрицы A. В дей-
ствительности вместо матрицы U получает-
ся некоторая матрица V = Λ(A), отличная, 
вообще говоря, от истинной матрицы U. 
основные характеристики оператора Λ 
были рассмотрены выше.

Элементарный шаг (13) процесса яко-
би заключается в преобразовании посред-
ством матрицы Uk = {uij}, отличающейся 
от единичной элементами upp = uqq = cos ϕ, 
upq = uqp = sin ϕ. угол вращения ϕ выбирает-
ся таким образом, чтобы сделать элемент apq 
матрицы A нулем. Вопросы сходимости 
различных численных схем, реализующих 
метод якоби, рассмотрены в [14].

3a основу может быть взят алгоритм  
jacobi из сборника алгоритмов линейной 
алгебры [15], реализующий так называемый 
частный циклический метод Якоби. В этом 
методе аннулированию подвергаются все 
элементы верхней треугольной части матри-
цы А с применением построчного выбора. 

при таком выборе индексы элементов apq 
пробегают последовательность значений 
(1, 2), (1, 3), …, (1, n); (2, 3), (2, 4), …, (2, n); …;  
(n – 1, n). Затем начинается новый цикл 
перебора элементов в том же порядке. Эм-
пирическая оценка трудоемкости процесса 
построения матрицы Λ(A) позволяет вы-
разить необходимое время Т работы про-
цессора через размерность n решаемой за-
дачи. известно, что для матриц до 50-го 
порядка и длин машинных слов от 32 до 
48 двоичных разрядов общее число циклов 
в процессе вращений якоби в среднем не 
превышает 6–10 (под циклом понимает-
ся любая последовательность из (n2 – n)/2 
вращений). при этом T ≅ kn3, где коэф-
фициент k определяется быстродействием 
применяемой вычислительной системы и 
приблизительно равен 40ty, где ty — время 
выполнения операции умножения. 

полученная оценка, а также опыт прак-
тической работы показывают, что при уме-
ренных n время реализации оператора Λ для 
многих практических случаев невелико и 
сравнимо с временем однократного вычис-
ления значения минимизируемого функ-
ционала. упоминавшаяся выше комбина-
ция метода хаусхолдера и QR-алгоритма 
оказывается приблизительно в 1,5–2 раза 
быстрее, что может иметь значение при до-
статочно больших n.

Различные версии алгоритмов, учи-
тывающие специфику решаемых классов 
прикладных задач, отличаются, в основ-
ном, методами построения аппроксимаций 
матриц G(х). соответствующие вопросы в 
данной статье не рассматриваются. прак-
тическое применение изложенного подхо-
да показывает, что при решении жестких 
оптимизационных задач эффективность 
методов последовательной релаксации су-
щественно повышается за счет локального 
сведения исходной жесткой задачи к не-
скольким слабо связанным задачам с по-
ниженными показателями жесткости.
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УДК 681.58

В.Н. Круглов, Л.Г. Доросинский, Ю.В. Чирышев

рАзрАбОТКА МОДЕЛИ СЛЕДЯщЕй СИСТЕМы КОНТрОЛЯ  
МЕСТОПОЛОжЕНИЯ ИзОбрАжЕНИЯ СТруИ  

В ПрЕДЕЛАх ТЕЛЕВИзИОННОГО КАДрА

V.N. Krouglov, L.G. Dorosinsky, Yu.V. Chiryshev 

DEVELOPMENT Of SErVO SYSTEM MODEL TO CONTrOL  
STrEAM POSITION wIThIN VIDEO frAME

Рассмотрена структурная схема модели следящей системы, приведены расчетные методики для 
определения параметров входных воздействий и следящего привода на базе электромеханического 
шагового двигателя. изучена математическая модель следящей системы, даны результаты дина-
мического имитационного моделирования с применением программного пакета Simulink Response 
Optimization.

слеДящая система; моДель; плаВильная печь; шаГоВый ДВиГатель; пиД- 
РеГулятоР; телеВиЗионная камеРа; система техническоГо ЗРения; РоБаст-
ность.

The block diagram and mathematical model of servo-system is considered and calculation methods for 
determination of parameters of input actions and servo-system on the base of step-by-step motor are given. 
The dynamic simulation method is used for the system description. Optimal controller parameters were 
found using the Simulink Response Optimization toolbox.

SeRvO-SySTem; mOdel; melTInG fuRnace; STeppeR mOTOR; pId cOnTROlleR; Tv 
cameRa; cOmpuTeR vISIOn SySTem; ROBuSTneSS.

анализ проблемы энергосбережения 
показывает, что один из наиболее эффек-
тивных путей ее решения заключается в со-
кращении потерь тепла через ограждающие 
конструкции зданий, сооружений и тепло-
вых сетей. Этим объясняется интенсивное 
развитие производства теплоизоляцион-
ных материалов, в частности, минеральной 
ваты. при ее производстве одним из основ-
ных контролируемых параметров является 
дебит расплава, вытекающего из плавиль-
ного агрегата. 

В настоящее время наиболее перспектив-
ными средствами измерения дебита расплава 
металлургических печей, работающих в не-
прерывном режиме технологического цик-

ла, являются приборы на основе систем тех-
нического зрения [1]. особенность процесса 
истечения высокотемпературной струи рас-
плава заключается в постоянном изменении 
ее местоположения. В зарубежных аналогах 
таких систем, например системе фирмы 
Gamma meccanica Spa (италия), проблема 
определения местоположения струи в преде-
лах видеокадра решается за счет увеличения 
угла поля зрения объектива видеокамеры. 
однако это приводит к ухудшению разре-
шающей способности оптической системы 
и, как следствие, к увеличению погрешно-
сти оценки диаметра струи и ее дебита [2]. 
Вот почему для сохранения необходимой 
разрешающей способности оптической си-
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стемы необходимо включение в состав рас-
сматриваемых приборов следящей системы, 
контролирующей местоположение струи, а 
оценка параметров такой системы является 
актуальной задачей. 

В статье предлагается модель следящей 
системы, предназначенной для поддержа-
ния углового значения линии визирования 
телевизионной камеры, направленной на 
струю расплава, вытекающую из плавиль-
ной печи. управлению подлежит угол по-
ворота линии  визирования видеокамеры, 
другими словами, система должна управ-
лять углом поворота вала двигателя, свя-
занного с видеокамерой. 

В процессе проектирования следящей 
системы необходимо учитывать широкий 
круг технических требований, влияющих 
в конечном счете на единый критерий ка-
чества системы. к названным требованиям 
следует отнести:

динамические характеристики, опреде-
ляющие ошибки в системе управления при 
различных режимах работы;

надежность работы системы, устойчи-
вость к влиянию внешних воздействий;

характер эксплуатации системы;
допустимое потребление энергии и т. д.
Для исследования различных характе-

ристик системы должна использоваться 
компьютерная модель, т. к. в процессе про-
ектирования возникнет потребность в про-
ведении числовых экспериментов в услови-
ях, приближенных к реальным. В результате 
того что модель окажется в тех же условиях 
и будет подвергнута тем же внешним воз-
действиям, при которых будет работать ре-
альная система, мы сможем получить коли-
чественные оценки поведения системы. 

адекватным подходом к исследованию 
следящей системы, находящейся под вли-
янием случайных воздействий, является 
применение статистических методов, ко-
торые дают возможность учесть случайный 
характер воздействия.

Для проектируемой следящей системы 
критерием оптимального управления будем 
считать такой режим, когда установившееся 
значение дисперсии ошибки минимально.

характер входного воздействия проек-
тируемой системы со временем меняется 

и в общем случае представляет собой не-
стационарный случайный процесс. есть 
интервалы времени, когда струя течет 
«спокойно», при этом можно достоверно 
определить статистические характеристи-
ки этого случайного процесса. когда про-
чищается выпускное отверстие плавильной 
печи (летка), входное воздействие системы 
представляет собой случайный процесс с 
параметрами, изменяющимися во времени. 

«спокойное» поведение струи не пред-
ставляет практического интереса, посколь-
ку дисперсия случайного процесса являет-
ся очень малой величиной. струя расплава 
постоянно находится в кадре. следить за 
струей нужно в те периоды времени, ког-
да струя отклоняется от центра кадра или 
движется за пределы видимости кадра, на-
пример, при расширении летки. поведение 
струи в такие моменты представляет собой 
нестационарный процесс. 

при использовании для целей дина-
мического синтеза методов оптимальной 
фильтрации необходимо априорное знание 
статистических характеристик полезного 
сигнала и помехи. построение простой, 
достаточно достоверной модели входно-
го воздействия в данном случае сделать не 
удается, т. к. анализ свойств нестационар-
ных случайных процессов представляет со-
бой сложную задачу. переход к структуре, 
содержащей устройства адаптации, лишь 
усложнит систему. Вот почему представля-
ется целесообразным построение робастной 
системы управления, которая обеспечит 
требуемое качество слежения при измене-
нии статистических характеристик входных 
воздействий в широких пределах.

В качестве исполнительного элемента 
в следящих системах широкое распростра-
нение получили шаговые двигатели (шД). 
связано это с тем, что они обладают неко-
торыми свойствами, которые делают их ис-
ключительно удобными для применения:

угол поворота ротора определяется чис-
лом импульсов, поданных на двигатель;

точность составляет 3–5 % от величины 
шага, причем ошибка не накапливается от 
шага к шагу;

старт/остановка/реверсирование осу-
ществляются практически безынерционно;
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надежность определяется только сроком 
службы подшипников.

применение шаговых приводов обу-
словлено еще и тем обстоятельством, что 
они естественным образом сочетаются с 
цифровыми управляющими машинами, 
программными устройствами и микропро-
цессорами. именно по этим соображениям 
использование шагового двигателя в каче-
стве исполнительного устройства для рас-
сматриваемой системы  является наиболее 
предпочтительным.

В общем случае поведение m-фазного 
шагового двигателя описывается системой 
из m + 1 уравнений, причем m уравнений 
являются уравнениями электрического 
равновесия и одно – уравнением движения 
ротора [3]:

2

н

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ),
( )

m
m m m

di t
R i t L E u t

dt
d t

d t d t dtJ K F M t M t
d tdt dt

dt

 ⋅ + + =

 α
 α α + + + =

α


где ( )mu t  – мгновенное значение напря-
жения на фазе статора; R – сопротивление 
статора; ( )mi t  – мгновенное значение тока 
в фазе; L – индуктивность фазы; mE  – на-
веденная ЭДс в фазной обмотке; α  – угол 
поворота ротора; J – приведенный мо-
мент инерции привода; K – коэффициент 
демпфирования силами вязкого трения;  
F – момент сухого трения; н( )M t  – общий 
момент нагрузки; ( )M t  – мгновенное зна-
чение синхронизирующего момента шаго-
вого двигателя.

Дальнейшее упрощение заключается в 
линеаризации уравнений, переходу к опе-
раторной форме и записи передаточной 
функции шагового двигателя при отработ-

ке одного шага в виде 0
оу( ) ,

i

W p
Θ

=
Θ

 где  

p – оператор лапласа; 0Θ  – преобразова-
ние лапласа действительного углового по-
ложения; iΘ  – преобразование лапласа 
требуемого значения угла [3, 4].

переходный процесс ротора шагового 
двигателя при каждом шаге учитывается 
введением непрерывного звена. передаточ-

ная функция такого звена при единичном 
ступенчатом воздействии может быть опре-
делена следующим образом:
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⋅ ⋅
 0ω  – собствен-

ная частота малых колебаний ротора около 
положения равновесия; P – число пар по-
люсов двигателя; mM  – максимальный ста-
тический синхронизирующий момент дви-
гателя; J – момент инерции привода; шk  –  
коэффициент, учитывающий демпфирова-
ние обмоток шД (изменяется в пределах  
от 1 до 2); R – сопротивление фазы статора. 

Электромагнитные переходные процес-
сы могут быть учтены звеном чистого за-
паздывания ДВ .pe−τ  передаточная функция 
при этом принимает вид:

ДВ
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где ДВτ
 
– постоянная времени, определяе-

мая отношением индуктивности и актив-
ного сопротивления цепи обмоток управ-
ления.

перед непрерывным звеном должен быть 
включен формирующий элемент. В эквива-
лентных схемах используется формирующий 
элемент типа фиксатора уровня, что соот-
ветствует особенности двигателя заторма-
живаться после каждого шага. передаточная 
функция фиксатора имеет вид:

01
ф( ) .

T pe
p

p

−−
=

таким образом, эквивалентную схему 
можно представить в виде последователь-
ного соединения звеньев ф( )p  и ( ).HW p

очевидно, реакция модели на любой 
входной сигнал не должна отличаться от 
реакции шагового двигателя на этот сиг-
нал, т. к. только при этом условии воз-
можна замена шагового двигателя эквива-
лентной схемой в общей структурной схеме 
следящей системы. Реакция 0θ  на шаговую 
функцию iθ  приведена на рис. 1. 

(1)

(2)

(3)

(4)
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перемещение ротора является колеба-
тельным затухающим процессом, амплитуда 
и время затухания которого зависят от пара-
метров конкретного привода и нагрузки.

цель синтеза робастной системы заклю-
чается в том, чтобы выходная переменная 
системы за минимальное время и с требуе-
мой точностью воспроизводила все измене-
ния входного сигнала. любая практическая 
система содержит элементы емкостного и 
индуктивного типа, накапливающие энер-
гию. именно эти элементы в сочетании с 
элементами, рассеивающими энергию, об-
условливают динамику системы слежения. 
поэтому цель управления сформулируем 
следующим образом: амплитудную характе-
ристику системы надо стремиться сделать 
как можно ближе к единице в как можно 
большем интервале частот. 

В качестве устройства управления ис-
пользуется пиД-регулятор с передаточной 
функцией [5]:

и
пиД п Д( ) .

K
W p K K p

p
= + +

его структурная схема приведена на 
рис. 2.

Во временной области выходная пере-
менная регулятора u(t) и его входная пере-
менная e(t) связаны уравнением:

п и Д

( )
( ) ( ) ( ) .

de t
u t K e t K e t dt K

dt
= + +∫

Выбор трех коэффициентов пиД-
регулятора по сути и есть задача отыскания 
такого устройства управления, при котором 
обеспечивались бы желаемые показатели 
качества системы.

Рис. 1. перемещения ротора

Рис. 2. структурная схема пиД-регулятора

(5)

(6)
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система управления цифровым следя-
щим приводом на основе электромеханиче-
ского шагового двигателя может быть опи-
сана структурной схемой, приведенной на 
рис. 3. Данная модель представляет собой 
описание каскадной одноконтурной следя-
щей системы автоматического управления 
позиционированием углового положения 
видеокамеры. соответствующая ей модель, 
построенная из блоков пакета Simulink, по-
казана на рис. 4. В фиксированные момен-
ты времени, следующие с периодом дис-
кретизации д,T  управляющая программа 

сравнивает текущее положение струи рас-
плава, приведенное к угловому положению 
вала двигателя, с угловым положением ви-
деокамеры.

Значение дT  определяется аналого-
цифровыми преобразователями quantizer и 
quantizer1.

если струя находится в центре кадра 
или ее отклонение от середины не пре-
вышает определенного порога (струя на-
ходится в зоне нечувствительности), блок 
управления ошибками (control of errors) 
игнорирует такое незначительное отклоне-

Рис. 3. структурная схема приближенной модели системы управления:  
ϕ – текущее значение угла поворота исполнительного вала

Рис. 4. модель системы управления:  
Step – источник ступенчатого воздействия; quantizer, quantizer1 – аналогово-цифровые преобразователи; 

control of errors – подсистема управления ошибками; pId controller – дискретный пиД-регулятор;  
Stepper motor – подсистема шагового привода; Scope – осциллограф
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ние и подает на регулятор (pId controller) 
нулевую ошибку. при этом на шаговый 
двигатель не подается управляющего воз-
действия, он не меняет своего положения. 
если программа определяет, что струя на-
ходится вне зоны нечувствительности, те-
кущее значение ошибки попадет на вход 
регулятора, на выходе которого формиру-
ется сигнал управления шаговым двигате-
лем для минимизации ошибки отклоне-
ния.

структура цифрового пиД-регулятора, 
показанная на рис. 5, отличается от струк-
туры аналогового (см. рис. 2) лишь тем, 
что операторы дифференцирования и ин-
тегрирования в классическом уравнении 
пиД-регулятора (6) заменены конечны-
ми разностями и конечными суммами. В 
результате получаем модель управляемого 
объекта и структуру системы управления. 
Далее необходимо получить линеаризован-

ную модель, которая  будет использоваться 
для настройки системы управления. Для 
этого используем пакет Simulink control 
design. В нем выбираем те объекты, ко-
торые необходимо настроить. так как 
устройством управления данной систе-
мы является пиД-регулятор, он и будет 
выбран. Затем нужно задать частотные и 
временные характеристики – требования  
к системе. 

основным показателем качества рабо-
ты системы является обеспечение отработ-
ки входного воздействия с минимальной 
ошибкой. Для того чтобы заданное воз-
действие воспроизводилось с ошибкой не 
более 0

max ,e  лах проектируемой системы 
не должна заходить в запретную область, 
ограниченную двумя прямыми с наклона-
ми –20 дБ и –40 дБ [6, 8]. Для определения 
требований к низкочастотной части лах 
необходимо знать максимальное по модулю 

Рис. 5. структура цифрового пиД-регулятора:  
Integrator – блок интегрирования; derivative – блок дифференцирования;  

kp, ki, kd – коэффициенты регулятора

Исходные данные

максимальная скорость входного воздействия, град/с 1,6

максимальное ускорение входного воздействия  град/с2 0,4

максимально допустимая ошибка слежения 0
max ,e  град 3

период дискретизации Тд, с 0,3
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значение скорости max ,g  максимальное по 
модулю значение ускорения maxg  входного 
сигнала ( )g t  и максимально допустимую 
ошибку слежения 0

max .e  
Детальный анализ динамических ха-

рактеристик струи расплава проводился 
с помощью базы видеоизображений, со-
держащей более 3500 кадров. В результа-
те проделанной работы были определены 
скорость и ускорение перемещения струи 
в горизонтальном направлении. исходя 
из условий технологического процесса, 
дальности расположения видеокамеры от 
струи расплава, угловых размеров поля 
зрения объектива задается максимально 
допустимая ошибка слежения, равная трем 
градусам. полученные данные сведены в 
таблицу.

В соответствии с [6, 7] построена за-
претная область лах системы, удовлетво-
ряющей требованию, чтобы максимальная 
ошибка не превышала заданного значения 

0
max 3 град,e =  приведенная на рис. 6. 

кроме этого введем  дополнительные 
ограничения:

время переходного процесса при отработ-
ке ступенчатого воздействия не более 1 с;

перерегулирование – не более 15 %.

Для нахождения оптимальных параме-
тров пиД-регулятора использовался пакет 
численной оптимизации Simulink Response 
Optimization с предварительно заданными 
ограничениями на ступенчатый входной 
сигнал и низкочастотную часть лах. До-
стоинства пакета заключаются в том, что 
оптимизация параметров осуществляется 
в автоматическом режиме. В результате 
проведенного моделирования определены 
оптимальные параметры пиД-регулятора, 
которые имеют следующие численные зна-
чения: 

0,87,PK =  4, 48,IK =  0, 001.DK =

В результате проделанной работы полу-
чены следующие результаты:

разработана математическая модель си-
стемы слежения на основе электромехани-
ческого шагового двигателя;

выполнен анализ динамических харак-
теристик процесса истечения струи рас-
плава на базе предприятия оао «акси» 
(г. челябинск), в результате которо-
го определена максимально допустимая 
ошибка слежения, не превышающая трех 
градусов углового отклонения линии ви-

Рис. 6. контрольные точки для лах из условия точности  воспроизведения входного сигнала

частота, рад/с

а
м

п
ли

ту
да

, 
дБ
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зирования видеокамеры от местоположе-
ния струи расплава в горизонтальном на-
правлении;

для выбранного критерия оптимизации 

следящей системы путем математического 
моделирования определены оптимальные 
коэффициенты пиД-регулятора следящей 
системы.
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УДК 681.05

С.А. Гайворонский, Т.А. Езангина 

рОбАСТНОЕ уПрАВЛЕНИЕ КОМПЕНСАцИЕй ВЕСА зВЕНьЕВ  
КОСМИЧЕСКИх АППАрАТОВ НА СТЕНДЕ ИМИТАцИИ НЕВЕСОМОСТИ

S.A. Gayvoronskiy, T.A. Ezangina

rObuST CONTrOL wEIGhT COMPENSATION LINKS SPACECrAfT  
STAND wEIGhTLESSNESS SIMuLATION

Разработана структура системы стабилизации натяжения троса для стенда имитации невесо-
мости. предложен алгоритм параметрического синтеза робастного пи-регулятора на основе ко-
эффициентного метода и критерия максимальной степени устойчивости в условиях интервальной 
неопределенности параметров системы. Работоспособность синтезированной робастной системы 
подтверждают результаты цифрового моделирования.

система стаБилиЗации натяжения тРоса; синтеЗ РоБастноГо РеГулято-
Ра; максимальная РоБастная степень устойчиВости; РоБастная степень 
колеБательности.

The structure of the robust stabilization system cable tension to stand simulates weightlessness. an 
algorithm of parametric synthesis of robust pI-controller based coefficient method and maximum degree of 
stability criterion. Robust performance of the synthesized system confirms the results of digital simulation.

STaBIlITy caBle TenSIOn; SynTheSIS Of ROBuST cOnTROlleRS; maXImal 
ROBuSTneSS deGRee Of STaBIlITy; ROBuSTneSS deGRee Of vIBRaTIOnal.

космические аппараты (ка) содержат 
элементы, которые при выходе на орбиту 
переводятся из транспортировочного поло-
жения в рабочее. стенд имитации невесомо-
сти (син) позволяет в наземных условиях 
имитировать движение таких элементов ка 
в условиях космоса. кинематическая схема 
син [1] показана на рис. 1, где обозначе-
ны: 1 – трос; 2 – датчик натяжения троса;  
3 – датчик вертикальности троса; 4 – при-
вод горизонтального канала син; 5 – при-
вод вертикального канала син; 6 – движу-
щийся элемент ка; 7 – груз-противовес.

согласно [1] критериями имитации не-
весомости в процессе движения элемента 
ка являются постоянство силы натяжения 
троса и постоянство вертикального поло-
жения троса. Для выполнения этих усло-
вий служат соответственно вертикальные и 
горизонтальные каналы управления, реали-
зуемые с помощью автоматических систем. 
последние характеризуются многомассово-
стью, наличием упругих связей, а также пе-
ременных и неопределенных параметров.  

упругим элементом в системах управле-
ния является трос,  параметрами которого 
служат удельное значение жесткости удС  и 
коэффициент демпфирования колебаний 

уд .χ  участки троса между инерционными 
звеньями в процессе их движения изменя-
ют свою длину l, а следовательно, и пара-
метры уд /С С l=  и уд / .lχ = χ  Заметим, что 
пределы изменения длин участков троса 
заранее известны, поэтому C и χ  каждого 
участка можно считать интервальными па-
раметрами. 

при рассмотрении син необходимо 
отметить, что в процессе движения элемен-
та ка его вес распределяется между точкой 
опоры элемента и точкой подвеса. Данное 
обстоятельство при анализе и синтезе си-
стем управления может быть учтено интер-
вальным заданием массы элемента ка.

Постановка задачи. В данной статье раз-
рабатывается вертикальный канал син, 
который должен обеспечивать выполнение 
первого критерия имитации невесомости: 
постоянство силы натяжения троса. Верти-
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кальный канал представляет собой упругую 
трехмассовую систему стабилизации натя-
жения троса (сснт) с интервальными па-
раметрами. 

В настоящее время разработано боль-
шое количество методов синтеза систем 
управления с интервальными параметрами 
[2–4]. Для синтеза сснт мы предлагаем 
применить интервальное расширение ко-
эффициентного метода [5], основанного на 
использовании коэффициентных показате-
лей качества. последние определяются на 
основании интервальных коэффициентов 
характеристического полинома замкнутой 
системы (в которые входят интервальные 
параметры объекта управления и настрой-
ки регулятора). 

В связи с тем, что динамические про-
цессы в сснт с интервальными параме-
трами должны быть быстропротекающими, 
в качестве критерия синтеза робастного 
регулятора выбран критерий максималь-
ного быстродействия. предлагаемый для 
его реализации корневой подход предусма-
тривает максимизацию робастной степени 
устойчивости сснт выбором соответству-
ющих параметров робастного регулятора. 
при его синтезе предлагается также ввести 
ограничение на колебательность системы. 

Основные соотношения для синтеза ро-
бастного регулятора. коэффициентный 

метод [5] использует соотношения между 
коэффициентами характеристического по-

линома 
0

( )
n

i
i

i

P s p s
=

= ∑
 

замкнутой системы и 

показателями ее качества. согласно [6] ро-
бастное расширение коэффициентного ме-
тода на интервальные системы позволяет для 
анализа устойчивости применять верхнюю 
границу интервального показателя устой-
чивости 1 2 1/ , 1, 2,i i i i ip p p p i n− + +λ = = −

 
где  

p
i
 – верхний предел, p

i
 
– нижний предел 

i-го коэффициента характеристического 
полинома. на основе iλ  получено доста-
точное условие робастной устойчивости си-
стемы 0, 465.iλ <

очевидно, что при проектировании 
сснт с интервальными параметрами пред-
ставляет интерес не столько обеспечение 
устойчивости системы, сколько гарантия со-
хранения ее допустимого качества в процессе 
движения элемента ка. обеспечить желае-
мые динамические свойства интервальной 
сснт предлагается с помощью робастного 
пи-регулятора, имеющего передаточную 
функцию 1 2( ) / ,рW s k k s s= +  1 2( , )k k k=



 – 
вектор настроек регулятора. 

Для решения задачи синтеза пи-
регулятора предлагается использовать доста-
точное условие заданной степени устойчиво-
сти η  интервальной системы [7]:

Рис. 1. кинематическая схема стенда имитации невесомости
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Вхождение степени устойчивости η  в 
условия (1) дает возможность ее максими-
зации настройками k



 пи-регулятора. 
коэффициентный метод позволя-

ет также формировать условия, ограни-
чивающие колебательность интервальной 
сснт. Для этого можно использовать ниж-
нюю границу показателя колебательности

2
1 1/( ), z 1, 1.z z z zp p p n− +δ = = −  основанное на 

zδ  достаточное условие робастной колеба-

тельности имеет вид д,zδ > δ
 
где дδ  – допу-

стимый показатель колебательности, опреде-
ляемый из таблицы, приведенной в [7, с. 6].

основываясь на приведенных выше 
условиях, для синтеза робастного регу-
лятора предлагается выбором его параме-
тров максимизировать робастную степень 
устойчивости системы при ограничении на 
ее колебательность. Для этого необходимо 
выполнение следующих условий:

(1)

количество условий (2)–(6), проверяе-
мых при нахождении значений настроек 
регулятора, определяется числом коэффи-
циентов характеристического полинома 
интервальной системы. из полученных на-
боров значений параметров регулятора вы-
бираются те, которые обеспечивают макси-
мальное значение .η

математическая модель системы ста-
билизации натяжения троса. на основании 
дифференциальных уравнений, описы-
вающих динамику отдельных элементов 
сснт, составлена ее математическая мо-
дель в виде структурной схемы, приведен-
ной на рис. 2. сснт имеет следующие па-
раметры: 20, 01 кгмJ =  – момент инерции 
электропривода; уд 2000 нсχ =  – удельный 
коэффициент демпфирования колебаний в 

тросе; уд 80 000 нС =  – удельная жесткость 
троса; 0,1 мr =  – радиус приводного шки-
ва электропривода и блоков трособлочной 
системы сснт; п 80 кгm =  – масса груза-
противовеса; 0, 05 нм / аmС =  – коэф-
фициент передачи двигателя по моменту; 

дн 1 В/нK =  – коэффициент передачи дат-
чика натяжения троса; 100i =  – переда-
точное число редуктора.

Рассмотрим длины участков троса син: 
l1 – между электроприводом и звеном ка 
и l2 – между электроприводом и грузом-
противовесом. Эти длины определяют ин-
тервалы параметров соответствующих участ-
ков троса: 1 уд 1[ ] / [ ],С С l=

 2 уд 2[ ] / [ ]С С l=  и 

1 уд 1[ ] / [ ],lχ = χ
 2 уд 2[ ] / [ ].lχ = χ

В результате преобразования приведен-
ной на рис. 2 структурной схемы сснт по-

(2)
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лучен ее характеристический полином
3 2

3
5 4

5 4 2 1 0,( )P s p s p s p s p s p s p= + + + + +

где в коэффициенты линейно входят на-
стройки пи-регулятора и полилинейно 
интервальные параметры системы:

0 з 2 1 14 ;mp m rС С iС kk=

1 з 2 1 дн 2

з 2 1 1 1 2

2
дн 2 1 п

4 (2 )

 4 ( )

 8 ( );

m

m

p m rС С rK С ikk

m rС ik С k С

K С С J r m

= + +

+ χ + χ +

+ +

2 дн з п 1 2

з 2 2 1 1 2

дн 2 1 1 2

2
дн 2 1 з 1 2 п

з 2 1 1 п

8 ( )

 4 ( )

 32 ( )

 8 ( )

 (4 );

m

m

p rK m m

m rС ikk С С

K J С С

K r С m С m

m rС ikk С m

= χ + χ +

+ χ + χ +

+ χ + χ +

+ χ + χ +

+ χ +
2

3 дн з п 1 2

2 2
дн 1 2 п з

дн 1 п 2 з

з 2 1 1 1 1 п 2

2 ( )

 8 (4 )

 8 ( )

 (4 );m

p r K m m С С

K J r m m r

K J С m С m

m rС ik k k С m k

= + +

+ χ χ + + +

+ + +

+ χ + χ +

2
4 дн з п 1 2

дн п 1 з 2

дн 2 1 1 2

п з 2

2 ( )

 8 ( )

 32 ( )

 ;m

p r K m m С С

K J m m

K J С С

m m rС ikk

= + +

+ χ + χ +

+ χ + χ +

+

2
4 дн з п 1 2

дн п 1 з 2
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 8 ( )

 32 ( )

 ;m

p r K m m С С

K J m m

K J С С

m m rС ikk

= + +

+ χ + χ +

+ χ + χ +

+

5 дн з п2 .p K m m J=

пусть масса зm элемента ка принад-
лежит диапазону [60; 100] кг. Длины 1l  и 

2l  в процессе раскрытия ка принимают 
значения из интервала [5; 10] м. тогда на 
основании правил интервальной арифме-
тики приведем полином (7) к интервально-
му виду:

3
3

2
2 1 0

5 4
5 4] ] ]

] ] ],

( ) [ [ [

 [ [ [

P s p s p s p s

p s p s p

= + + +

+ + +

где 5 [1;3];p = 4 4
4 2 2[624 2 ;2528 12 ];p e k e k= + +

4 4
3 1 2

4 4
1 2

[112128 2 832 ;

636180 12 4942 ];

p e k e k

e k e k

= + +

+ +
4 6

2 1 2

4 6
1 2

[4070400 832 256 ;

30464000 4992 1536 ];

p e k e k

e k e k

= + +

+ +
4 6 8

1 1 2

4 6 8
1 2

[58368 256 512 ;

37888 1536 3072 ];

p e e k e k

e e k e k

= + +

+ +

Рис. 2. структурная схема системы стабилизации натяжения троса

(7)

(8)



Научно-технические ведомости СПбГПУ 4' (200) 2014
Информатика. Телекоммуникации. Управление

92

8 8
0 1 1[512 ;3072 ].e k ep k=

Заметим, что интервальные коэффици-
енты полинома (8) образуют параметри-
ческий многогранник, вершины которого 
определяются крайними значениями коэф-
фициентов полинома. 

Параметрический синтез робастного 
ПИ-регулятора системы стабилизации на-
тяжения троса. на основании полученных 
условий (2)–(6) проведем параметриче-
ский синтез робастного пи-регулятора 
сснт. Для этого, приняв д 1, 75,δ =  что 
соответствует сектору 70ϕ = ±   располо-

жения корней полинома (8), выразим из 
(6) при 4z =  параметр регулятора 1k  че-

рез 2k : 2
1 2 4 2 3 2 5 2( ) = ( ) 1, 75 ( ) ( ).k k p k p k p k−  

Далее, подставив 1 2( )k k  в (2), при 
3i =  получим уравнение 2 2 22 5 3 4 2 4 2( )    ( ) 0, 465( ( )    ( ) )(   ( )) 0,k p k k p k p kp p − η =−

2 2 22 5 3 4 2 4 2( )    ( ) 0, 465( ( )    ( ) )(   ( )) 0,k p k k p k p kp p − η =−  из кото-
рого выразим параметр регулятора 2k  через 
степень устойчивости .η  используя полу-
ченные зависимости в выражениях (3)–(6), 
сформируем для сснт систему неравенств 
(9), где неизвестным является максималь-
ная степень устойчивости η :

Решая систему (9), находим 6,8,η =  по-
сле чего определяем искомые настройки ро-
бастного пи-регулятора 2 10, 06,  1.k k= =

моделирование процессов управле-
ния в системе стабилизации натяжения  
троса. оценка работоспособности сснт 
с синтезированным регулятором проведе-
на путем моделирования системы в пакете 
matlab с помощью приложения Simulink. 
моделирование выполнено для сочетаний 
интервальных параметров сснт, соот-
ветствующих наихудшему режиму работы: 

2 1 п з, .l l m m> >
Для проверки правильности имитации 

вертикальным каналом син движения 
элемента ка в условиях невесомости в ка-
честве входного воздействия выбран им-
пульс силы толкателя, приводящего в дви-
жение элемент ка (рис. 3 а). известно, что 
в результате импульсного воздействия на 
объект в условиях невесомости последний 

разгоняется и начинает двигаться с посто-
янной скоростью, зависящей от величины 
импульса. именно такой характер движе-
ния получен на рис. 3 б. оценить выполне-
ние  в сснт первого критерия имитации 
невесомости – сохранение постоянства на-
тяжения троса – можно по графику, пока-
занному на рис. 3 в.

из рис. 3 видно, что выставленная до 
начала испытания датчиком на нуль сила 
натяжения троса совершает в переходном 
процессе быстрозатухающие колебания с 
частотой, определяемой жесткостью троса, 
и в установившемся режиме опять равна 
нулю. такое поведение силы натяжения 
троса свидетельствует о соответствии ха-
рактера движения элементов ка на син 
их движению в условиях невесомости.

моделирование процессов управления в 
сснт в других режимах работы (при дру-
гих сочетаниях интервальных параметров) 

(9)
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показало, что их качество мало отличается 
от приведенного на рис. 3, что позволяет 
сделать вывод о наличии у сснт робаст-
ных свойств.

В статье разработана структура робаст-
ной системы стабилизации натяжения тро-
са, позволяющая в наземных условиях на 
специальном стенде имитировать невесо-
мость при испытаниях космического ап-
парата. Для расчета параметров используе-
мого в системе пи-регулятора применен 
коэффициентный метод и критерий мак-

симального быстродействия. Эффектив-
ность работы спроектированной системы 
подтверждена графиками переходных про-
цессов.

проведенные исследования выявили 
ряд новых задач, решение которых позво-
лит улучшить качество работы робастной 
системы стабилизации натяжения троса. В 
частности, представляется целесообразным 
учитывать при проектировании системы 
различные сопутствующие нелинейности 
(сухое трение в блоках трособлочной систе-
мы, люфты в электроприводах).

Рис. 3. переходные процессы:  
а – силы толкателя; б – скорости вертикального перемещения элемента ка; в – силы натяжения троса

а)

б)

в)
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калибровка выполняется на специаль-
ных наклонно-поворотных (калибровоч-
ных) стендах (рис. 1).

стенд ориентируется относительно 
плоскостей горизонта и меридиана, может 
вращаться и разворачиваться на посто-
янные углы. ориентация стенда, угловые 
скорости вращения и углы измеряются 
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Рассмотрена проблема повышения точности калибровки бесплатформенных инерциальных на-
вигационных систем (Бинс). калибровка выполнена на наклонно-поворотном стенде. исследован 
способ определения погрешностей датчиков Бинс (гироскопов и акселерометров) по выходным 
сигналам ее модели ошибок. Входными сигналами модели ошибок Бинс являются погрешности 
гироскопов и акселерометров. Решается обратная задача. погрешности гироскопов и акселероме-
тров определяются по ошибкам Бинс, определенным экспериментально в процессе калибровки. 
предложены алгоритмы вычисления погрешностей датчиков, проанализирована их эффективность. 
Разработана методика калибровки датчиков по выходным сигналам модели ошибок с коррекцией 
Бинс по сигналам стенда.
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The problem of increasing the accuracy of the calibration of Strapdown Inertial navigation System 
(SInS) is considered. calibration is performed on precision motion simulator. method of determining 
sensor errors (gyroscopes and accelerometers) using output signals of error model of SInS is investigated. 
entrance signals of errors model of SInS are errors gyroscopes and accelerometers. The method is based on 
solving the inverse problem, it is determination of errors gyroscopes and accelerometers using output signals 
of error model that are determined experimentally during calibration. The algorithms are proposed for sensor 
errors, the algorithms efficiency is analyzed. procedure for calibrating the sensors using output signals of 
error model of SInS is developed, it is with correction system by precision motion simulators signals. 

STRapdOWn IneRTIal navIGaTIOn SySTem; calIBRaTIOn; GyROScOpe; 
acceleROmeTeR.

точность работы бесплатформенных 
инерциальных навигационных систем  зави-
сит от точностных характеристик и качества 
выполнения калибровки акселерометров 
и гироскопов. целью калибровки является 
определение их систематических погрешно-
стей, которые затем учитываются в алгорит-
мах бортового вычислителя Бинс. 
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с высокой точностью. погрешности ак-
селерометров и гироскопов называются 
калибровочными коэффициентами. кали-
бровочные коэффициенты после оконча-
ния калибровки «зашиваются» в бортовой 
вычислитель Бинс для компенсации си-
стематических погрешностей. В качестве 
калибровочных сигналов для акселероме-
тров и гироскопов используется ускорение 
силы тяжести g и проекции угловой скоро-
сти суточного вращения Земли. 

основной недостаток традиционного 
способа калибровки – высокий уровень шу-
мов (непараметрических флуктуационных 
погрешностей) в сигналах датчиков. 

Разрешение этого противоречия воз-
можно с помощью калибровки по значи-
тельно менее зашумленным выходным сиг-
налам модели ошибок Бинс [1, 2]. при 
данном способе калибровка проводится в 
два этапа. на первом этапе решается обрат-
ная задача определения входных сигналов 
модели ошибок Бинс, которые являются 
функциями систематических ошибок аксе-
лерометров и гироскопов. на втором этапе 
по полученным входным сигналам модели 
ошибок определяются калибровочные ко-
эффициенты. 

Постановка задачи. необходимо раз-
работать алгоритмы вычисления кали-
бровочных коэффициентов по выходным 
сигналам модели ошибок Бинс, проана-
лизировать эффективность алгоритмов, 

оценить точность идентификации входных 
сигналов модели ошибок и разработать 
методику двухэтапной калибровки Бинс 
с коррекцией  от наклонно-поворотного 
стенда.

Способ калибровки двухканальной 
БИНС по выходным сигналам модели 
ошибок. структурная схема  калибров-
ки  Бинс представлена на рис. 2. В схе-
ме используются следующие обозначения: 
вектор ошибок Бинс X(k) = (δVe, δγ, δVn, 
δυ, δrn, δre, δψ)T для k-й ориентации стен-
да; X′(k) – производная вектора ошибок 
для k-й ориентации стенда; ψс, υс, γс – углы 
разворота стенда по углам курса, тангажа 
и крена соответственно; ψи, υи, γи  – углы 
курса, тангажа и крена на выходе Бинс;  
δψ = ψи – ψс, δυ = υи – υс, δγ = γи – γс – ошибки 
определения углов курса, тангажа и крена; 
δVe, δVn – ошибки определения восточной 
и северной составляющих скоростей; δrn, 
δre – ошибки определения координат в се-
верном и восточном направлениях; F(k) –  
вектор входных сигналов модели ошибок 
для k-й ориентации стенда; Z – вектор 
калибровочных коэффициентов, опреде-
ленных в процессе калибровки. пЭВм1 
управляет движением стенда, а в пЭВм2 
реализуются алгоритмы идентификации 
входных сигналов модели ошибок Бинс 
и алгоритмы вычисления калибровочных 
коэффициентов.

Идентификация входных сигналов моде-

Рис. 1. наклонно-поворотный стенд  
acuTROnIc
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ли ошибок БИНС. модель ошибок Бинс 
представляется в  виде дифференциального 
матричного уравнения с постоянными ко-

эффициентами [3]:
X A X F= ⋅ + ,

где 

Рис. 2. схема калибровки двухканальной Бинс:  
нпс – наклонно-поворотный стенд; пЭВм 1, 2 – персональные компьютеры

X = (δVe, αn, δVn, αe, δrn, δre , β)T, F = (δfe, δωn, δfn, δωe, 0, 0, δωUp)
T,

X – вектор ошибок Бинс; F – вектор 
входных сигналов модели ошибок Бинс; 
δVi (i = e, n) – ошибки определения восточ-
ной и северной составляющих линейной 
скорости; αi (i = e, n) – ошибки опреде-
ления углов отклонения квазиприборного 
трехгранника от географической вертика-
ли; β – ошибка определения азимутального 
направления; δri (i = e, n) – ошибки опре-
деления координат; g – ускорение силы 
тяжести; a – радиус Земли; Un = Ωcosφ,  
Uup = Ωsinφ – горизонтальная и верти-
кальная составляющие угловой скорости 
суточного вращения Земли Ω; δfi (i = e, n) –  
сумма проекций векторов систематических 

погрешностей акселерометров на оси Oe и 
On; δωi  (i = e, n, up) – сумма проекций век-
торов погрешностей гироскопов на оси Oe, 
On и OUp.

структуру моделей инструменталь-
ных ошибок датчиков Бинс примем в 
стандартном виде. погрешности датчиков 
включают смещения нулей, ошибки мас-
штабных коэффициентов, углы перекосов 
осей чувствительности и непараметриче-
ские флуктуационные погрешности:

,
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z nz kz

f f f
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f f f

δ     
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k
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 
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где fni, ωni, i = x, y, z – смещения нулей ак-
селерометров и гироскопов; δkli, i = x, y, z;  
l = a, d – ошибки масштабных коэффи-
циентов акселерометров и гироскопов; 
μij, νij, i ≠ j – углы перекосов осей чувстви-
тельности акселерометров и гироскопов от-
носительно связанной системы координат 
Oxyz, ориентированной по посадочным 
плоскостям Бинс; ma, md – непараметри-
ческие флуктуационные погрешности аксе-
лерометров и гироскопов; fki, ωki, i = x, y, z –  
проекции калибровочных сигналов на оси 
чувствительности акселерометров и гиро-
скопов. 

Запуску Бинс в рабочий режим пред-
шествует выставка, во время которой 
определяется начальное значение вектора 
состояний, а в нашем случае – начальное 
состояние вектора ошибок X(0). Выставку 
выполним по показаниям стенда, который 
является образцовым измерительным сред-
ством. 

следовательно, можно принять 
X(0) = 0.

если определена фундаментальная ма-
трица решений H(t), то, следуя [4], реше-
ние системы (1) для принятых начальных 
условий получим в виде:

1

0

( ) ( ) ( ) .
t

X t H t H t Fdt−= ∫
Решение однородной системы X A X= ⋅  

равно:

( ) ( ) ,X t H t C=

где постоянный вектор С определяется на-
чальными условиями. 

фундаментальная матрица решений H(t) 
строится по собственным векторам, соот-

ветствующим собственным значениям ма-
трицы A. представим, что вектор C ≠ const. 
тогда вектор X(t) с учетом зависимостей (4) 
и (5) примем равным:

( ) ( ) ( ),X t H t C t=

1

0

( ) ( ) .
t

C t H t Fdt−= ∫
Возьмем производную от векторной 

функции (6):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).X t H t C t H t C t= +  

учитывая выражение (8) и свойства 
фундаментальной матрицы решений H(t), 
матричное уравнение (8) запишем в виде:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

X t AH t C t H t C t

AX t H t C t

= + =

= +





сравнивая уравнения (1) и (9), получим 
выражение для определения F: 

( ) ( ).F H t C t= 

используем векторные уравнения (4) и 
(10) для построения алгоритмов вычисле-
ния F. Для конкретных значений моментов 
времени t = ti (4) можно представить в виде 
системы линейных алгебраических уравне-
ний:

1

0

( ) ( ) ( ),
it

i iH t H t Fdt X t− =∫ 

где ( )iX t  – измеренный вектор ошибок 
Бинс в момент времени ti.

В случае построения алгоритмов по 
уравнению (8) необходимо ( )C t  выразить 
через параметры, которые можно опреде-
лить во время калибровки. В качестве таких 
параметров могут использоваться измерен-
ный вектор ошибок ( )X t  и его производная 

( ),X t  полученная численным дифференци-
рованием ( ).X t  чтобы уменьшить влияние 
погрешностей исходных данных предвари-
тельно перед численным дифференцирова-
нием компоненты вектора X(t) аппрокси-
мируются полиномом, а затем проводится 
численное дифференцирование.

используя (6), (8) и (10), получим еще 
два варианта алгоритмов для вычисле- 
ния F:

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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определитель становится равным нулю. 
Это означает, что система (14) плохо обу-
словлена, и использовать алгоритм (11) для 
расчета F ввиду больших вычислительных 
ошибок нецелесообразно. 

аналогичным образом оценим эффек-
тивность вычисления вектора F по произ-
водной вектора ошибок ( ).X t  Для этого за-
пишем систему (13) в виде:

2( ) ( ),i iM t F X t= 



где матрица 1
2

0

( ) ( ) ( ) .
it

i iM t I H t H t dt−= + ∫

определитель матрицы M2(ti), вычис-
ленный для различных моментов времени 
калибровки ti, равен единице. Это означает, 
что алгоритм (13) может быть использован 
для вычисления вектора F. Запишем систе-
му (12) в виде:

1( ) ( ) ( ) ( ),i i i iI F X t H t H t X t−⋅ = −

  

где I – единичная матрица.
система (16) хорошо обусловлена. пря-

мое введение компонент F в алгоритмы 
навигационной системы невозможно. Это 
можно сделать только с помощью введения 
поправок δfx,y,z и δωx,y,z в выходные сигна-
лы акселерометров и гироскопов, которые 
определяются через компоненты вектора F:

;
x n

b
y n Up

z e

f f

f A f

f f

δ δ   
   δ = δ   

  δ δ  

 ,
x n

b
y n Up

z e

A

δω δω   
   δω = δω   

  δω δω  

где An
b – матрица направляющих косину-

сов перехода от опорной системы коорди-
нат OnUpe к связанной системе координат 
OXYZ. Вектор погрешностей гироскопов 
(δωx, δωy, δωz)

T определяется однозначно 
по компонентам вектора F. Для определе-
ния вектора погрешностей (δfx, δfy, δfz)

T не 
хватает компоненты δfUp ввиду отсутствия 
в Бинс вертикального канала. недостаю-
щая компонента δfUp  определяется с по-
мощью матрицы An

b и разностей выходных 
сигналов акселерометров и калибровочного 
сигнала g.

матрица A имеет одно собственное зна-
чение, равное нулю (λ7

 = 0). Это приводит 
к неустойчивости модели ошибок по углу 

(14)

(15)

1( ) ( ) ( ) ( ),i i i iF X t H t H t X t−= −

  

1

0

( ( ) ( ) ) ( ),
it

i iI H t H t dt F X t−+ =∫


 

где I – единичная матрица. 
Выражения (12) и (13), записанные для 

конкретных моментов времени ti, являются 
системами линейных алгебраических урав-
нений. 

существуют разные способы построе-
ния матрицы H(t). Будем определять фун-
даментальную матрицу решений H(t) по 
алгоритму: 

( ) ( ),JtH t V e=

где V – матрица собственных векторов ма-
трицы А; (eJt) – диагональная матрица с 
элементами ;i teλ  λi – собственные значения  
матрицы А.

оценим эффективность вычисления 
вектора F по измеренному вектору оши-
бок ( ).X t  Для этого запишем систему (11) 
в виде:

1( ) ( ),i iM t F X t= 

где матрица 1
1

0

( ) ( ) ( ) .
it

i iM t H t H t dt−= ∫
Вычислим определитель матрицы M1(ti). 

График значений определителя det(M1(ti)) 
представлен на рис. 3. из графика следу-
ет, что имеются моменты времени, когда 

(12)

(13)

Рис. 3. График значений определителя 
det(M1(ti))

(16)
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азимута и вызывает существенные погреш-
ности определения вектора F. проблему 
можно решить с помощью введения кор-
ректирующего сигнала от калибровочного 
стенда. если в алгоритмах Бинс в каждый 
расчетный момент времени вычисленному 
значению угла азимута присваивать значе-
ние азимутального угла, заданного стендом, 
то можно осуществить редукцию модели 
ошибок навигационной системы, умень-
шив ее порядок на единицу. Рассмотрим 
способ такой коррекции более подробно.

В этом случае матричное уравнение (1) 
будет иметь вид: 

1 1 1 1,X A X F= +

где A1 – матрица, полученная из матрицы A 
вычеркиванием последней строки и послед-
него столбца; X1 = (δVe, δαn, δVn, αe, δrn, δre)

T,  
F1 = (δfe, δωn, δfn, δωe, 0, 0)T. матрица A1 не 
имеет нулевых собственных значений. 

фундаментальную матрицу решений 
H1(t) системы (17) находим по приведенно-
му выше алгоритму.

оценим эффективность вычисления 
вектора F1 по вычисленной производной 
вектора ошибок 1( ).X t

  Для этого запишем 
систему (13) в виде:

3 1 1( ) ( ),i iM t F X t= 



где матрица 1
3 1 1

0

( ) ( ) ( ) .
it

i iM t I H t H t dt−= + ∫

определитель матрицы M3(ti), вычис-
ленный для различных моментов времени 
калибровки ti, равен единице. окончатель-
но получим два алгоритма для определения 
компонент вектора F1: 

1
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),i i i iF X t H t H t X t−= −

  

1
1 3 1( ) ( ).i iF M t X t−= 



Численный эксперимент определения 
компонент векторов F и F1. проведем чис-
ленный эксперимент определения компо-
нент векторов F и F1. пусть Бинс уста-
новлена на наклонно-поворотном стенде 
следующим образом. система координат 
OXYZ, связанная с осями чувствительности 
акселерометров и гироскопов Бинс, ори-
ентирована относительно системы OnUpe 

так, что ось OX совпадает с осью On, оси 
OY и OZ направлены по осям Oe и OUp со-
ответственно. сначала определим по алго-
ритму (12)  компоненты вектора F. 

численные значения вектора F = (δfe,  
δωn, δfn, δωe, 0, 0, δωUp)

T примем равными:  
δfe = –0,076g, δfn = –0,062g, δωn = 0,0021о/ч, 
δωUp = 0,0092о/ч, δωe = 0,0052о/ч. составляю-
щие вектора ( )X t  определим численным 
решением системы (1). Вектор ( )X t  по-
лучим численным дифференцированием 

( ).X t  Время интегрирования системы (1) 
примем равным периоду шулера (~ 1,5 ч). 
Для определения компонент вектора F ис-
пользуем метод простых итераций. суть 
метода состоит в следующем. на первом 
шаге итераций для начальных условий 
X(0) по алгоритму (12) определяем пер-
вую группу значений компонент вектора  
F(k) = (δfe(k), δωn(k), δfn(k), δωe(k), 0, 0,  
δωUp(k))T, где k = 1, …, n – число итераций. 
по найденным компонентам вектора F(1) 
определяются погрешности акселерометров 
и гироскопов:

(1) (1)

(1) (1) ,

(1) (1)

x n
b

y n Up

z e

f f

f A f

f f

δ δ   
   δ = δ   

  δ δ  

(1) (1)

(1) (1) .

(1) (1)

x n
b

y n Up

z e

A

δω δω   
   δω = δω   

  δω δω  

Значения δfx,y,z и δωx,y,z заводим в борто-
вой вычислитель Бинс в качестве сигна-
лов коррекции к показаниям акселероме-
тров и гироскопов. Затем цикл вычислений 
повторяется. на рис. 4–6 приведены гра-
фики относительных погрешностей компо-
нент вектора F, вычисленных на i-й ите-
рации (по оси абцисс приводятся номера 
итераций). из графиков следует, что ком-
поненты вектора F δfn и δfe определяются 
с высокой точностью уже на третьей ите-
рации. компоненты δωn, δωUp и δωe (рис. 4) 
вычисляются с недопустимыми погрешно-
стями. Эти погрешности обусловлены ро-
стом с течением времени ошибки по углу 
азимутального направления.

оценим относительные погрешности 
компонент вектора F, вычисленные по ал-

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)



Информационные, управляющие и измерительные системы

101

горитму (13), посредством использования 
только вектора ( ).X t

из графиков рис. 5 следует, что и в этом 
случае компоненты вектора F вычисляют-
ся с недопустимыми погрешностями, хотя 
ошибка δωUp уже не растет с течением вре-
мени.

Делаем вывод, что алгоритмы, постро-
енные по неустойчивой исходной  систе-
ме дифференциальных уравнений (1), не 
могут обеспечить точное вычисление всех 
компонент входных сигналов модели оши-
бок Бинс.

проведем численный эксперимент, с 
помощью которого попытаемся оценить 
возможность построения устойчивых ал-

горитмов определения входных сигналов 
модели ошибок Бинс с использованием 
коррекции от калибровочного стенда. Рас-
смотрим вариант коррекции с редукцией 
модели ошибок Бинс 1 1 1 1.X A X F= +

исходные данные и ориентация стенда 
остаются прежними. 

на рис. 6 приведены графики относи-
тельных погрешностей компонент вектора 
F1 = (δfe, δωn, δfn, δωe, 0, 0)T, вычисленных на 
i-й итерации. 

из них следует, что все компоненты век-
тора F1 определяются с высокой точностью 
уже на третьей итерации. используя ком-
поненты δfe, δωn, δfn, δωe и дополнительно 
вычисленные компоненты δfUp и δωUp, вы-

Рис. 4. Графики относительных ошибок компонент F

Рис. 5. Графики относительных ошибок компонент F по ( )X t

б)а)

б)а)
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числяем погрешности акселерометров δfi(k) 
(I = x, y, z) и гироскопов δωi(k) (I = x, y, z) 
для выбранных ориентаций калибровочно-
го стенда. на этом первый этап калибровки 
заканчивается.

Определение калибровочных коэффици-
ентов БИНС. на втором этапе вычисляются 
калибровочные коэффициенты акселеро-
метров и гироскопов. можно использовать 
традиционные методики расчетов. отличия 
заключаются в том, что вместо показаний 
датчиков используются ошибки инструмен-
тальных погрешностей δfi(k) и δωi(k). Для 
определения калибровочных коэффици-
ентов блока акселерометров и гироскопов 
применим методику скалярного способа 
калибровки. калибровочные соотношения 
скалярного способа получаются с помощью 
скалярного произведения векторов кали-
бровочного сигнала и показаний датчика. В 
нашем случае будем использовать скаляр-
ное произведение векторов калибровочных 
сигналов и векторов инструментальных по-
грешностей акселерометров и гироскопов. 

перейдем к безразмерным моделям 
ошибок акселерометров и гироскопов [5]. 
Для этого необходимо разделить левые и 
правые части уравнений (2) и (3) на скаля-
ры g0 и Ω0, являющиеся модулями векторов 
ускорения силы тяжести и угловой скоро-
сти суточного вращения Земли: 

1 1
0 0

0

( )
( ) ( ),i

a a a a

f k
N n k g C g m k

g
− −δ

= + +

1 1
0 0

0

( )
( ) ( ),i

d d a d

k
N n k C m k− −δω

= + Ω + Ω
Ω

где k – номер итерации, δfi и δωi – ошибки 
гироскопов и акселерометров. 

1
0

( )

( ) ( ) ,

(

kx

a ky

kz

f k

n k g f k
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−

 
 =  
 
 

 1
0

( )

( ) ( ) ,

(

kx

d ky

kz

k

n k k

k

−

ω 
 = Ω ω 
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,
nx

a ny

nz

f

C f

f

 
 =  
 
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 .
nx

d ny

nz

C

ω 
 = ω 
 ω 

В виду того, что в каждой ориентации 
калибровочного стенда проводились про-
цедуры осреднения показаний датчиков, 
безразмерными векторами шумов g0

–1ma(k) 
и Ω0

–1md(k) будем пренебрегать. основные 
калибровочные соотношения для вычисле-
ния калибровочных коэффициентов полу-
чим, применив к векторным зависимостям 
(22) и (23) операцию скалярного умноже-
ния векторов калибровочных сигналов и 
векторов относительных погрешностей дат-
чиков [6]:

T

0

T 1 T
0

( )
( )

( ) ( ) ( ) ,

i
a

a a a a a

f k
n k

g

n k N n k g n k C−

δ
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= +
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0
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0
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( ) ( ) ( ) .

i
d
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n k N n k n k C−

δω
=

Ω

= + Ω

Рис. 6. График относительных ошибок компонент F1

б)а)

(25)

(24)

(22)

(23)
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общее количество калибровочных ко-
эффициентов датчиков Бинс для стан-
дартных моделей ошибок акселерометров 
и гироскопов равно 24. Для одной ориен-
тации стенда  по скалярным уравнениям 
(24) и (25)  получаем одну зависимость для 
определения калибровочных коэффици-
ентов акселерометров и одну зависимость 
для определения калибровочных коэффи-
циентов гироскопов. Выберем в качестве 
плоскости калибровки, в которой будут 
располагаться оси чувствительности аксе-
лерометров и гироскопов, плоскость мери-
диана nUp. с этой плоскостью будем по-
следовательно совмещать плоскости осей 
чувствительности датчиков xy, xz и yz.  оси 
чувствительности акселерометров и гиро-
скопов будем располагать под углом 45о к 
осям On и  OUp, что позволит использовать 
одни и те же ориентации для определения 
калибровочных коэффициентов акселеро-
метров и гироскопов. Введем обозначения 
для значений скалярных произведений век-
торов калибровочных сигналов и векторов 
инструментальных погрешностей акселеро-
метров и гироскопов в ориентации k:

T

0

( )
( ) ( ) ,i

a a

f k
S k n k

g
δ

= ⋅

T

0

( )
( ) ( ) .i

d d

k
S k n k

δω
= ⋅

Ω

используя калибровочные соотноше-
ния (24)–(26), получим выражения для 
определения калибровочных коэффициен-
тов (ошибок масштабных коэффициентов, 
смещений нуля и углов «взаимных» пере-
косов осей чувствительности акселероме-
тров и гироскопов):
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методика калибровки. Это совокупность 
технических и вычислительных приемов, 
связанных с определением калибровочных 
коэффициентов. В соответствии со схемой 
калибровки двухканальной Бинс  мож-
но предложить следующую совокупность 
основных операций.

1. Задается модель ошибок Бинс и 
определяется ее фундаментальная матрица 
решений H(t).

2. Задается первая ориентация стенда  
(k = 1).

2.1. производится выставка Бинс по 
показаниям стенда, формируется началь-
ный вектор ошибок модели X(0) Бинс; 
включается инерциальный (автономный) 
режим работы Бинс на конкретный от-
резок времени ti; в течение этого отрезка 
Бинс корректируется по углу азимута по 
сигналам стенда.

2.2. производится обработка сигналов 
датчиков и Бинс, полученных на отрезке 
времени ti: формируются массивы показаний 
датчиков Бинс, ошибок выходных сигна-
лов Бинс и вычисленных производных от 
ошибок выходных сигналов Бинс.

2.3. Выполняется идентификация 
входных сигналов модели ошибок F(k) и 
определение векторов инструментальных 
ошибок акселерометров δfx,y,z(k) и гироско- 
пов δωx,y,z(k).

2.4. производится итерационная про-
цедура уточнения входного сигнала F(k) и 
векторов инструментальных ошибок аксе-
лерометров δfx,y,z(k) и гироскопов δωx,y,z(k). 
на каждом цикле итераций (i + 1) осущест-
вляется коррекция сигналов датчиков на 
величины δf i

x,y,z(k) и δωi
x,y,z(k) и повторяются 

операции пунктов 2.2, 2.3.
3. Задается следующая ориентация стен-

да (k + 1) и совокупность операций пункта 2  
повторяется. после выполнения всех две-
надцати ориентаций первый этап кали-
бровки завершается.

4. на втором этапе калибровки вычис-
ляются калибровочные коэффициенты.

5. Вычисленные коэффициенты за-
носятся в бортовой вычислитель Бинс и 
проводятся контрольные вычисления век-
тора ошибок X.

6. В случае неудовлетворительных ре-
зультатов включается внешний итераци-
онный цикл для уточнения составляющих 
вектора калибровочных коэффициентов с 
повторением операций пунктов 2–5.

предложен способ калибровки бесплат-
форменных инерциальных навигационных 
систем по выходным сигналам модели оши-
бок системы с коррекцией Бинс в процес-
се калибровки по сигналам калибровочного 
стенда. Разработаны алгоритмы калибров-
ки и выполнена оценка их эффективности. 
получены зависимости для вычисления 
калибровочных коэффициентов датчиков 
Бинс. представлена методика калибровки 
с коррекцией Бинс по сигналам калибро-
вочного стенда.
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