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УДК 621.396

А.Я. Сергеев

ЭКОНОМИЧНЫЙ ТРАНЗИСТОРНЫЙ ВОЗБУДИТЕЛЬ  
ОКОНЕЧНОГО КАСКАДА ПЕРЕДАТЧИКА НА ТЕТРОДЕ

A.Ya. Sergeev

COST-EffECTIVE fINAL-STAGE TRANSISTOR AMPLIfIER  
Of A TETROdE-BASEd TRANSMITTER

Рассмотрена работа оконечного каскада тракта усиления вещательного передатчика ДСВ-
диапазона, в котором импульсы возбуждения формируются за счет заряда и разряда входной ём-
кости лампы. Показано, что это технически реализуется схемой, аналогичной последовательному 
инвертору. Проанализирована работа такого инвертора на емкостную нагрузку. Приведены экспе-
риментальные результаты. 

ПЕРЕДАТЧИК; ТЕТРОД; ВХОДНАЯ ЁМКОСТЬ; ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ ИНВЕРТОР.

The paper considers the performance of an amplifying final stage of a broadcasting transmitter of the 
UHF range, in which excitation pulses are formed at the expense of charge and discharge of the lamp input 
capacity. It is shown that it can be technically implemented through a scheme similar to a series inverter. We 
have analyzed the capacitor load performance of such an inverter. The corresponding experimental results 
are demonstrated. 

TRANSMITTER; TETRODE; INPUT CAPACITY; SERIES INVERTER.

Усилительные тракты современных ве-
щательных передатчиков диапазонов длин-
ных и средних волн мощностью в десятки 
(на средних волнах) и даже в сотни кило-
ватт (на длинных волнах) имеют лишь один 
выходной ламповый каскад. Все остальные 
каскады являются твердотельными [1, 2]. 
Типовая схема оконечного каскада пред-
ставлена на рис. 1. 

На схеме трансформатор Тр1 предназна-
чен для уменьшения входного напряжения 
каскада uвх, т. к. амплитуда управляющего 
напряжения на сетке лампы может дости-
гать 300–400 В.

При этом возникает задача построения 
предоконечного транзисторного каскада 
(возбудителя), обеспечивающего входное 
напряжение лампы uвх и работающего в 

специфических условиях на нагрузку, име-
ющую емкостной характер за счет емкости 
Cвх (см. рис. 1). 

Применение для этой цели широкопо-
лосных транзисторных усилителей в режи-
ме �, работающих на фильтр низких ча-�, работающих на фильтр низких ча-, работающих на фильтр низких ча-
стот (ФНЧ), в который включено входное 
сопротивление лампы, ведет к большим 
затратам мощности, теряемой в резисто-
ре, обеспечивающем режим согласования 
ФНЧ. 

Эту мощность можно существенно 
(практически на порядок) снизить, форми-
руя импульсы возбуждения лампы оконеч-
ного каскада путем заряда и разряда вход-
ной емкости лампы Cвх при условии работы 
тетрода в левой части проходной характе-
ристики (рис. 2).
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При этом импульсы анодного тока име-
ют трапециевидную форму. Эта идея была 
впервые изложена в [3], однако особую ак-
туальность она приобрела лишь в послед-
ние годы в связи с появлением мощных 
генераторных тетродов с «левыми» характе-
ристиками, в которых требуемая мощность 
достигается при работе лампы без сеточных 
токов. 

Гармонический анализ трапециевидных 
импульсов анодного тока показал, что при 
обычных значениях нижнего угла отсечки 
θн = 80°–90° и сохранении эквивалентно-

го сопротивления нагрузки тетрода Rэкв, а 
также максимального значения импульса 
анодного тока Iа max, такой режим не усту-
пает по энергетике (значениям выходной 
мощности Pвых и КПД η) режиму при ко-
синусоидальном возбуждении. Кроме того, 
при верхнем угле отсечки θ в более 30°…35°, 
в импульсе анодного тока появляется третья 
гармоника в противофазе по отношению к 
первой, что позволяет использовать такой 
возбудитель при реализации в оконечном 
каскаде энергетически выгодного бигармо-
нического режима [3].

Рис. 1. Типовая схема оконечного каскада на тетроде

Рис. 2. Линейно аппроксимированные характеристики тетрода
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Технически перезаряд емкости Свх мож-
но осуществить с помощью схемы, анало-
гичной последовательному инвертору, с тем 
отличием, что транзисторы в ней работают 
не в ключевом режиме, а в активной об-
ласти (рис. 3).

Рассмотрим работу инвертора на ем-
костную нагрузку Сн (здесь Сн – пе-
ресчитанное к первичной обмотке 
трансформатора Тр1 значение Свх), в идеа-
лизированном варианте (считая транзисто-
ры V1 и V2 генераторами прямоугольного 
тока). Временные диаграммы токов и на-
пряжений для этого случая представлены на  
рис. 4 (штриховые линии). 

Найдем связь между длительностью 
фронта фt  напряжения Cu  на емкости НC  
и размахом этого напряжения .E∆  Пола-
гая 

начC E=u  (см. рис. 4), получим на эта-

пе разряда 
1

.C Cu E i dt
C

= − ∫  При ф,t t=  

ф

н

,km
C

I t
u E E

С
= − = −  откуда

Н
ф ,

km

E C
t

I
∆ ⋅

=

где 
кон нач

2 .C CE u u E∆ = − + =
Мощность потерь на этапе формирова-

ния фронтов:

Рис. 3. Последовательный инвертор,  
работающий на емкость Сн 

(1)

Рис. 4. Временные диаграммы токов и напряжений инвертора
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ф

2
ф

ф0

2
      1   2   ( ) .

t

km c

t
P I E dt E Cf

T t

 
= − = ∆  

 
∫

Вся эта мощность рассеивается в устрой-
стве перезаряда.

Рассмотрим перезаряд емкости Сн с 
учетом инерционности транзисторов V1 и 
V2 (см. рис. 4). При этом предполагается, 
что транзисторы управляются источника-
ми тока и не заходят в область насыщения. 
При анализе использована зарядовая мо-
дель транзистора, параметры которой счи-
тались не зависящими от режима (текущих 
значений тока и напряжений) [4]:

,k
k k

dudQ Q
C i

dt dtβ

+ − =
τ

где ;T kQ i= τ kC  – емкость закрытого кол-
лекторного перехода.

Решение задачи проводится в два эта-
па. На первом этапе рассматривается раз-
ряд НC  (0…tи, сплошные кривые см. на  
рис. 4), при этом уравнение для коллектор-
ного тока имеет вид:

(1) (1) б ,k k
T

Im
di i

+

β

+ =
τ τ

при начальном условии (1)(0) 0.ki =  Здесь 

Н

1 ,kC
m

C
= + β  

T

βτβ = τ  – коэффициент пе-

редачи тока транзистора. 
Из решения (4) следует:

(1) б 1 .
m

t

k

I
i e

m
β

+ −
τ

 β  = −
 
 

Напряжение на емкости 
И

H 0

1
.

t

C ku i dt
C

= − ∫  

Полагая (0) ,Cu u E= ≅  получим

б(1) б
кон 1 .

m
t

C

I I
u u e t

Cm Cm
β

+ +−
τβ

 βτ β = + − −
 
 

Начальные условия для второго этапа 
(tи…tф) находятся из (5) и (6) при .ut t=  Ис-
пользуя уравнение для коллекторного тока 
на втором этапе:

(2) (2) б ,k k
T

Im
di i

−

β

+ = −
τ τ

где бI −  – некоторый заданный обратный 

ток базы, получим: 

(2) б

б

1

1 .

u

u

m mt
t

k

m m
t

I
i e e

m

I
e e

m

β β

β β

+ −
τ τ

− −
τ τ

 β  = − − −
 
 

 β  − −
 
 

⋅

и

б(2) б б
кон 2

н н н

б

2
н

( )

.1 1
u u

c u u

m m m m
t t t t

II I
u u t t t

C m C m C m

I
e e e e

C m
β β β β

−+ −
β

+− −
τ τ τ τβ

βτβ β
= − − − + ×

   βτ
   × − + −
   
 

⋅
 

Из условия ( t) 0ki ∆ =  найдем момент 
окончания тока через транзистор на вто-

ром этапе, ln 1 1 ,
umt

t k e
m

β
− τβ  τ  

∆ = − +      
 где 

б

б

;
I

k
I

+

−=  ф ut t t= + ∆  – длительность фрон-

та напряжения на емкости НC  (см. рис. 4), 
тогда

ф 1 ln 1 1 .
um t

u u

t
k e

t t m
β

ω− ωτβ  ωτ  
= + − +   ω    

Расчетные графики этой зависимости 
от βωτ  при различных m представлены на  
рис. 5 (сплошные линии при k = 5, штри-
ховые – при k = 2).

Из закона сохранения количества элек-
тричества величина изменения напряжения 
на емкости:

(1) (2)

н 00

б

н

1

ln 1 1

1 .

uu

u

u

tt t t

k k k
t

mt

u

u

E i dt i dt i dt
C

k e
I t

mtmC k

β

+∆ ∆

− τ

+

β

∆ = = + =

   
+ −    β     = − 

 
 τ
 

∫ ∫∫

Сравнение по гармоническому составу 
последовательности импульсов Cu  с фрон-
тами согласно выражениям (6), (9) и по-
следовательности трапециевидных импуль-
сов с фронтами, аппроксимированными 
по уровням 0,1 и 0,9 прямыми линиями, 
показало, что различие между ними неве-

(2)

(7)

(8)

(6)

(5)

(4)

(3)

(9)

(10)

(11)
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лико (порядка 2–3 %). Следовательно, для 
расчета гармонического состава импульсов 
анодного тока можно использовать расчет-
ные данные для последовательности трапе-
цевидных импульсов.

На практике интересна и максималь-
ная мгновенная мощность, рассеивае-
мая транзистором, ПИК.P  Как следует из  
рис. 4, в идеализированном представле-
нии ее величина достигает своего макси-
мального значения при .ut t=  Например, 

при ф 1 ,12
t

T =  ПИК 02 .4kmP I E P= =  На 
более высоких частотах, с ростом влияния 
инерционности, момент достижения ПИКP  
сдвигается к середине этапов заряда или 
разряда, оставаясь (при constE∆ = ) вели-
чиной такого же порядка по отношению к 

P0, где б
0

0

ut

k u

IE
P i dt Ef t

T m

+β
= =∫  (оценка при  

б 0I − = ).
При экспериментальных исследованиях 

в схеме рис. 3 в качестве V1,2 использова-V1,2 использова-1,2 использова-
лись транзисторы КТ908А с параметрами 

30,β =  0,1βτ = мкс, 300kC = пФ. Емкость 

Н 10С = нФ, что при 2 0E =  и 1 30E = В 
примерно соответствовало работе на вход-
ную цепь генераторного тетрода ГУ61А  
( вх 350C = пФ, амплитуда напряжения воз-
буждения 180gU = В) через трансформатор 

с коэффициентом трансформации n = 6. 
На рис. 6 приведены эксперименталь-

ные зависимости размаха напряжения на 
емкости от длительности импульса тока 
транзисторов ( )uE t∆  на разных частотах.

Там же приведены расчетные кривые 
согласно соотношению (11) при фиксиро-

ванных значениях б  I +  
н

1 1,9kC
m

C
β

= + ≅  и 

б

б

5
I

k
I

+

−= ≅  (экспериментальная оценка по 

экрану осциллографа). Относительно по-
следней величины надо отметить, что от-
рицательный ток базы с амплитудой бI −  
не создавался искусственно, а получался 
за счет намагничивания, возникающего в 
обмотках Тр1 под действием напряжения, 
приложенного к ним во время формирова-
ния импульса прямого тока. Они качествен-
но хорошо согласуются с экспериментом, 
однако с уменьшением ut  различие между 
теоретическими кривыми и эксперимен-
том увеличивается. Это объясняется тем, 
что из-за конечной длительности фронтов, 
импульсы тока транзисторов теряют пря-
моугольную форму и с дальнейшим умень-
шением (tu < 0,1…0,2 мкс) вырождаются в 
треугольники (сплошные линии на рис. 4). 
Их площадь уменьшается, и на той же ча-
стоте емкость СН перезаряжается до мень-
шего значения ,E∆  чем предусматривает 
формула (11). 

На рис. 7 показаны экспериментальные 
зависимости мощности, потребляемой от 
источника питания, 0P  от частоты f.

Рис. 5. Зависимость отношения длительности 
фронта к длительности импульса  

от относительной частоты

Рис. 6. Зависимости размаха напряжения  
на емкости от длительности импульса тока 

транзисторов
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Здесь же (сплошная кривая) представ-
лена расчетная зависимость 0 H ,P E EC f= ∆  
откуда следует, что 0P  линейно возрастает с 

увеличением частоты. Эта зависимость луч-
ше совпадает с экспериментом, если учесть, 
что СН включает в себя выходную емкость 
транзистора 300kC = пФ и паразитную ем-
кость ПАР 100C = пФ (штриховая линия). Из 
графика, в частности, следует, что для рас-
качки лампы ГУ61А до мощности 15 кВт на 
частотах до 1 МГц оказывается достаточной 
мощность возбудителя менее 10 Вт.

Полученные результаты позволяют ре-
комендовать использование таких возбуди-
телей при модернизации большого числа 
находящихся в эксплуатации вещательных 
передатчиков диапазонов длинных и сред-
них волн.
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ЗАГРАжДАЮщИЙ фИЛЬТР ВИДИМОГО И БЛИжНЕГО  
УЛЬТРАфИОЛЕТОВОГО ДИАПАЗОНА ДЛЯ фЛУОРЕСцЕНТНОГО  

МИКРОСКОПА НА ОСНОВЕ ЯВЛЕНИЯ ПЛАЗМОННОГО РЕЗОНАНСА

R.S. Smerdov, V.V. Loboda, Yu.M. Spivak, V.A. Moshnikov

UV-VIS BANd-STOP fILTER BASEd ON PLASMON RESONANCE  
fOR fLUORESCENT MICROSCOPIC APPLICATIONS

Разработана технология синтеза плазмонного фильтра на основе массива наночастиц. Реализо-
ван прототип фильтра на основе плазмонного резонанса в массиве наночастиц серебра с двумя по-
лосами поглощения 260 и 360 нм. Методом электронно-абсорбционной спектроскопии исследованы 
характеристики затухания фильтров в зависимости от параметров синтеза. Показана возможность 
достижения уровня оптического подавления фильтра до 40 дБ путем синтеза массива плазмонных 
наночастиц, обладающих меньшим разбросом по размерам и фрактальностью. Выявлено превосход-
ство данного типа фильтра над интерференционным по диапазону регулировки положения полосы 
затухания.

ПОЛОСНО-ЗАГРАЖДАЮЩИЙ ФИЛЬТР; ПЛАЗМОННЫЙ РЕЗОНАНС; ФЛУОРЕСЦЕНТ-
НАЯ МИКРОСКОПИЯ; МОДЕЛЬ ДРУДЕ; ФРАКТАЛЫ; МЕТОД УННО-ИМАИ..

A synthesis technique for plasmonic array of silver nanoparticles has been developed. Double 
absorption band (260 nm and 360 nm) UV-Vis filter based on plasmon resonance of functionalized silver 
nanoparticles array has been created. The dependence of the prototype’s attenuation characteristics on 
synthesis parameters is investigated utilizing the Electronic Absorption Spectroscopy technique. We have 
proved it was possible to achieve a sufficient level of optical attenuation (up to 40 d�) by producing 
an array of plasmonic nanoparticles with less variations in size and less fractality while increasing the 
anodizing current density of the silicon matrix. The superiority of the plasmon filter over the interference 
filter in terms of adjusting the attenuation band position has been revealed.

�AND-STOP FILTER; PLASMON RESONANCE; FLUORESCENCE MICROSCOPY; DRUDE 
MODEL; FRACTALS; UNNO-IMAI TECHNIQUE.

Оптические фильтры, представляющие 
отрезки световодов, дифракционные ре-
шетки, многослойные покрытия с различ-
ными показателями преломления материа-
лов слоев, находят широкое применение в 
системах контроля и передачи изображе-
ний, спектроскопических и интерференци-
онных экспериментах, технике оптической 

связи [1], а также в системах флуоресцент-
ной микроскопии [2].

Явление плазмонного резонанса может 
использоваться при создании полосовых 
и заграждающих фильтров в оптическом 
диапазоне (300–1200 нм) [3]. В системах 
микроскопии используются оптические 
заграждающие фильтры (ЗФ), обеспечи-
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и поступает через объектив к исследуемо-
му образцу. Излученный флуоресцентный 
сигнал проходит через дихроичный фильтр 
и впоследствии заграждающий фильтр, 
блокирующий сигнал с длиной волны воз-
буждения. В данном режиме работы флуо-
ресцентного микроскопа эмитированный 
сигнал распространяется сферически сим-
метрично во всех направлениях, независи-
мо от угла падения возбуждающего сигна-
ла. 

Таким образом, наша цель – разра-
ботка заграждающего фильтра видимого 
и ближнего ультрафиолетового диапазона 
на основе плазмонного резонанса в масси-
ве наночастиц серебра. В ходе работы был 
реализован прототип фильтра с двумя по-
лосами поглощения 260 и 360 нм, а также 
разработана технология синтеза фильтра, 
позволяющая исключить стадию жидкост-

вающие прохождение эмитированного при 
флуоресценции света, задерживая сигнал 
возбуждения. Оптические фильтры высоких 
частот (ФВЧ) применяются для фильтра-
ции сигнала возбуждения. Такие фильтры, 
разработанные для спектроскопии, называ-
ются спектроскопическими фильтрами. 

На рис. 1 изображена принципиальная 
схема флуоресцентного микроскопа. Ис-
пользуется режим отраженного сигнала, 
при котором длина волны флуоресцентного 
отраженного сигнала больше, чем у возбуж-
дающего сигнала. В работе [2] разработана 
система облучения для флуоресцентной 
микроскопии отраженного сигнала: сигнал 
определенной длины волны или набором 
длин волн (в ультрафиолетовом диапазоне) 
образуется при прохождении через фильтр 
возбуждающего сигнала. Сигнал затем от-
ражается от дихроичного фильтра (зеркала) 

Рис. 1. Принципиальная блок-схема флуоресцентного микроскопа.  
Частотно-избирательная часть: эмиссионный фильтр (заграждающий или полосовой фильтр),  

фильтр возбуждающего сигнала (полосовой фильтр)

Объектив

Источник излучения 
(светодиод, лазер)

Фильтр возбуждающего 
сигнала

Эмиссионный фильтр 
(заграждающий, ПФ)Объектив

Дихроичный  
фильтр

Детектор
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ного травления металлического слоя на 
обратной поверхности кремния, на основе 
метода Унно-Имаи [4] и электрохимиче-
ского осаждения. Проведено исследование 
оптического поглощения прототипа за-
граждающего фильтра.

Теоретические положения плазмонного  
резонанса в наночастицах

Металлические (золотые и серебряные) 
наночастицы могут проявлять резонансные 
свойства на определенных частотах, при 
которых выполняются следующие условия: 
диэлектрическая проницаемость наноча-
стицы отрицательная; длина волны, рас-
пространяющейся в свободном простран-
стве, велика по сравнению с размерами 
наночастицы. 

Плазмон – квазичастица, отвечающая 
квантованию плазменных колебаний, кото-
рые представляют коллективные колебания 
свободного электронного газа. Поверхност-
ные плазмоны образуются на границе разде-
ла сред с положительной диэлектрической 
проницаемостью (стекло, воздух, другие 
диэлектрики) и поверхностью металличе-
ской наночастицы. Необходимо отметить, 
что плазмонный резонанс в металлических 
наночастицах – физическое явление, обу-

словленное наноразмерными масштабами, 
поскольку два условия резонанса (отрица-
тельная диэлектрическая проницаемость и 
малые размеры частицы по сравнению с 
длиной волны) могут быть одновременно 
реализованы в наномасштабе [5].

Как уже было упомянуто ранее, второе 
условие – маленькие размеры наночастицы 
по сравнению с длиной волны падающего 
света – раскрывает физическую природу 
плазмонного резонанса в наночастицах как 
электростатический резонанс. Действитель-
но, вследствие этого условия гармониче-
ские электромагнитные поля в пределах и 
около наночастиц изменяются практически 
синфазно. Как результат, в любой момент 
времени эти поля могут быть рассмотре-
ны как электростатические. Электростати-
ческая природа плазмонного резонанса в 
наночастицах и их отрицательная диэлек-
трическая проницаемость предполагают 
усиление локальных электрических полей 
внутри наночастиц и около них. На рис. 2  
изображена сферическая наночастица с 
отрицательной диэлектрической прони-
цаемостью ε, подвергающейся воздействию 
однородного внешнего поля E0. Поскольку  
ε < 0, вектор поляризации P направлен 
противоположно E0, что приводит к обра-

Рис. 2. Сферическая наночастица с отрицательной диэлектрической проницаемостью, 
подвергающаяся воздействию внешнего электрического поля [5]

0
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зованию поверхностных электрических за-
рядов, создающих «деполяризующее» поле 
E´, сонаправленное E0. Это приводит к уве-
личению суммарного электрического поля 
E = E0 + E´ внутри сферической наноча-
стицы.

Частота плазмонного резонанса в ме-
таллических наночастицах не зависит от 
размера самой наночастицы (при выполне-
нии условия маленького размера частицы 
по сравнению с длиной волны падающего 
излучения). Такая инвариантность относи-
тельно размера подразумевает, что в случае 
массива почти одинаковых по форме, но 
разных по размерам металлических нано-
частиц, они могут резонировать на практи-
чески одинаковых длинах волн. Следова-
тельно, плазмонный резонанс может быть 
одновременно возбужден на всех наноча-
стицах сразу.

Как толщина, так и период массивов 
металлических наночастиц обусловлива-
ют поверхностный плазмонный резонанс, 
соответственно влияя на поток фотонов.  
В [6] предложен плазмонный фильтр для 
видимого диапазона, основанный на масси-
ве ромбических наночастиц серебра. Одна-
ко массив наночастиц треугольной формы, 
расположенных в вершинах шестиугольни-
ков, обеспечивает более стабильную струк-
туру и оптические свойства в отличие от 
массивов ромбических наночастиц серебра. 
Более того, чувствительность показателя 
преломления (RIS) сильно зависит от рас-RIS) сильно зависит от рас-) сильно зависит от рас-
положения, толщины и периода наномас-
сивов. 

Практическая реализация фильтра  
на основе плазмонного резонанса  

в массиве наночастиц серебра

Фильтр представляет массив фракталь-
ных агрегатов наночастиц серебра разме-
ром порядка 500 нм и одиночных изоли-
рованных наночастиц серебра (D = 20 нм),  
осажденных на поверхность пористой 
кремниевой матрицы. Для формирования 
матрицы из пористого кремния использо-
вана система анодного травления. В тради-
ционных системах анодирования металлы 
осаждаются на обратную сторону кремние-
вой пластины, и впоследствии данные слои 

металлов используются в качестве элек-
тродов при анодном травлении [4]. Метал-
лический слой затем должен подвергать-
ся процедуре травления перед процессом 
осаждения металлических наноструктур 
на поверхности пористого кремния. Но-
вая разработанная система анодирования 
не требует формирования заднего метал-
лического слоя. На рис. 3 а схематически 
изображено поперечное сечение разрабо-
танной ячейки анодного окисления. Ячей-
ка состоит из двух частей: левая и правая 
части симметричны и заполнены фторо-
водородной (HF) кислотой на время реак-HF) кислотой на время реак-) кислотой на время реак-
ции анодирования. Кремниевая пластина 
установлена таким образом, что разделяет 
левую и правую части ячейки. Анодный 
ток поступает на кремниевую пластину 
через HF, находящуюся в непосредствен-HF, находящуюся в непосредствен-, находящуюся в непосредствен-
ном контакте с кремниевой пластиной. 
Анодный ток обеспечивается платиновы-
ми электродами, располагающимися в ле-
вой и правой частях ячейки. При задании 
напряжения таким образом, что левый 
электрод является катодом, а правый –  
анодом, пористый кремний формируется 
на левой поверхности кремниевой под-
ложки [4]. 

При создании массива наночастиц се-
ребра на поверхности матрицы из пористо-
го кремния использован метод катодного 
электрохимического осаждения из водного 
раствора AgNO3 (рис. 3 б). В качестве элек-
трода сравнения использован хлорсеребря-
ный электрод, сохраняющий свой потенци-
ал в растворах с водородным показателем 
от 0 до 15. Для поддержания точки отсчета 
по потенциалу использован потенциостат – 
гальваностат Elins P-40X.

результаты исследования характеристик  
затухания прототипа заграждающего  

фильтра

Методом электронно-абсорбционной 
спектроскопии с использованием спектро-
фотометра Perkin-Elmer Lambda 900 (прин-Perkin-Elmer Lambda 900 (прин--Elmer Lambda 900 (прин-Elmer Lambda 900 (прин- Lambda 900 (прин-Lambda 900 (прин- 900 (прин-
ципиальная блок-схема установки приведе-
на на рис. 3 в) получены характеристики 

затухания пад

отр

( )
P

A
P

λ =
 

(где A(λ) – характе-

ристика затухания сигнала, дБ; Pпад – мощ-
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разветвленность пористой структуры).
На рис. 4 изображены характеристики 

затухания прототипов фильтров в зависи-
мости от величины тока анодирования. 
Отчетливо видна полоса поглощения на 
длине волны λ0 = 360 нм. Существование 
данной полосы поглощения согласуется с 
теоретическими результатами, получен-
ными в [7] и обусловлено наличием пика 
поверхностного плазмонного резонанса 
наночастиц серебра. Интенсивность по-
глощения на данной длине волны растет 
с увеличением плотности тока анодирова-
ния с 2 до 30 мА/см2, что свидетельству-
ет о росте концентрации на поверхности 

Рис. 3. Технология синтеза фильтра на основе плазмонного резонанса  
в массиве наночастиц серебра:  

а – схематическое изображение ячейки для анодирования, реализующей метод Унно-Имаи;  
б – схематическое изображение ячейки катодного электрохимического осаждения; в – схема  

экспериментальной установки; г – схема частотно-избирательной части флуоресцентного микроскопа

ность сигнала, поступающего на фильтр; 
Pотр – мощность отраженного сигнала; λ – 
длина волны, нм) прототипов заграждаю-
щих фильтров на основе плазмонного ре-
зонанса наночастиц серебра. 

На рис. 3 г изображена частотно-
избирательная часть флуоресцентного 
микроскопа (отражающий эмиссионный 
фильтр). Когда серебро поступает на под-
ложку из пористого кремния, распределе-
ние поверхностной энергии способству-
ет образованию фрактальных агрегатов. В 
зависимости от времени анодирования и 
плотности тока анодирования изменяются 
параметры образующихся пор (глубина и 

a) б)

в) г)

Водный раствор

Рабочий электрод

Анод
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кремниевой матрицы пор сферической 
формы, в которых образуются наночасти-
цы серебра формы, близкой к сфериче-
ской на поверхности пористой кремние-
вой матрицы.

На рис. 5 изображены спектры опти-
ческого поглощения прототипов фильтров 
в зависимости от времени анодирования. 
Помимо полосы поглощения положением  
λ0 = 360 нм, в спектре наблюдается ши-
рокая полоса (60 нм) в ультрафиолетовом 
диапазоне (λ0 = 265 нм). Ее существова-
ние связано с образованием разветвленных 
фрактальных агрегатов серебра Ag на по-Ag на по- на по-

верхности пористой матрицы [8]. 
Уровень подавления оптического сиг-

нала в полосе выше 3 дБ (до 40 дБ) мо-
жет быть достигнут путем синтеза масси-
ва плазмонных наночастиц, обладающих 
меньшим разбросом по размерам и фрак-
тальностью [8]. Увеличение плотности 
тока анодирования кремниевой матрицы 
[9] позволит сократить неравномерность в 
полосе поглощения до 0,1 дБ. В то же вре-
мя, это приведет к значительному сокра-
щению ширины полосы поглощения Δλ  
(с 60 до 10 нм), что позволит приблизить-
ся по данному показателю к современным 

Рис. 4. Характеристики затухания прототипов на основе плазмонного резонанса в диапазоне  
от 190 до 600 нм в зависимости от плотности тока анодирования  

j = 2, 15, 30 мА/см2, t = 10 мин

j = 2 мА/см2, t = 10 мин j = 15 мА/см2, t = 10 мин

λ λ

j = 30 мА/см2, t = 10 мин

λ
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от 200 до 1600 нм) [11], изменяя условия 
синтеза кремниевой пористой матрицы. 
При этом также существует возможность 
регулирования ширины полосы поглоще-
ния в пределах 200–1600 нм (рис. 6) пу-
тем синтеза композиционных массивов 
наночастиц различных форм и материалов  
(Ag, Au, Ni) [5, 12].

тонкопленочным интерференционным 
фильтрам [10].

Изложенное выше позволяет сделать 
вывод о возможности обеспечения доста-
точного уровня подавления возбуждающего 
сигнала флуоресцентного микроскопа для 
набора контрастирующих агентов в ши-
роком диапазоне оптического спектра (λ0  

Рис. 5. Характеристики затухания прототипов на основе плазмонного резонанса  
в диапазоне от 190 до 600 нм в зависимости от времени анодирования  

j = 15 мА/см2, t = 10 мин

Рис. 6. Диапазон эффективного возбуждения поверхностного  
плазмонного резонанса в серебре [5]

j = 15 мА/см2, t = 40 мин j = 15 мА/см2, t = 10 мин

λ λ
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Разработана принципиально новая тех-
нология синтеза плазмонного фильтра на 
основе массива наночастиц серебра, не 
требующая жидкостного травления метал-
лического слоя на обратной поверхности 
кремния. Реализован прототип фильтра на 
основе плазмонного резонанса в массиве 
наночастиц серебра с двумя полосами по-
глощения 260 и 360 нм. При увеличении 
плотности тока анодирования подавление 
в полосе 260 нм снижается на 1,5 дБ. Ис-
следованы возможности регулировки пара-
метров фильтра по ширине полосы погло-
щения (10–70 нм), по величине подавления 
в полосе (до 40 дБ), по положению полосы 
поглощения (200–1600 нм), по неравно-
мерности подавления в полосе поглощения 
(до 0,1 дБ).

Таким образом, реализованный про-
тотип фильтра на основе плазмонного ре-
зонанса в массиве наночастиц серебра об-
ладает следующими преимуществами по 
сравнению с современными интерференци-
онными фильтрами: более широкий спек-
тральный диапазон, полоса пропускания 
перестраивается за счет изменения геоме-
трических параметров и материалов нано-
частиц, отсутствие паразитных полос про-
пускания в рабочем диапазоне длин волн (в 
отличие от цепочечных волновых фильтров 
[1]). Фильтр способен функционировать в 
насыщенных влагой средах, таких как хи-
мические и биологические растворы, в ко-
торых реакции между органическими рас-
творами и металлическими наночастицами 
не проходят. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ТРАЕКТОРИЙ  
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ПОЛУМАРКОВСКОЙ МОДЕЛИ СТРУКТУРЫ  

«ТЕхНОЛОГИЧЕСКАЯ ЯЧЕЙКА – НАКОПИТЕЛЬ»

V.Ya. Kopp, M.V. Zamoryonov, Yu.E. Objerin, M.Yu. Larin

USING THE METHOd Of TRAjECTORIES fOR CONSTRUCTING  
A SEMI-MARKOV MOdEL Of A ‘TECHNOLOGICAL CELL – STORAGE 

dEVICE’ STRUCTURE

Приведена и доказана теорема о функциях распределения времени пребывания системы в со-
стояниях с учетом повторных попаданий. Доказательство теоремы базируется на теореме о матема-
тическом ожидании времени пребывания системы в заданном подмножестве состояний. Теорема 
может использоваться только для дискретных систем. В случае системы с непрерывным фазовым 
пространством состояний необходимо воспользоваться алгоритмом фазового укрупнения для при-
ведения системы к дискретному виду. Приведен метод траекторий, позволяющий определять функ-
цию распределения времени пребывания системы в подмножестве состояний. Данный метод позво-
ляет не приближенно, а точно находить вид функции распределения времени пребывания системы 
в подмножестве состояний в области изображений по Лапласу. На конкретном примере функцио-
нирования структуры «технологическая ячейка – накопитель» с учетом надежности как ячейки, 
так и накопителя приведено сравнение метода траекторий и классического метода, использующего 
интегральные уравнения марковского восстановления.

ПОЛУМАРКОВСКАЯ СИСТЕМА; МЕТОД ТРАЕКТОРИЙ; ПОВТОРНЫЕ ПОПАДАНИЯ.

The article presents and proves a theorem about the distribution functions for the times that the system 
spends in specific states taking into account the repeated enterings. The proof is based on the theorem of 
the mathematical expectation of the time the system spends in a given subset of states. The theorem can be 
used only for discrete systems. In the case of a system with a continuous phase space of states it is necessary 
to use the algorithm phase consolidation in order to bring the system to a discrete form. The trajectories 
method that allows to determine the distribution function for the time the system spends in a subset of states 
is presented. The current method gives the opportunity to not approximately but exactly determine the form 
of the distribution function for the time the system spends in a subset of states in the area of Laplace images. 
The trajectories method is compared to the classical method using integral Markov renewal equations on a 
specific example of the ‘technological cell – storage device’ structure with regard to the reliability of both 
the cell and the storage drive.

SEMI-MARKOV SYSTEM; METHOD OF TRAJECTORIES; REPEATED ENTERINGS.

В настоящее время аппарат полумар-
ковских систем является мощным сред-

ством моделирования стохастических объ-
ектов, позволяющим учесть последействие 
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в случайных процессах. Однако при необ-
ходимости определения функции распреде-
ления (ФР) времени пребывания системы 
в заданном подмножестве состояний полу-
чить точное решение не удается, т. к. для 
решения этой задачи используются урав-
нения марковского востановления (УМВ), 
система которых представляет собой урав-
нения Вольтера второго рода с полусто-
хастическим ядром [1–9]. Эти уравнения 
решаются, как правило, методом последо-
вательных приближений, получить их точ-
ное решение сложно. Поэтому практиче-
ски не разработан аппарат определения ФР 
времени пребывания системы в состояниях 
с учетом повторных попаданий за время их 
пребывания в заданном подмножестве. 

Цель статьи – построение полумарков-
ской модели структуры «технологическая 
ячейка – накопитель» на основе метода 
траекторий, позволяющей точно определять 
ФР времени пребывания системы в под-
множестве работоспособных состояний.

Рассмотрим полумарковскую (ПМ) си-
стему с общим фазовым пространством со-
стояний М. Выделим в фазовом пространстве 
состояний M ПМ процесса два подмноже-
ства M +  и ,M −  таких, что .M M M+ −∪ =  
В дальнейшем будем говорить только про 
подмножество ,M +  так как все сказанное 
будет верно и для подмножества ,M −. Вре-
мя однократного пребывания в состояниях 

iS M +∈  является случайной величиной (СВ) 
,iα  имеющей математические ожидания 
,im  функции ( )iF t  и плотности ( )if t  рас-

пределения, с изображениями в комплекс-
ной области ( )iF s  и ( )if s  соответственно. 
СВ Σθ  – время пребывания системы в под-
множестве ,M +  имеющая математическое 
ожидание .T+  Время многократного пребы-
вания системы в состоянии iS M +∈  за счет 
повторных попаданий в них за время Σθ  
является СВ ,iθ  имеющей математические 
ожидания ,imθ  функции ( )iF tθ  и плотности 

( )if tθ  распределения, с изображениями в 
комплексной области ( )iF sθ  и ( )if sθ  соот-
ветственно. Описываемому ПМ процессу 
соответствует распределение вложенной 
цепи Маркова (ВЦМ), характеризующееся 
удельными частотами iρ  попадания в каж-
дое из состояний ,iS M∈  и вероятностями 

переходов ijP  из состояний iS M∈  в со-
стояния .jS M∈  Прямой переход из M +  в 
M −  могут иметь не все состояния ,iS M +∈  
тогда целесообразно выделить подмноже-
ство E M +⊂  состояний eS E∈  множества 

,M +  из которых возможен прямой переход 
во множество .M −

Введем определение:
Траектория – множество состояний, в 

которых система должна побывать, чтобы 
выйти из подмножества M +  в M −  (или нао-
борот), причем ,M M M+ −∪ =  где M  – все 
фазовое пространство состояний. 

Траектория пребывания системы в под-
множестве M +  начинается в состоянии, в 
которое есть прямой переход из подмноже-
ства .M −  Заканчивается такая траектория 
состоянием, из которого существует один 
или несколько прямых переходов в под-
множество .M −  

Траектория выхода системы из подмно-
жества M +  начинается в любом состоянии 
этого подмножества и заканчивается состо-
янием, из которого есть один или несколь-
ко прямых переходов в подмножество .M −  

При решении поставленной задачи ис-
пользуется теорема о ФР времени пребыва-
ния системы в состояниях с учетом повтор-
ных попаданий при условии, что система 
попадает в исследуемое состояние не менее 
одного раза.

Теорема о Фр времени пребывания систе-
мы в состояниях с учетом повторных попа-
даний. Если в дискретной регенерирующей 
эргодической ПМ системе с известным ста-
ционарным распределением с состояниями 

iS M +∈  известны функции ( )iF t  и плотно-
сти ( )if t  распределения, то функции ( )iF sθ  
и плотности ( )if sθ  распределения времени 

iθ  пребывания системы в состояниях iS  
этой системы с учетом повторных попада-
ний в него при условии, что система попа-
дает в это состояние не менее одного раза, 
в области изображений равны:

( )
( ) ,

( 1) ( )
i

i
i i i

F s
F s

c c f s
θ =

− −

( )
( ) ,

( 1) ( )
i

i
i i i

f s
f s

c c f s
θ =

− −
а в области оригинала они имеют вид:

(1)
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где ∗  – знак операции свертки; i
i

i

m
c

m

θ

=  – 

коэффициент увеличения времени пребы-
вания системы в состояниях iS M +∈  за счет 
повторных попаданий в него; im  – матема-
тическое ожидание пребывания системы в 
состоянии iS  при однократном попадании 
в него; imθ  – математическое ожидание пре-
бывания системы в состоянии iS  с учетом 
повторных попаданий в него, определяемое 
на основании теоремы [1]:

.i
i i

ej e
e E M j M

m m
P

+ −

θ

∈ ⊂ ∈

ρ
= ⋅

ρ∑ ∑

Доказ а т ельс тво . Время пребывания 
системы в состояниях ( )iS M +∈  увеличива-
ется за счет повторных попаданий системы 
с какой-то вероятностью в эти состояния 
за время пребывания всей системы в под-
множестве ,M +  и больше ни за счет чего 
оно увеличиться не может, что очевидно. 
Но это означает, что число попаданий си-
стемы подчиняется геометрическому зако-
ну распределения с вероятностью iP  того, 
что система выйдет из этого состояния, 
а вероятность того, что останется в нем 
1 .iP−  При этом граф, описывающий по-
ведение системы в данном состоянии при 
известной ФР ( )iF t  времени пребывания в 
данном состоянии ,iS  имеет вид, представ-
ленный на рис. 1.

Приняты следующие условные обозна-
чения: ,0iS  – мгновенное состояние соот-
ветствует выходу системы из состояния ;iS  

Si,1 – исследуемое состояние Si, суммарное 
время пребывания в котором определяет-
ся; iP  – вероятность перехода системы из 

,1iS  в ,0;iS  (1 )iP−  – вероятность повтор-
ного попадания системы в состояние ,1;iS   

( )iF t  – ФР СВ ,iα  имеющей м.о. .im
По данному графу составляем УМВ:

0

( ) (1 ) ( ) ( ) ( ).
t

i i i i i iF t P f t s F s ds PF tθ θ= − − +∫
Итерируя полученное уравнение (3), 

имеем [10, 11]:
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1
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Плотность распределения ( )k

if t  имеет 
вид:

( ) 1

1

( ) ( ) (1 ) ( ).m m
i i i i i i

m
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=
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Здесь неизвестной величиной, кото-

рую необходимо определить, является .iP  
Известно, что при геометрическом законе 
распределения ,i

i
i

m
m

P
θ =  отсюда следует:

.i
i

i

m
P

mθ=

Найдем .imθ  По известной теореме [1] 
можно точно определить .T+  Для дискрет-
ных состояний формула имеет вид:

.
i i
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Тогда
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ej e
e E M j M

m m
P
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ρ
= ⋅

ρ∑ ∑

Введем коэффициент ic  увеличения 
времени пребывания системы в состояниях 

,iS  равный

.i
i

ej e
e E M j M

c
P

+ −∈ ⊂ ∈

ρ
=

ρ∑ ∑

Тогда ,i i im m cθ = ⋅  а вероятность iP  
определяется из условия обеспечения уве-

(2)

Рис. 1. Граф состояний, соответствующих  
геометрическому распределению

(4)

(3)

(6)

(5)
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личения mi до величины ,imθ  откуда следу-
ет, что искомая вероятность ,iP  исходя из 
(5), равна

1
.i

i
ii

m
P

cmθ= =

Подставляя (7) в (4), получаем (2).
Применяя к формуле (4) преобразова-

ние Лапласа, получим:

1
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∑
Полученное выражение представляет 

собой бесконечно убывающую геометриче-
скую прогрессию. Возьмем предел выраже-

ния 
0
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Тогда выражение (8) будет иметь вид:
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Соответственно изображение ПР ( )if tθ  
будет иметь вид:
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Подставляя (7) в (9) и (10), получим:
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Теорема доказана.
Следс твие  1. В случае, когда система 

при попадании в подмножество ,M + может 
не попадать в состояние ,iS M +∈  коэффи-
циент ic  увеличения времени пребывания 

системы в состояниях Si будет равен:

,i
i

i i

m
c

P m

θ

=
⋅

где iP  – вероятность попадания системы в 
состояние ,iS  за время пребывания в под-
множестве .M +

Следс твие  2. Время T
kθ  пребывания 

системы в траектории равно сумме всех СВ 

iθ  
1

,
n

T
k iθ = θ∑  а значит, ФР T

kF  времени T
kθ  –  

пребывания системы в траектории, равно 
последовательной свертке всех ФР :iF θ

0 1 2 ... ... ,T
k i nF F F F F Fθ θ θ θ θ= ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

где n – число состояний, входящих в тра-
екторию.

Следс твие  3. На основании формулы 
полной вероятности выражение для опре-
деления ФР Σθ  времени пребывания систе-
мы в подмножестве M +  имеет вид:

1 1 2 2 3 3 ...

 ... ,

T T T T T T

T T T T
i i n n

F P F P F P F

P F P F
Σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + + ⋅

где T
iP – вероятность реализации i-й траек-

тории; T
iF  – ФР времени пребывания си-

стемы в i-й траектории.
Следс твие  4. Исходя из следствия 3 

данной теоремы, взвешенная сумма всех 
ФР времени пребывания системы в траек-
ториях выхода из состояния iS M +∈  явля-
ется ФР времени пребывания системы в 
подмножестве M +  с начальным состоянием 

,iS  а значит, представляет собой решение 
уравнения марковского восстановления для 
этого состояния.

В работах [12, 13] предложен метод 
траекторий для определения ФР времени 
пребывания системы в подмножестве со-
стояний с учетом повторных попаданий в 
них. Метод базируется на теореме о време-
ни пребывания системы в состояниях под-
множества с учетом повторных попаданий 
в них при условии, что система попадает в 
исследуемое состояние заданного подмно-
жества хотя бы один раз при каждом по-
падании в это подмножество.

Метод траекторий

Шаг  1 . Переход от системы с непре-

(7)

(8)

(9)

(10)
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рывными состояниями к системе с дискрет-
ными состояниями iS M +∈  на основании 
алгоритма фазового укрупнения [2]. При 
этом определяются ФР iF  времени пре-
бывания системы в новых дискретных со-
стояниях, вероятности перехода ijP  из этих 
состояний в другие состояния (переходные 
вероятности) удельные частоты iρ  попада-
ния в состояния (стационарное распреде-
ление ВЦМ) и стационарные вероятности 
пребывания в состояниях (стационарное 
распределение ПМ процесса). Процедура 
проводится известными методами модели-
рования ПМ систем.

Шаг  2 . Выделение всех возможных 
траекторий перехода системы из подмно-
жества M +  в подмножество .M −  Причем 
каждое состояние системы входит в одну 
или несколько траекторий сразу.

Шаг  3 . Определяются вероятности iP  
попадания в состояния iS M +∈  хотя бы 
один раз за время пребывания системы в 
подмножестве .M +  

Шаг  4 . На основании изложенной 
выше теоремы заменяется время пребы-
вания в состояниях iα  на :iθ  для них 
определяются плотности и ФР времени 
пребывания системы в состояниях iS M +∈  
с учетом повторных возвратов в соответ-
ствии с приведенной теоремой, для чего 
определяются коэффициенты ic  увеличе-
ния времени пребывания системы в со-
стояниях.

Шаг  5 . Выделяются траектории. В со-
ответствии с теоремой о полной вероят-
ности [14], определяются вероятности T

kP  
реализации каждой из траекторий, на осно-
вании переходных вероятностей вложенной 
цепи Маркова.

Шаг  6 . В соответствии со следствием 
2 приведенной выше теоремы, находим ФР 
времени пребывания системы в каждой из 
траекторий.

Шаг  7 . Находим ФР времени пребы-
вания в M +  вне зависимости от начального 
состояния, которая определяется, как взве-
шенная сумма (смесь) ФР каждой из тра-
екторий. Коэффициентами смеси служат 
найденные на пятом шаге вероятности T

kP  
реализации траекторий.

Рассмотрим на конкретном примере 
реализацию предлагаемого метода модели-
рования.

Формализуем постановку задачи, для 
чего рассмотрим структуру «технологиче-
ская ячейка – накопитель» [15–17] с уче-
том отказов не только ячейки, но и нако-
пителя (рис. 2). 

Пусть известны ФР F01(t) и F10(t) случай-
ных величин 1ξ  и 1,η  которыми являются 

время наработки на отказ и восстановле-
ния ТЯ соответственно, а также ФР F03(t) 
и F30(t) случайных величин 3ξ  и 3,η  яв-
ляющихся временем наработки на отказ и 
восстановления накопителя. Кроме этого, 
известна ФР F12(t) случайной величины 2ξ , 
являющейся временем резерва. 

Введены допущения: вероятностью од-
новременного отказа ячейки и накопите-
ля пренебрегаем ввиду малой вероятности 
этого события; ФР F01(t) и F03(t) считаются 
распределенными экспоненциально. Необ-
ходимо определить ФР времени наработки 
на отказ и восстановления участка в целом, 
т. е. эквивалентно заменить его простей-
шим элементом, имеющим два факторных 
состояния.

Решение поставленной задачи с исполь-
зованием приведенной теоремы  осущест-
вляется в следующей последовательности.

1. Построим граф состояний исследуе-
мой системы (рис. 3), учитывая, что она 
является полумарковской системой с не-
прерывными состояниями.

Состояния системы: S0 – ТЯ исправна, 
накопитель исправен, временной задел в 
накопителе ξ2, состояние работоспособное; 
S1 – ТЯ отказала, накопитель исправен, 
временной задел в накопителе ξ2, состоя-
ние работоспособное; S2x – ТЯ в отказе, 
накопитель исправен, резерв времени из-
расходован, поскольку запас продукции в 

Рис. 2. Структура Н-ТЯ, работающая на прием 
продукции
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накопителе исчерпан (ξ2 = 0), состояние не 
работоспособное; S3 – ТЯ исправна, нако-
питель отказал, состояние не работоспо-
собное.

2. Определим время пребывания систе-
мы в состояниях и ФР времени пребывания 
системы в состояниях.

Время пребывания в состояниях S0, S1, 
S2x и S3 определим из выражений:

0 1 3 1 1 2

2 3 2

( ); ( );

; ,x x

θ = ξ ∧ ξ θ = η ∧ ξ

θ = θ = η

где ∧  – знак, обозначающий минимум слу-
чайных величин. 

Тогда функции распределения времени 
пребывания в состояниях имеют следую-
щий вид:

для состояния S0: 0 01 03( ) ( ) ( );F t F t F t= ⋅

для состояния S1: 1 10 12( ) ( ) ( );F t F t F t= ⋅

для состояния S2x: 2 ( ) 1 ( ),x xF t t=

где 
0, ;

1 ( )
1, .x

t x
t

t x

<
=  ≥

для состояния S3: 3 30( ) ( ).F t F t=
3. Найдем вероятности перехода  

ВЦМ:

1
0 1 3 01 03

0

3
0 1 3 03 01

0

0
1 10 12

0

2
1 10 12

0
0

2
0

3

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( )

.( ) ( )

( ) ( )

1

1

x

x

P F z f z dz

P F t f t dt

P F t f t dt

p f x t f t dt

P

P

∞

∞

∞

∞


ξ < ξ =



 ξ > ξ =




=


 = +



=
 =

∫

∫

∫

∫

4. Определим стационарное распреде-

ление ВЦМ, позволяющее при необходи-
мости найти стационарное распределение 
полумарковских процессов (ПМП).

Стационарное распределение ( )xρ  вло-
женной цепи Маркова определяется по 
формуле ( ) ( , ) ( ) ,

x

x p x y y dyρ = ρ∫  где p(x, y) –  

плотность вероятности перехода вложен-
ной цепи Маркова. 

Используя систему (11), запишем систе-
му уравнений для определения стационар-
ного распределения вложенной ( )xρ  цепи 
Маркова:

0 2 3
0

1 10 12
0

1 0 01 03 0 1 3
0

2 1 10 12
0

3 0 03 01
0

1 ( ) 1

 ( ) ( )

( ) ( ) { }.

( ) ( )

( ) ( )

x x

x

t dx

F w f w dw

F z f z dz P

f x t f t dt

F u f u du

∞

∞

∞

∞

∞


ρ = ρ ⋅ +ρ ⋅ +


+ ρ


ρ = ρ = ρ ξ < ξ


ρ = ρ +


ρ = ρ


∫

∫

∫

∫

∫
Условие нормировки:

2 3 1 10 12
0 0

0 01 03
0

1 10 12
0 0

0 03 01
0

( ) ( )

 ( ) ( )

( ) ( )

 ( ) ( ) 1.

xdx F w f w dw

F z f z dz

f x t f t dtdx

F u f u du

∞ ∞

∞

∞ ∞

∞

ρ +ρ + ρ +

+ ρ +

+ ρ + +

+ ρ =

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫
Выразим ρ2x через ρ0, ρ1 и ρ3:

2 1 10 12
0

0 01 03 10 12
0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

x f x t f t dt

F z f z dz f x t f t dt

∞

∞ ∞

ρ = ρ + =

= ρ +

∫

∫ ∫

Рис. 3. Граф состояний системы

(13)
(11)

(12)
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2 1 10 12
0

0 01 03 10 12
0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

x f x t f t dt

F z f z dz f x t f t dt

∞

∞ ∞

ρ = ρ + =

= ρ +

∫

∫ ∫
Тогда условие нормировки (13) примет 

вид:

0 01 03 10 12
0 0 0

0 03 01
0

0 01 03 10 12
0 0

0 01 03
0

0 01 03 10 12
0 0 0

0 03 01
0

( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( )

 ( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( ) 1.

F z f z dz f x t f t dtdx

F u f u du

F z f z dz F w f w dw

F z f z dz

F z f z dz f x t f t dtdx

F u f u du

∞ ∞ ∞

∞

∞ ∞

∞

∞ ∞ ∞

∞

ρ + +

+ ρ +

+ ρ +

+ ρ +

+ ρ + +

+ ρ =

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

∫
Решая (12), получим:

0

01 03 12 10
0 0

01 03
0

1

01 03 12 10
0 0

01 03 10 12
0 0

2

01 03 12 10
0 0

01 03
0

3

01

1
;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

;

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

x

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz f x t f t dt

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz

F

∞ ∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞

ρ =
+

ρ =
+

+
ρ =

+

ρ =
+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

03 12 10
0 0

.

( ) ( ) ( ) ( )z f z dz f t F t dt
∞ ∞

























∫ ∫

Можно выразить значения ρ2, ρ1, и ρ3 че-
рез ρ0:

1 0 01 03
0

( ) ( ) ,F z f z dz
∞

ρ = ρ ∫  

2 0 01 03 10 12
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,F z f z dz f x t f t dt
∞ ∞

ρ = ρ +∫ ∫  

3 0 03 01
0

( ) ( ) .F u f u du
∞

ρ = ρ ∫

5. Используя алгоритм фазового укруп-
нения [2]  перейдем от системы с непре-
рывными состояниями к системе с дис-
кретными состояниями.

Для нахождения функции распределе-
ния времени наработки на отказ (времени 
непрерывной работы системы) необходимо 
воспользоваться стационарным алгоритмом 
фазового укрупнения устойчивых состоя-
ний [2] для того, чтобы перейти от системы 
с непрерывными состояниями к системе с 
дискретными состояниями.

Сначала найдем стационарное распре-
деление ВЦМ  2ρ  для укрупненного состоя-
ния 2 :S



2 2
0

01 03 10 12
0 0 0

01 03 12 10
0 0

1001 03 12
0 0

01 03 12 10
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

.

2 ( ) ( ) ( ) ( )

xdx

F z f z dz f x t f t dtdx

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz F t f t dt

F z f z dz f t F t dt

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

ρ = ρ =

+
= =

+

=
+

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

Тогда стационарное распределение 
ВЦМ примет вид:

0

01 03 12 10
0 0

01 03
0

1

01 03 12 10
0 0

01 03 12 10
0 0

2

01 03 12 10
0 0

01 03
0

3

01

1
;
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;

2 ( ) ( ) ( ) ( )
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;
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2 ( )
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F z f z dz f t F t dt

F z f z dz f t F t dt

F z f z dz

F z

∞ ∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞

ρ =
+

ρ =
+

ρ =
+

ρ =
+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

03 12 10
0 0

.

( ) ( ) ( )f z dz f t F t dt
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∫ ∫

Следующим шагом является определе-
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ние вероятностей переходов укрупненной 
системы:



2
1 1

2
0

1

1

1010 12 12
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .

xp dx

P

f x t f t dtdx F t f t dt

∞

∞ ∞ ∞

ρ
= =

ρ

= + =

∫

∫ ∫ ∫

Тогда вероятности переходов примут 
вид:

1
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0
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∫

∫

∫

∫

Найдем ФР времени пребывания систе-
мы в укрупненном дискретном состоянии 

2 :S



2 2
0

2

2

01 03 10 12
0 0 0

01 03 10 12
0 0

10 1001 03 12
0 0

01 03 10 12
0 0

( )

( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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x x

x

F t dx

F t

t F z f z dz f x y f y dydx

F z f z dz F y f y dt

F z f z dz F t F t y f y dy

F z f z dz F y f y dt

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞
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ρ
= =

ρ

+
= =

 − + 
=

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ФР времени пребывания системы в 
укрупненном дискретном состоянии 2S  
имеет вид:



01 03 10 12
0 0

2

01 03 10 12
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1 .

( ) ( ) ( ) ( )

F z f z dz F t y f y dy

F t

F z f z dz F y f y dy

∞ ∞

∞ ∞

+
= −

∫ ∫

∫ ∫

6. Определим вероятности Pi попадания 
системы в состояния iS  на основании ве-
роятностей перехода ВЦМ подмножества 

.M +

0 1;P =  1
1 0 .P P=

7. Используя приведенную выше тео-
рему о ФР времени пребывания системы 
в состояниях с учетом повторных попада-
ний, определим ФР 0 ( )F tθ  и 1 ( )F tθ  времени 
пребывания в состояниях 0S  и 1S  с учетом 
повторных попаданий в них за время пре-
бывания в подмножестве ,M +  при условии, 
что система хотя бы один раз попадает в 
них:

0
0

0 0 0

( )
( ) ;

( 1) ( )
F s

F s
c c f s

θ =
− −

1
1

1 1 1

( )
( ) ,

( 1) ( )
F s

F s
c c f s

θ =
− −

где 

0
0

0 0

,
m

c
P m

θ

=  1
1

1 1

.
m

c
Pm

θ

=

8. Выделим траектории. В соответствии 
с теоремой о полной вероятности, опреде-
лим вероятности T

kP  реализации каждой из 
траекторий на основании переходных веро-
ятностей вложенной цепи Маркова:

1 0{ };T S= 2 0 1{ , };T S S=

3
1 0 ;TP P= 1

2 0 .TP P=

9. Определим ФР времени пребывания 
системы в траекториях:

1 0 ;TF F θ= 2 0 1 .TF F Fθ θ= ∗

10. Найдем ФР времени пребывания в 
M +  вне зависимости от начального состоя-
ния:

1 1 2 2 .T T T TF P F P FΣ = ⋅ + ⋅

Рассмотрим пример моделирования та-
кой системы с известными параметрами 
распределения случайных величин.

Исходными данными для моделирова-
ния служат функции распределения F01(t), 
F03(t), F10(t) и F12(t); они распределены по 
обобщенному закону Эрланга второго по-
рядка с параметрами 01,λ  03;λ  1,µ  2;µ  1,υ  

2υ  соответственно, причем 
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01
01 01( ) ,tf t e−λ= λ  

где λ01 = 0,1250 ч–1; 
03

03 03( ) ,tf t e−λ= λ  

где λ03 = 0,0625 ч–1; 
1 2

1 2
10

2 1

( )
( ) ,

t te e
f t

−µ −µµ µ −
=

µ − µ
 

где µ1 = 0,3333 ч–1, µ2 = 1,000 ч–1;
1 2

1 2
12

2 1

( )
( ) ,

t te e
f t

−υ −υυ υ −
=

υ − υ

где υ1 = 1,1 ч–1, υ2 = 10,9 ч–1.
Необходимо определить ФР FΣ  време-

ни пребывания системы в подмножестве 
M +  работоспособных состояний.

В работах [18] приведено решение для 
ФР времени пребывания системы в под-
множестве ,M +  полученной на основании 
метода, использующего уравнения марков-
ского восстановления:

0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
t

t t h t x x dxϕ = Φ + − Φ∫
где (*)

01 03 10 12
1

( ) [( ) * ( )] ( );n

n

h x f F f F x
∞

=

= ∑  ∗  – знак 

операции свертки; 10 12 01 03 01 03
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t yt t

t F y f y dy f x F x dx F x f x dx
−

Φ = × +∫ ∫ ∫

10 12 01 03 01 03
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t yt t

t F y f y dy f x F x dx F x f x dx
−

Φ = × +∫ ∫ ∫
На рис. 4 приведена функция рас-

пределения, полученная в данной статье  
(кривая 1), а также ФР, полученные на 
основании известного метода, использую-
щего интегральные уравнения марковского 
восстановления. 

Как видно из графика, в зависимости 
от количества членов ряда (кривые 2, 3, 4), 
эти решения стремятся к полученному точ-
ному решению. 

Сравним значения математического 
ожидания полученной нами функции и ма-
тематического ожидания, определяемого с 
помощью выражения [1]:

.
i i

i M

ej i
e E M j M

m

T
P

+

+ −

∈
+

∈ ⊂ ∈

ρ
=

ρ

∑
∑ ∑

Математическое ожидание полученной 
нами функции распределения составляет  

Рис. 4. Вид функций распределения  
кривая 1 – ( ),F tΣ ; кривая 2 – φ0 (t) при одной свертке; кривая 3 – φ0 (t) при 

трех свертках; кривая 4 – φ0 (t) при 15 свертках

(14)
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11,2166744856 ч, тогда как определяемое 
с помощью выражения (14) составляет 
11,2166744856 ч.

Нетрудно констатировать, что матема-
тические ожидания совпадают.

Полученные результаты подтверждают 
правильность предложенного метода траек-
торий, предназначенного для определения 
ФР времени пребывания системы в под-
множестве состояний. В дальнейшем пла-

нируется исследовать применение метода 
для моделирования систем контроля и тех-
нического обслуживания в автоматизиро-
ванном производстве.

Исследования выполнены при финансовой 
поддержке Министерства образования и науки 
РФ по базовой части государственного задания 
№ 2014/702 проект № 3858 и при поддержке 
гранта Российского фонда фундаментальных 
исследований № 15-01-05840.
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С.А. Горожанкин, А.А. Шитов, Н.В. Савенков

МЕТОДИКИ ДЛЯ АППРОКСИМАцИИ ЗАВИСИМОСТЕЙ  
НЕСКОЛЬКИх ПЕРЕМЕННЫх В ПРОГРАММНОЙ  

СРЕДЕ MS ExCEL И MATHCAd

S.A. Gorozhankin, A.A. Shitov, N.V. Savenkov

PROCEdURES fOR APPROxIMATING dEPENdENCES  
Of SEVERAL VARIABLES IN MS ExCEL ANd MATHCAd  

SOfTwARE ENVIRONMENT

Предложены методики аппроксимации дискретных данных непрерывными гладкими функци-
ями нескольких переменных при выполнении экспериментальной части научного исследования. 
Приведенный материал базируется на применении таких относительно распространенных про-
граммных продуктов, как MS Excel и Mathcad, может быть реализован в аналогичных по струк-
туре и назначению компьютерных программах, содержит результаты практического применения 
на примере аппроксимации функциями нескольких переменных различного вида характеристик 
современного автомобильного двигателя внутреннего сгорания. Даны рекомендации по рациональ-
ному применению предлагаемых методик, описаны возможные сопутствующие сложности при их 
реализации в рассматриваемых программных оболочках. Представленные теоретический материал 
и практические примеры процедур аппроксимации отличаются множеством настроек, гибкостью 
применения к различному виду представления исходных данных, а также относительной простотой 
использования, так как построены по принципу «от простого к сложному».

АППРОКСИМАЦИЯ; ЗАВИСИМОСТЬ; ФУНКЦИЯ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ; АР-
ГУМЕНТ; ИССЛЕДОВАНИЕ; ЭКСПЕРИМЕНТ; ДИСКРЕТНОЕ МНОЖЕСТВО; КОМПЬЮТЕР-
НАЯ ПРОГРАММА; СПЛАЙН; АЛГОРИТМ.

The article suggests a technique for approximating the original data via continuous smooth functions of 
several variables when performing the experimental part of a scientific study. The material is based on using 
such relatively common software like MS Excel and Mathcad, it can be implemented in structurally and 
functionally similar computer programs, and also provides results of practical application on the example 
of approximating the characteristics of a modern automobile internal combustion engine via functions of 
several variables of different kinds. In addition, the paper presents recommendations for rational use of the 
suggested methods and possible related difficulties in their implementation in the considered software shells. 
Theoretical material and practical examples of the approximation procedures prepared by the authors are 
distinguished by a lot of options, flexibility of application to different types of representation of the original 
data, as well as the relative ease of use, because they are based on a simple-to-complex basis.

APPROXIMATION; DEPENDENT; FUNCTION OF SEVERAL VARIA�LES; ARGUMENT; 
STUDY; EXPERIMENT; DISCRETE DATA; COMPUTER PROGRAM; SPLINE; ALGORITHM.

В настоящей статье предлагаются ме-
тодики аппроксимации многофакторных 
зависимостей на примере таких относи-
тельно распространенных, а также имею-
щих простой пользовательский интерфейс, 
программных продуктов, как табличный 

процессор Microsoft Excel и система ком-Microsoft Excel и система ком- Excel и система ком-Excel и система ком- и система ком-
пьютерной алгебры Mathcad. 

Предлагаемые методики отличаются от 
традиционного использования рассматри-
ваемых программ возможностью поэтапно-
го выполнения процедуры аппроксимации 
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при комбинированном применении эле-
ментарных и кусочно-заданных функций 
различного вида, а также относительно бо-
лее широким набором настраиваемых па-
раметров; это позволяет повысить досто-
верность разрабатываемых математических 
моделей. 

Новизна предлагаемых методик отно-
сительно известных общих рекомендаций, 
изложенных в работах [1–5], заключается 
в построении многофакторных зависимо-
стей средствами программных продуктов, 
предназначенных главным образом для 
выполнения однофакторной аппроксима-
ции. Такой подход позволяет: индивиду-
ально подбирать для каждой переменной 
такой тип аппроксимирующей функции, 
при котором обеспечивается минимальное 
значение величин численного отклонения, 
и при этом не нарушается физический 
смысл рассматриваемого объекта либо 
процесса; применять в пределах одной 
аппроксимирующей функции нескольких 
переменных зависимости различных ти-
пов (например, кусочно-заданные и эле-
ментарные); отказаться от необходимости 
структурирования исходного дискретного 
множества в виде сетки с заданным шагом 
значений аргументов – предлагаемые ме-
тодики, фактически, позволяют работать 
непосредственно с результатами экспери-
ментальных исследований.  

Приведенный в статье материал отобран 
и систематизирован нами с целью разработ-
ки некоторых общих рекомендаций и гото-
вых практических решений, позволяющих 
облегчить процесс обработки результатов 
экспериментальных исследований. 

Ввиду своей относительной сложности 
для некоторых нелинейных зависимостей, 
автоматическая аппроксимация исходных 
дискретных множеств может быть осущест-
влена с помощью: 

элементарных функций, представлен- •
ных уравнениями, которые могут приме-
няться для практических инженерных рас-
четов, а также экспортироваться в другие 
программные продукты (например, в Math-Math-
cad или в Maple) для последующей обра- или в Maple) для последующей обра-Maple) для последующей обра-) для последующей обра-
ботки и анализа; 

кусочно-заданных аналитических  •

зависимостей, под которыми подразуме-
ваются такие фрагментные зависимости, 
которые содержат логические операторы  
(например, сплайн-функции). Эти зависи-
мости применены для описания физиче-
ских процессов, аппроксимация которых 
с помощью элементарных функций сопря-
жена с большей величиной численного от-
клонения и на некоторых интервалах про-
тиворечит физическому смыслу изучаемого 
процесса [2].

Для автоматизированного создания ап-
проксимирующих зависимостей, представ-
ленных элементарными функциями, может 
быть применено множество программных 
продуктов, например – Microsoft Excel или 
CurveExpert. Работа с кусочно-заданными 
функциями в настоящей статье рассмотрена 
на примере системы компьютерной алгебры 
Mathcad; вычислительные комплексы, по-; вычислительные комплексы, по-
добные последнему, обычно не позволяют 
получить аппроксимирующие уравнения в 
аналитическом виде (что объясняется гро-
моздким представлением и ограниченными 
возможностями самих программ). Поэтому 
дальнейшая работа с полученными услов-
ными функциями выполняется, как прави-
ло, в среде соответствующего программно-
го продукта.  

Приведенные принципы автоматиче-
ской аппроксимации обусловлены фор-
мой исходного дискретного множества и 
числом его аргументов. Статья посвящена 
построению функций нескольких перемен-
ных, однако для иллюстрации возможно-
стей предлагаемых методик, рассмотрим в 
первую очередь особенности создания за-
висимостей одной переменной.  

однофакторная модель

Аппроксимация зависимости одной пе-
ременной вида y = f(x) с помощью как эле-
ментарной, так и кусочно-заданной функ-
ций выполняется в один этап и приведена 
на примере внешней скоростной характе-
ристики эффективной мощности автомо-
бильного двигателя внутреннего сгорания 
(ДВС). На рис. 1 а показано исходное дис-
кретное множество (результаты измерений 
на лабораторном стенде) и соответствую-
щие аппроксимирующие функции.
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Для автоматической аппроксимации 
элементарной функцией применен таблич-
ный процессор Microsoft Excel (команда 
«Добавить линию тренда» [3]). Исходному 
множеству (при значении коэффициента 
коллинеарности R = 0,9997) удовлетворяет 
полином 4-й степени:

Ne = f(n) = ae + ben + cen
2+den

3+een
4,

где ae, be, ce, de, ee – полиномиальные коэф-
фициенты,  равные соответственно: –5,6032; 
0,0297; –1,0379·10–5; 4,2·10–9; –5,78910–13.

Эту аппроксимацию можно осуществить 
и с помощью других программных пакетов. 
Например, применение всесторонней си-
стемы подбора кривых CurveExpert позво-
ляет получить аналогичный результат. 

В общем виде алгоритм для аппроксима-
ции исходного множества кусочно-заданной 
функцией кубического интерполяционного 
сплайна в системе компьютерной алгебры 
Mathcad представлен следующими зависи- представлен следующими зависи-
мостями: 

X := (x1   x2   x3   …   xn)
T,

Y := (y1   y2   y3   …   yn)
T, 

а кусочно-заданной линейной функцией 

зависимостями [4]:

y(x) := interp (cspline(X, Y), X, Y, x),

y(x):= linterp(X, Y, x), 

где X – массив аргументов дискретного 
множества; Y – массив соответствующих 
значений дискретного множества; x1…xn, 
y1…yn – соответственно аргументы и зна-
чения дискретного множества, полученные 
в результате выполнения эксперимента  
(рис. 1 а)  [6]. 

Для рассматриваемого примера одно-
факторной зависимости соответствующий 
листинг будет представлен выражениями: 

X := (1000   1500   2000   2500 
   3000   3500   4000)T, 

Y := (17   25   37   47   57   66   70)T,

Ne(n) := interp (cspline(X, Y), X, Y, n).  

Вместо команды кубического сплайна 
«cspline» для некоторых функций, в соот-cspline» для некоторых функций, в соот-» для некоторых функций, в соот-
ветствии с их видом, может быть приме-
нена команда аппроксимации параболи-
ческим сплайном «pspline» или линейным 
«lspline». 

Рис. 1. Пример графического построения средствами Mathcad различных аппроксимирующих 
функций для зависимостей одной переменной:  

а – эффективной мощности Ne ДВС от частоты вращения коленчатого вала n;  
б – зависимости коэффициента использования мощности k от коэффициента нагрузки λ  

( ) – результаты экспериментов; ( ) – аппроксимация элементарной функцией;  
( ) – аппроксимация кусочно-заданной функцией

n, 1/мин λ

k

N
e,
 к

В
т

a) б)

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)



38

Научно-технические ведомости СПбГПУ 3' (247) 2016
Информатика. Телекоммуникации. Управление

Приведенные алгоритмы Mathcad также 
позволяют получать значения исследуемой 
зависимости и за пределами исходной дис-
кретной области – в экстраполяции.   

При работе с программными оболочка-
ми могут получиться и противоречивые ре-
зультаты. Например, несмотря на высокое 
значение коэффициента коллинеарности  
(R = 1), кусочно-заданные сплайн-функции 
не всегда могут быть применены для аппрок-
симации исходного физического процесса. 
На рис. 1 б приведены результаты экспе-
риментальных исследований зависимости 
коэффициента использования мощности  
автомобильного бензинового двигателя от 
коэффициента нагрузки, а также соответ-
ствующие аппроксимирующие функции. 
Как показано на графике, наилучшим ва-
риантом является аппроксимация элемен-
тарной экспоненциальной (Вейбула) функ-
цией:

k(n) = f(λ) = ak – bk·exp(–ck·λ
dk), 

где ak, bk, ck, dk, – коэффициенты: 0,992; 
7,36; 14,92; 0,56.

Приведенная функция получена в про-
граммной среде CurveExpert с помощью ко-CurveExpert с помощью ко- с помощью ко-
манды «Apply Fit». 

Использование для описания дискрет-
ных множеств кусочно-заданных сплайн-
функций в ряде случаев на некоторых ин-
тервалах может противоречить исходному 
физическому процессу, как это показано 
на рис. 1 б, где по своему определению ве-
личина λ не может принимать значения, 
превышающие единицу. В основном об-
разование так называемых «возмущений» 
между опорными точками объясняется не-
достаточной плотностью их расположения 
на координатных плоскостях [7].  

двухфакторная модель

Аналогичным образом зависимости двух 
переменных могут быть аппроксимированы 
непрерывными функциями рассматривае-
мых типов вида z = f(x, y) в один либо в 
два этапа.  

Исходные дискретные множества, в со-
ответствии с особенностями планирования 
конкретного эксперимента (подразумева-
ются особенности как самой методики про-

ведения опыта, так и применяемого обо-
рудования, приборов, а также специфики 
исследуемого физического процесса), могут 
быть представлены в двух различных вари-
антах. Первый – в виде математической 
матрицы, в которой каждому значению (xnm 
или yn) одноименного аргумента (X или Y) 
соответствует одинаковое количество зна-
чений функции (znm), табл. 1. Второй вари-
ант – в виде семейства зависимостей вида 
Zm = f(Xm), каждая из которых справедлива 
для конкретного значения ym аргумента Y; 
при этом каждому значению ym может соот-
ветствовать различное количество значений 
функции znm, табл. 2 [8].

В таблицах приведена запись исходных 
дискретных данных как в общем виде для 
обоих вариантов, так и в виде конкретных 
примеров двухфакторных зависимостей – 
удельного расхода топлива ДВС ge = f(n, k) 
(табл. 1) и объемного расхода воздуха ДВС 
Q0 = f(P, n) (табл. 2), где P – давление воз-
духа в ресивере впускной системы ДВС. 
Данные получены в ГОУ ВПО «ДонНАСА» 
при стендовых испытаниях двигателя УМЗ-
4216 [9, 10].   

Наиболее сложный случай представле-
ния дискретной двухфакторной зависимо-
сти вида z = f(x, y), в котором каждому ее 
значению соответствует своя пара значений 
аргументов, в данной статье не рассмо-
трен. 

Процедура аппроксимации двухфак-
торной зависимости, которая задана ква-
дратной матрицей (табл. 1), с помощью 
кусочно-заданной функции  может быть 
выполнена в Mathcad за один этап на осно-
вании приведенного алгоритма [11]:  

X := (x1   x2   x3   …   xn)
T, 

Y := (y1   y2   y3   …   yn)
T, 

XY‹0› := X    XY‹1›:=Y, 
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( , ) : interp cspline( , ), , , .
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z x y XY Z XY Z
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=   

  

  
=   

  
( , ) : int erp cspline( , ), , , .

x
z x y XY Z XY Z
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Зависимость ge = f(n, k), аппроксимиро-
ванная с помощью представленного алго-
ритма, приведена графически на рис. 2 а.  
По аналогии с (4), кроме кубического 
сплайна может применяться параболиче-
ский либо линейный. 

Если исходные данные представлены в 
виде семейства однофакторных зависимо-
стей (табл. 2, а также в случае прямоуголь-
ной матрицы – при n ≠ m), то необходимо 
привести их к квадратной матрице. Таким 
образом, процедура аппроксимации будет 
выполняться в два этапа. 

Эт ап  1. В соответствии с (2)–(4), созда-
ется n-е количество функций вида zn = f(xn),  

каждая из которых справедлива для кон-
кретного значения yn. 

Эт ап  2. Создается квадратная матрица 
значений, и в соответствии с (10)–(14) вы-
полняется аппроксимация. 

Также на примере функции Q0 = f(P, n) 
рассмотрим применение упрощенной ме-
тодики.

Этап  1

P1 := (555   598   658   724)T; 

P2 := (628   650   711   730)T; 

P3 := (496   569   671   708)T; 

P4 := (464   607   641   703)T; 

Q0(1) := (56,7   65,2   69,5   90,1)T; 

Q0(2) := (97   102,8   115,6   118)T; 

Q0(3) := (96,8   108,1   132   140,3)T; 

Q0(4) := (102,6   144,3   155,5  169,2)T; 

Таблица  1

Зависимость двух переменных, представленная математической матрицей

Y k
y1 y2 y3 … yn 0,6 0,7 0,8 0,9 1

X

x1 z11 z21 z31 … zn1

n

1000 342 324 302 279 300
x2 z12 z22 z32 … zn2 1500 316 298 281 272 274
x3 z13 z23 z33 … zn3 2000 342 313 296 283 286
… … … … … … 2500 346 315 293 283 288
xm z1m z2m z3m … znm 3000 358 326 303 292 294

Таблица  2

Зависимость двух переменных в виде семейства однофакторных зависимостей

Y

y1

X1 x11 x21 … xm1

n

1500
P(1) 555 598 658 724

Z1 z11 z21 … zm1 QO(1) 56,7 65,2 69,5 90,1

y2

X2 x12 x22 … xm2
2000

P(2) 628 650 711 730

Z2 z12 z22 … zm2 QO(2) 97 102,8 115,6 118

… … … … … … 2500
P(3) 496 569 671 708

QO(3) 96,8 108,1 132 140,3

yn

Xn x1n x2n … xmn
3000

P(4) 464 607 641 703

Zn z1n z2n … zmn QO(4) 102,6 144,3 155,5 169,2

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
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Q0(1)(P) := interp (cspline(P1, Q0(1)),  
P1, Q0(1), P); 

Q0(2)(P) := interp (cspline(P2, Q0(2)),  
P2, Q0(2), P);

Q0(3)(P) := interp (cspline(P3, Q0(3)),  
P3, Q0(3), P);

Q0(4)(P) := interp (cspline(P4, Q0(4)),  
P4, Q0(4), P);

Этап  2:

N := (1500   2000   2500   3000)T; 

Q(P) := (Q0(1)(P)   Q0(2)(P)   Q0(3)(P)    
Q0(4)(P))T; 

Q0(P,n) := interp (cspline(N, Q(P)),  
N, Q(P),n). 

Полученная функция Q0(P, n) в графи-
ческом виде приведена на рис. 2 б. Дан-
ная зависимость может быть также задана 
и комбинированно – все либо некоторые 

выражения первого этапа аппроксимации 
(Q0(1)(P)…Q0(1)(P)) могут иметь отличный от 
выражения второго этапа аппроксимации 
(29) тип сплайна (например, параболиче-
ский или линейный).

Процедура аппроксимации двухфактор-
ной зависимости элементарной функцией 
выполняется в два этапа. 

Этап  1.
Исходные данные, в случае если они 

заданы математической матрицей, приво-
дятся к виду, представленному в табл. 2. В 
итоге будет получено n-е число зависимо-
стей одной переменной.

Первый этап начинается с выбора наи-
более подходящего типа и размера аппрок-
симирующей элементарной функции, оди-
наковых для всех зависимостей Zn = f(Xn). 
Рассмотрим это на примере данных, при-
веденных в табл. 2. Для всех четырех дис-
кретных множеств достаточную достовер-
ность обеспечивает применение линейной 
функции:

Рис. 2. Пример графического построения средствами Mathcad аппроксимирующих функций  
двухфакторных зависимостей:  

а – удельного расхода топлива ДВС с помощью функции кубического сплайна; б – объемного расхода воздуха 
ДВС с помощью линейных функций по переменной P и полиномиальных 4-й степени по переменной n 

n, мин–1

a) б)
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Р, 
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где aB(1)…aB(4), bB(1)…bB(4) – коэффициенты 
аппроксимации, полученные в рассма-
триваемом примере в программной среде  
Microsoft Excel. 

В итоге получено семейство зависимо-
стей, каждая из которых справедлива для 
определенного значения аргумента n. При-
веденная функция (30) имеет гладкую за-
висимость по переменной P и дискретную 
по переменной n.

В том случае, когда особенность иссле-
дуемого физического процесса связана с 
проблематичностью подбора типа аппрок-
симирующей элементарной функции (для 
Zn = f(Xn)), а дискретное множество задано 
квадратной либо прямоугольной математи-
ческой матрицей, то целесообразно прове-
рить возможность выполнения первого этапа 
аппроксимации по другой переменной –  
Zn = f(Yn). В некоторых случаях это позволя-
ет обойти рассматриваемую сложность.

Этап  2.
Второй этап направлен на получение 

гладкой зависимости также и по второй пе-
ременной – в рассматриваемом случае по n. 
В соответствии с (30) искомая аппроксими-
рующая двухфакторная функция в общем 
виде представлена уравнением:

Q0(n)(P, n) = aB(n)P + bB(n),

где aB(n) и bB(n) – аппроксимирующие 
функции для коэффициентов.

Значения коэффициентов каждой стро-
ки выражения (30) зависят от аргумента n:

0,158

0,181
( )

0,213

0,269

Ba f n
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В ходе второго этапа выполняется соз-
дание элементарных аппроксимирующих 
однофакторных функций для зависимостей 
коэффициентов – выбирается наиболее 
подходящий их тип и размер. При этом ар-
гументами являются числа вторых столбцов 

систем выражений (32) и (33) – (1500; 2000; 
2500; 3000), а значениями – числа первых 
столбцов.  Для рассматриваемого примера, 
аппроксимация функций коэффициентов 
выполнена в программной среде Microsoft 
Excel с помощью полинома 4-й степени: 

aB = f(n) = –1,599 + 3,23·10–3·n –  
– 2,189·10–6·n2 + 6,486·10–10·n3 –  

– 6,953·10–14·n4; 

bB = f(n) = 615,37 – 1,303·n +  
+ 9,416·10–4·n2 – 2,865·10–7·n3 +  

+ 3,132·10–11·n4.

Таким образом, искомая аппроксими-
рующая функция для исходного дискрет-
ного множества (табл. 2) при применении 
элементарных зависимостей имеет вид  
(рис. 2 б):

Q0(P, n)=(–1,599 + 3,23·10–3·n –  
– 2,189·10–6·n2  + 6,486·10–10·n3 –  
– 6,953·10–14·n4)·P + (615,37 –  

– 1,303·n + 9,416·10–4·n2 –  
– 2,865·10–7·n3 + 3,132·10–11·n4).

Если на завершающем (втором) этапе 
возникают трудности с аппроксимацией 
зависимостей коэффициентов, то для это-
го может быть применен комбинированный 
способ задания аппроксимирующей функ-
ции. Например, первый этап может содер-
жать семейство элементарных аппрокси-
мирующих функций, как это рассмотрено 
на примере выражения (30), а зависимости 
коэффициентов (32) и (33) на втором эта-
пе могут быть аппроксимированы кусочно-
заданными функциями (например, в про-
граммной среде Mathcad с помощью 
алгоритма (2)–(4)). 

Кроме того, результаты первого этапа 
аппроксимации элементарными функция-
ми позволяют представить исходное дис-
кретное множество (см. табл. 2) в виде ква-
дратной математической матрицы. Это дает 
возможность выполнения второго этапа с 
помощью алгоритма (10)–(14). 

Таким образом, комбинированный способ 
формирования аппроксимирующих функ-
ции позволяет в некоторой степени соче-
тать преимущества как элементарных, так 
и кусочно-заданных функций.

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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Трехфакторная модель

Зависимость трех переменных вида  
T = f(X, Y, Z), заданную в виде семей-
ства математических матриц (по аналогии 
с табл. 1) или семейства функций одной 
переменной (по аналогии с табл. 2), пред-
ставляющих собой зависимости вида  
Ti = f(Xi, Yi), каждая из которых справедлива 
для определенного значения zi аргумента Z 
(табл. 3), также возможно аппроксимиро-
вать элементарной либо кусочно-заданной 
функцией при помощи рассматриваемых в 
настоящей статье программных продуктов. 

Аппроксимация кусочно-заданными 
сплайн-функциями в программной среде 
Mathcad выполняется в несколько этапов. 
Сначала создается i-е число (в соответствии 
с количеством матриц исходных данных, 
табл. 3) аппроксимирующих двухфактор-
ных зависимостей вида ti = f(x, y), каждая 
из которых будет справедлива для соот-
ветствующего значения zi аргумента Z. Для 
этого могут быть применены алгоритмы, 

использование которых в настоящей ста-
тье рассмотрено на примере зависимостей  
ge = f(n, k) и Q0 = f(P, n). 

Заключительным этапом аппроксима-
ции является создание искомой функции 
согласно приведенному листингу:

Z := (z1   z2   …   zi)
T, 

Y(x, y) := (t1(x, y)   t2(x, y)  …   ti(x, y))
T,

t(x, y, z) := interp (cspline(Z, Y(x, y)), 
Z, Y(x, y), z). 

Аппроксимация элементарными функ-
циями выполняется в три этапа. Первые два 
этапа направлены на создание i-го количе-
ства аппроксимирующих зависимостей вида  
ti = f(x, y) – построение каждой из которых 
осуществляется по аналогии с методикой 
(30)–(36). Важно, чтобы они имели между 
собой одинаковый общий вид, допустим, 
по примеру зависимости (36). Таким обра-
зом, результатом выполнения первых двух 
этапов будет являться система функций: 

Таблица  3

Трехфакторная зависимость в виде семейства математических матриц

Z z1 z2

…

zi

X1 X2 Xi

Y1
x11 x21 … xn1 Y2

x12 x22 … xn2 Yi
x1i x2i … xni

y11 t111 t211 … tn11
y12 t112 t212 … tn12

y1i t11i t21i … tn1i

y21 t121 t221 … tn21 y22 t122 t222 … tn22 y2i t12i t22i … tn2i

… … … … … … … … … … … … … … …

ym1
t1m1 t2m1 … tnm1 ym1

t1m2 t2m2 … tnm2 ymi
t1mi t2mi … tnmi

где aa(1)…aa(i), ba(1)…ba(i), ca(1)…ca(i), ab(1)…ab(i), 
bb(1)…bb(i), cb(1)…cb(i) – коэффициенты аппрок-
симации, которые могут быть получены в 
программной среде Microsoft Excel, Curve-Microsoft Excel, Curve- Excel, Curve-Excel, Curve-, Curve-Curve-
Expert и подобных продуктов.

Этап  3. 
Третий этап является заключительным 

и направлен на получение гладкой функ-
ции также и по третьей  переменной – в 
данном случае по z.

В соответствии с выражением (40), 
значения коэффициентов каждого урав-
нения находятся в зависимости от аргу-
мента z:

2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2

( , ) ( ) ( )

( , , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

a a a b b b

a a a b b b

i ai ai ai bi bi bi

t f x y a y b y c x a y b y c

t f x y z t f x y a y b y c x a y b y c

t f x y a y b y c x a y b y c

 = = + + + + +
= = = = + + + + +
 = = + + + + +

1

2

для

для ,

для i

z

z

z

(37)

(38)

(39)

(40)
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1

2( )
a

a a

ai

a

a z a

a


= 



1

2

для

для

для i

z

z

z
;  

1

2( )
a

a a

ai

b

b z b

b


= 



1

2

для

для

для i

z

z

z
;   

1

2( )
a

a a

ai

c

c z c

c


= 



1

2

для

для

для i

z

z

z

; 

1

2( )
b

b b

bi

a

a z a

a


= 



1

2

для

для

для i

z

z

z

;   

1

2( )
b

b b

bi

b

b z b

b


= 



1

2

для

для

для i

z

z

z

;   

1

2( )
b

b b

bi

c

c z c

c


= 



1

2

для

для

для i

z

z

z

. 

Таким образом, искомая гладкая трех-
факторная функция в общем виде может 
быть представлена выражением:

t = f(x, y, z) = (aa(z)y
2 + ba(z)y +  

+ ca(z))x + (ab(z)y
2 + bb(z)y + cb(z)). 

В ходе третьего этапа выполняется 
аппроксимация зависимостей aa = f(z),  
ba = f(z), ca = f(z), ab = f(z), bb = f(z), cb = f(z) 
на основании данных (41)–(46). В случае, 
если для описания рассматриваемых функ-
ций достаточным будет применение линей-
ных зависимостей, то итоговая аппрокси-
мирующая функция будет иметь вид: 

t = f(x, y, z) = ((aaaz + baa)y
2 +  

+ (abaz + bba)y + (acaz + bca))x +  
+ ((aabz+bab)y

2+(abbz+bbb)y+(acbz+bcb)). 

Количество констант в формуле (48) 
составляет p·q·s = 2 (линейная функция)·3 

(полиномиальная 2-й степени)·2 (линей-
ная функция) = 12, где p, q, s – количество 
постоянных в функциях каждого этапа ап-
проксимации. 

При описании непрерывными гладкими 
функциями зависимостей aa = f(z)…cb = f(z)  
также могут быть применены сплайн-
функции в соответствии с алгоритмом 
(2)–(4).

Четырехфакторная модель

В табл. 4, в качестве примера, приведе-
на зависимость четырех переменных вида 
H = f(X, Y, Z, T), заданная в виде семейства 
математических матриц, представляющих 
собой зависимости вида Hij = f(Xij, Yij), каж-
дая из которых справедлива для определен-
ного сочетания значений zi и tj аргументов 
Z и T.

Описание четырехфакторной зависимо-
сти кусочно-заданной функцией с помощью 
программной среды Mathcad осуществляет-Mathcad осуществляет- осуществляет-
ся в несколько этапов.

Этап  1.
В ходе первого этапа создается i× j ко-

личество (в соответствии с числом матриц 
исходных данных, табл. 4) аппроксими-
рующих двухфакторных зависимостей вида  
hij = f(x, y), каждая из которых будет спра-
ведлива для определенного сочетания зна-
чений zi и ti аргументов Z и T соответствен-
но. Для создания функций hij = f(x, y) могут 
быть применены алгоритмы, использова-
ние которых в настоящей статье рассмотре-
но на примере зависимостей ge = f(n, k) и 
Q0 = f(P, n). 

Далее, если i = j, то аппроксимация мо-
жет быть выполнена по упрощенному алго-
ритму (по аналогии с (10)–(14)). При этом 
второй этап будет являться завершающим.

Этап  2.

Z := (z1   z2   z3   …   zn)
T; 

T := (t1   t2   t3   …   tn)
T; 

ZT‹0› := Z    ZT‹1› := T; 

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)
(49)

11 21 1

12 22 2

1 2

( , ) ( , ) ... ( , )

( , ) ( , ) ... ( , )
( , ) : ;

... ... ... ...

( , ) ( , ) ... ( , )

i

i

j j ij

h x y h x y h x y

h x y h x y h x y
H x y

h x y h x y h x y

 
 
 =  
  
 

(50)
(51)

(52)
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Если i ≠ j или каждому значению аргу-
мента j соответствует разное количество ар-
гументов i, то добавляется третий этап. При 
этом второй этап имеет вид: 

Z1 := (z1   z2   z3 …  zi)
T;

H1(x, y) := (h11(x, y)    
h21(x, y)   …   hi1(x, y))

T;

Z2 := (z1   z2   z3 …  zi)
T;

H1(x, y) := (h12(x, y)    
h22(x, y)   …   hi2(x, y))

T; 

Zj := (z1   z2   z3 …  zi)
T;

Hj(x, y) := (h1j(x, y)    
h2j(x, y)   …   hij(x, y))

T; 

h1(x, y, z):=interp (cspline(Z1,  
H1(x, y)), Z1, H1(x, y), z); 

h2(x, y, z) := interp (cspline(Z2,  
H2(x, y)), Z2, H2(x, y), z); 

hj(x, y, z) := interp (cspline(Zj,  
Hj(x, y)), Zj, Hj(x, y), z). 

Таблица  4

Зависимость четырех переменных в виде семейства математических матриц

Z

z1 z2

…

zi 

X11 X21 Xi1

Y11
x111 x211 … xn11 Y21

x121 x221 … xn21 Yi1
x1i1 x2i1 … xni1

T

t1

y111 h1111 h2111 … hn111
y121 h1121 h2121 … hn121

y1i1 h11i1 h21i1 … hn1i1

y211 h1211 h2211 … hn211 y221 h1221 h2221 … hn221 y2i1 h12i1 h22i1 … hn2i1

… … … … … … … … … … … … … … …

ym11
h1m11 h2m11 … hnm11  ym11

h1m21 h2m21 …  hnm21 ymi1
h1mi1 h2mi1 … hnmi1

X12 X22 Xi2

Y12
x112 x212 … xn12 Y22

x122 x222 … xn22 Yi2
x1i2 x2i2 … xni2

t2

y112 h1112 h2112 … hn112
y122 h1122 h2122 … hn122

y1i2 h11i2 h21i2 … hn1i2

y212 h1212 h2212 … hn212 y222 h1222 h2222 … hn222 y2i2 h12i2 h22i2 … hn2i2

… … … … … … … … … … … … … … …

ym12
h1m12 h2m12 … hnm12  ym12

h1m22  h2m22 … hnm22 ymi2
h1mi2 h2mi2 … hnmi2

X1j X2j Xij

Y1j
x11j x21j … xn1j Y2j

x12j x22j … xn2j Yij
x1ij x2ij … xnij

tj

y11j h111j h211j … hn11j
y12j h112j h212j … hn12j

Y1ij h11ij h21ij … hn1ij

y21j h121j h221j … hn21j y22j h122j h222j … hn22j Y2ij h12ij h22ij … hn2ij

… … … … … … … … … … … … … … …

ym1j
h1m1j h2m1j … hnm1j ym1j

h1m2j h2m2j … hnm2j ymij
h1mij h2mij … hnmij

( , , , ) : interp cspline( , ( , )), , ( , ), .
z

h x y z t ZT H x y ZT H x y
t

  
=   

  
(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)
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Этап  3.
Искомая аппроксимирующая функция 

определяется в соответствии с алгоритмом:

T := (t1   t2   …   tj)
T; 

H(x, y, z) := ( h1(x, y, z)    
h2(x, y, z)   …   hj(x, y, z))

T 

h(x, y, z, t) := interp (cspline(T,  
H(x, y, z)), T, H(x, y, z), t). 

Заключительный этап аппроксимации 
(выражения (63)–(65)) может быть тожде-
ственно заменен алгоритмом, выполняю-
щим приведение матрицы исходных значе-
ний к квадратному виду:   

Z := (z1   z2   z3 …  zi)
T; 

T := (t1   t2   …   tj)
T; 

ZT‹0› := Z    ZT‹1› := T; 

(63)

(64)

(65)

1 1 1 2 1

2 1 2 1 2 1

1 1 1

( , , ) ( , , ) ... ( , , )

( , , ) ( , , ) ... ( , , )
( , ) : ;

... ... ... ...

( , , ) ( , , ) ... ( , , )

i

j j j

h x y z h x y z h x y z

h x y z h x y z h x y z
H x y

h x y z h x y z h x y z

 
 
 =  
  
 

( , , , ) : interp cspline( , ( , )), , ( , ), .
z

h x y z t ZT H x y ZT H x y
t

  
=   

  

Аппроксимация четырехфакторной за-
висимости (табл. 4) элементарными функ-
циями выполняется в три этапа. 

Этап  1. 
Направлен на создание i× j количества 

зависимостей hij = f(x, y) одинакового об-
щего вида (допустим, по примеру выраже-
ния (36)). 

Этап  2.
Выполняется построение семейства 

аппроксимирующих зависимостей вида  
hj = f(x, y, z), каждая из которых создается 
по аналогии с выражением (48) и справед-
лива только для определенного значения tj 
аргумента T (см. табл. 4):

1 1

2 2

( , , ) для
( , , ) для

( , , , ) ;
...

( , , ) дляj j

h f x y z t

h f x y z t
h f x y z t

h f x y z t

=
 == = 

 =

.

Все функции вида hj(x, y, z) должны 
иметь одинаковый вид и, соответственно, 
идентичный набор разных по своему значе-
нию констант, которые в рассматриваемом 
случае будут являться функциями от значе-
ния tj аргумента T. 

Эт ап  3.
Для аналитического определения рас-

сматриваемой зависимости четырех пере-
менных (табл. 4), необходимо все постоян-

ные уравнений hj(x, y, z) представить в виде 
функций от переменной t. Если в качестве 
соответствующих аппроксимирующих за-
висимостей будут выбраны полиномиаль-
ные функции 2-й степени, а зависимости 
hj(x, y, z) по набору констант будут соот-
ветствовать выражению (48), то итоговое 
количество коэффициентов в искомой за-
висимости h = f(x, y, z, t) составит p·q·s·l =  
= 2·3·2·3 = 36 (где l – количество постоянных 
в каждой элементарной функции завершаю-
щего этапа процедуры аппроксимации).  

В настоящей статье предложены раз-
личные методики автоматической аппрок-
симации дискретных множеств непрерыв-
ными гладкими зависимостями нескольких 
переменных в программной среде таких 
продуктов, как Microsoft Excel и Mathcad. 
Приведенные алгоритмы могут быть также 
реализованы и в аналогичных по назначе-
нию программах и их комплексах. Рассмо-
тренные методики, в отличие от рекоменда-
ций, изложенных в [1–5], характеризуются 
своей относительной гибкостью и позво-
ляют работать с исходными дискретными 
множествами, представленными в различ-
ном виде; кроме того, имеется возможность 
применять различные типы аппроксими-
рующих кривых для каждой переменной 
в пределах создаваемой функции. Пред-

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)
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ложенные в статье методики могут быть 
также применены для создания на их базе 
алгоритмов для математического описания 
многофакторных зависимостей, имеющих 
более четырех аргументов. 

В качестве практического примера 
рассмотрена аппроксимация функция-
ми одной и двух переменных дискретных 
множеств, которые были получены в ходе 
проведения серии экспериментальных ис-
следований в лаборатории автомобильных 
двигателей ГОУ ВПО «ДонНАСА». Полу-

ченные результаты характеризуются хоро-
шей сходимостью с опытными данными  
(R = 0,925-1).

Процедура аппроксимации элементар-
ными функциями рассмотрена на основе 
линейных зависимостей и многочленов. В 
соответствии с особенностями изучаемых 
физических процессов, подобным образом 
могут применяться и другие типы функций, 
например: рациональные, показательные, 
логарифмические, тригонометрические  
и др.
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АЛГОРИТМ ПРОГРАММНОЙ ПАРАМЕТРИЗАцИИ ОБъЕКТОВ  
КОМПЬЮТЕРНОЙ ТОМОГРАфИИ И ЕГО ПРАКТИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАцИЯ

N.I. Limanova, S.G. Ataev

COMPUTER-AIdEd PARAMETRIZATION ALGORITHM  
fOR TOMOGRAPHIC OBjECTS ANd ITS PRACTICAL REALIZATION

Компьютерная томография используется в медицине для решения широкого спектра диагно-
стических задач. Вместе с развитием средств получения снимков активно ведутся разработки в 
области создания систем компьютерной диагностики. В настоящее время существует ряд методов 
улучшения визуализации снимков и реконструкции 3D-моделей изучаемых объектов. Это позволяет 
упростить чтение изображений, но не приводит к автоматическому вычислению параметров иссле-
дуемых объектов. Кроме того, существует класс задач параметризации небольших образований или 
полостей, которые находятся внутри изучаемых объектов и занимают небольшую часть снимка. Из-
вестные способы автоматизированной обработки снимков не позволяют выполнять идентификацию 
и параметризацию подобных объектов. В статье предложены алгоритм и его программная реализа-
ция, дающие возможность проводить визуализацию малых объектов, представленных на снимках 
компьютерной томографии, программно определять их границы и вычислять параметры данных 
объектов с высокой точностью, что способствует совершенствованию диагностики заболеваний и 
сокращению количества повторных томографических исследований.

АНАЛИЗ ИЗОБРАЖЕНИЙ; ОБРАБОТКА ИЗОБРАЖЕНИЙ; КОМПЬЮТЕРНАЯ ТОМОГРА-
ФИЯ; СИСТЕМЫ КОМПЬЮТЕРНОЙ ДИАГНОСТИКИ; ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ; АЛГОРИТМ; 
ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ.

Nowadays X-ray computed tomography is widely used in medicine for solving various diagnostic 
problems. At the same time there is a large group of software whose function is to automate diagnostic 
processes, also known as computer-aided diagnosis software. However, there are still some processes which 
have not been automated yet. This concerns the parameters for calculating small objects of examination, such 
as pathological tumors, sinuses and so on, which occupy only a small part of the tomographic image. The 
known methods of automated image processing do not allow carrying out identification and parametrization 
of such objects. This study has proposed the algorithm and its software implementation allowing to visualize 
small objects in tomographic images, detect the boundaries of these objects and calculate their parameters 
with a high precision. This data can help medical professionals to make the diagnosis more precisely and 
faster and to reduce the number of repeated tomographic tests.

IMAGE ANALYSIS; IMAGE PROCESSING; X-RAY COMPUTED TOMOGRAPHY; COMPUTER-
AIDED DIAGNOSIS; PARAMETER EVALUATION; ALGORITHM; APPLICATION SOFTWARE.

В настоящее время компьютерная томо-
графия (КТ) используется в медицине для 

решения широкого спектра диагностиче-
ских задач [1]. Вместе с развитием средств 
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получения томографических снимков ак-
тивно ведутся разработки в области соз-
дания систем компьютерной диагностики 
(computer-aided diagnosis), позволяющие 
повысить скорость и точность диагности-
ческого процесса. Врачи-радиологи только 
начинают применять системы компьютер-
ной диагностики в повседневной практике, 
однако разработка принципов создания по-
добных систем – активно развивающаяся 
сфера исследований [2, 3].

В ряде случаев на практике требуется 
определять числовые параметры объектов 
на снимках (например, определять объёмы 
полостей). Пока подобные подсчеты про-
водятся вручную с помощью косвенных 
вычислений, что не может конкурировать 
по точности с методами программной па-
раметризации объектов.

Изобретение многослойной КТ позво-
лило повысить скорость и информатив-
ность медицинских исследований. Набор 
слоёв многослойного томографического 
снимка позволяет получить исчерпываю-
щие данные о внутреннем строении объ-
екта в пространстве. На сегодняшний день 
существует ряд методов улучшения визуа-
лизации снимков КТ [4, 5] и реконструк-
ции 3D-моделей изучаемого объекта [6–8]. 
Это позволяет упростить чтение снимков, 
но не приводит к автоматическому вычис-
лению параметров исследуемых объектов. 
Другие известные методы интерпретируют 
слои снимка по отдельности. Примером та-
кого подхода является классификация лё-
гочных узлов на доброкачественные и зло-
качественные [9–11]. Это оправдано в тех 
случаях, когда выполняется классификация 
объектов, т. е. определяются их качествен-
ные признаки принадлежности к какому-
либо типу [12, 13]. 

Для решения задачи параметризации 
объекта необходима комплексная инфор-
мация о его строении, для получения ко-
торой требуется анализировать в совокуп-
ности все слои, содержащие изображение 
данного объекта. При автоматизированной 
обработке снимков лёгких и мозга [14–16] 
для их сегментации [17] и исследования 
применяются методы «трешолдинга» (раз-
граничения снимка по принципу яркости 

пикселов) и анализа гистограмм [18, 19]. 
Однако существует класс задач параметри-
зации небольших объектов, которые, в от-
личие от лёгких и мозга, занимают только 
малую часть снимка. Для подобных объек-
тов указанные выше способы автоматизи-
рованной обработки являются непримени-
мыми.  Как правило, такие объекты имеют 
ярко выраженые границы, обусловленные 
разницей плотностей тканей внутри иссле-
дуемого объекта и за его пределами. 

В настоящем исследовании проводится 
разработка алгоритма программной параме-
тризации для верхнечелюстных пазух, од-
нако данный алгоритм может применяться 
и для исследования других объектов, обла-
дающих описанными выше свойствами.

Рассмотрим разработанный алгоритм 
программной параметризации на примере 
задачи исследования верхнечелюстных па-
зух. Параметризация малых объектов ком-
пьютерной томографии (в данном случае 
верхнечелюстных пазух) достигается путём 
выполнения подзадачи поиска границ це-
левого объекта на всей совокупности срезов 
томографического снимка, содержащего 
объект, с последующим анализом получен-
ных данных для определения необходимого 
параметра.

Каждый слой проекции томограммы 
даёт точное значение плотности ткани, ото-
бражаемой соответствующими пикселами 
на снимке, которые имеют градации цвета 
от светлых до тёмных оттенков серого. Чем 
светлее оттенок серого, тем плотнее ткань в 
пределах пиксела [20]. Таким образом, ин-
формация совокупности вокселов (воксел — 
аналог пиксела для трёхмерного простран-
ства: область, проецирующаяся на пиксел 
томографического среза), относящихся к 
целевому объекту снимка, даёт исчерпываю-
щие сведения о свойствах объекта в каждой 
точке пространства и делает возможным их 
дальнейший анализ и исследование.

Так как разрешающая способность со-
временных мониторов не отображает весь 
диапазон градаций плотностей исследуе-
мого объекта, каждый томографический 
снимок имеет свой собственный диапазон 
плотностей, отображаемый с помощью 
оттенков, находящихся между чёрным и 
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белым цветами («шкала Хаунсфилда»). 
Данный диапазон зависит от специфики 
исследуемых объектов, и точная информа-
ция о плотности тканей за пределами этого 
диапазона теряется [20]. Границы диапа-
зона задаются двумя значениями: центром 
диапазона и его шириной. Чисто белому 
цвету пиксела соответствует ткань, превос-
ходящая по плотности диапазон отображе-
ния, чисто чёрному цвету — ткань, менее 
плотная, чем диапазон отображения. Про-
межуточные оттенки серого цвета пиксела 
проецируют значения плотности из интер-
вала отображения и позволяют делать вы-
воды о точном значении плотности ткани, 
находящейся в конкретной точке про-
странства. Пример слоя томографического 
снимка приведен на рис. 1. Значение ST на 
снимке показывает толщину среза данного 
томографического снимка.

Показатели W (Width) 90 и C (Center) 40 
указывают на то, что центр отображаемого 
снимком диапазона плотностей – 40 HU 
(Hounsfield Unit, единица Хаунсфилда), а 
ширина этого диапазона – 90 HU. Следова-
тельно, ткани, находящиеся в интервале от 
–5 HU до 85 HU, отображаются на снимке 
как оттенки серого, и точная информация 
об их плотности сохраняется [21].

Рассмотрим функционирование пред-

ложенного алгоритма определения границ 
исследуемого объекта на примере исследо-
вания верхнечелюстных пазух. Его работа 
начинается с загрузки в программу пользо-
вателем упорядоченных слоёв томографи-
ческого снимка и идентификации исследуе-
мого объекта. Объем выборки слоёв снимка 
зависит от размера исследуемого объекта и 
его специфики. Для черепных образований 
и полостей оптимальной считается толщина 
среза от 2 до 3 мм [1].  Следовательно, для 
анализа исследуемых полостей, линейный 
размер по оси получения срезов которых 
не превышает 60 мм, выборка составляет 
24 слоя, полученных с шагом 2,5 мм. 

 В программу вводится также  значение 
толщины среза слоев и указывается гранич-
ное значение яркости пикселов в интервале 
между нулем и единицей (т. е. чёрным и 
белым цветами, соответственно), которое 
служит критерием проверки принадлежно-
сти пикселов к выбранному объекту в про-
цессе дальнейшей работы алгоритма. В спи-
сок пикселов на данном слое, относящихся 
к целевому объекту, добавляется стартовый 
пиксел. В дальнейшем каждый из пикселов 
на границе целевой области проверяется на 
удовлетворение критерию принадлежности 
исследуемому объекту. В случае удовлет-
ворения критерию проверяемый пиксел 
пополняет список относящихся к целевой 
области пикселов. Если пиксел не удовлет-
воряет значению критерия, он заносится 
в список пикселов, относящихся к грани-
це исследуемого объекта. Поиск пикселов 
в рамках стартового слоя заканчивается в 
момент, когда все граничные пикселы рас-
смотрены, и дальнейшего расширения ис-
следуемой области не происходит. 

Далее следует проверка возможности 
расширения исследуемой области на со-
седние слои. Для этого в алгоритме поиск 
пикселов для каждого нового соседнего 
слоя проводится повторно.  На каждом из 
этих слоёв процедура поиска начинается с 
заполнения списка пикселов в соответствии 
с наличием на соседних слоях граничных 
пикселов, относящихся к исследуемому 
объекту, и проходит аналогично соответ-
ствующей процедуре на стартовом слое.  
В тот момент, когда на рассматриваемом Рис. 1. Пример слоя томографического снимка
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слое не оказывается пикселов, удовлетво-
ряющих критерию принадлежности, рас-
ширение области на соседние слои в дан-
ном направлении завершается. Как только 
завершается расширение области на сосед-
ние слои в обоих направлениях, поиск но-
вых пикселов объекта заканчивается. 

В результате работы алгоритма форми-
руются два множества  пикселов, одно из 
которых относится к исследуемому объек-
ту, а второе состоит из пикселов, состав-
ляющих его границы. Толщина границ 
исследуемого объекта гарантированно не 
превышает размера одного пиксела.

Анализ совокупности пикселов объекта 
позволяет определять объём и распреде-
ление плотностей содержимого верхнече-
люстных пазух. Распределение плотностей 
исследуемого объекта дает возможность де-
лать выводы о его свойствах. 

На рис. 2 изображен интерфейс разра-
ботанного программного обеспечения, де-
монстрирующий результаты определения 
объёма целевого объекта. Интерфейс по-
зволяет переключаться между слоями сним-
ка, выделять цветом проекции изучаемого 
объекта на соответствующий слой. Инстру-

ментально переключение между слоями ре-
ализуется с помощью строк таблицы, рас-
положенной в левой части формы. Каждая 
строка таблицы соответствует слою снимка. 
Программный комплекс позволяет опреде-
лять параметры выбранного объекта: пло-
щади и объемы послойных срезов и объём 
объекта в целом. Данные характеристи-
ки определяются по количеству пикселов, 
входящих в область исследуемого объек-
та. Объёмы объекта – послойный и сум-
марный – определяются как произведение 
единичного объёма воксела на количество 
пикселов в слое и в объекте соответственно. 
А площадь послойного среза определяется 
как произведение площади одного пиксела 
на количество пикселов на срезе.

Как видно из рис. 2, в таблице слева 
приведены послойные характеристики вы-
бранного на снимке малого объекта, в поле 
«Результат» справа показан вычисленный 
с помощью программы объём выбранного 
объекта в целом. В данном случае объём 
составил 7,77 мл. 

Рис. 3 демонстрирует работу алгоритма. 
На рисунке приведены фрагменты восьми 
слоёв томографического снимка, на ко-

Рис. 2. Внешний вид интерфейса программного обеспечения
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торых показан исследуемый объект. Про-
граммная идентификация принадлежащих 
объекту пикселов на всех слоях позволя-
ет учитывать любые неоднородности его 
структуры. Причем исследуемый объект 
может иметь самую сложную конфигура-
цию. Именно поэтому использование раз-
работанного алгоритма позволяет в десять 
раз повысить точность исследований по 
сравнению с косвенными вычислениями. 

Потенциальным источником погрешно-
сти при вычислении объёма исследуемого 
объекта предлагаемым методом является 
дискретность пикселов на слоях томогра-
фического снимка. Пикселы, составляющие 
границу объекта, могут частично относить-
ся к объекту, но не более чем наполовину. 
Оценим относительную погрешность вы-
числений как отношение половины коли-
чества граничных пикселов к общему коли-
честву пикселов в объекте:

100 %,
2

b
v

o

N
N

δ =

где vδ  – относительная погрешность,  

bN  – количество пикселов, составляю-
щих границу объекта, а oN  – количество 
пикселов, принадлежащих объекту. Отно-
сительная погрешность оценивалась на 50 
объектах томографических снимков и не 
превышала 4,2 %. В общем случае отно-

сительная погрешность будет уменьшаться 
с возрастанием объёма исследуемого объ-
екта.

Алгоритм определения границ объекта, 
описанный выше, пригоден для выполне-
ния комплексных задач. В качестве приме-
ра рассмотрим вариант с комбинацией двух 
областей захвата, начинающихся из одной 
точки, с различными значениями критерия 
граничной яркости. На рис. 4 изображена 

Рис. 3. Зоны исследуемого объекта на слоях томографического снимка

Рис. 4. Зоны исследуемого объекта на слое 
томографического снимка
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верхнечелюстная пазуха, определение гра-
ниц которой было проведено в два этапа из 
одной и той же стартовой точки с различ-
ным значением критерия яркости. 

Путем вычитания из множества пик-
селов первой области множества пикселов 
второй было получено множество пикселов, 
описывающих отличные от нормы наросты 
во внутричерепной полости, плотность тка-
ни которых меньше плотности границ по-
лости, но больше плотности воздуха.

Разработанный алгоритм и его про-
граммная реализация дают возможность 
выполнять визуализацию плотностей ис-
следуемых объектов. На рис. 5 показаны 
гистограммы распределения плотностей 
для двух верхнечелюстных пазух. Анализ 
гистограмм позволяет сделать выводы о 
свойствах объектов. Разброс значений 
плотностей содержимого рассматриваемой 
в статье правой верхнечелюстной пазухи, 
приведенный на гистограмме, изображен-
ной в правой части рис. 5, свидетельствует 
о ее неоднородном строении и вероятной 
деформации. Для сравнения в левой ча-
сти рисунка изображена гистограмма не-
деформированной левой верхнечелюстной 

пазухи, плотность содержимого которой в 
основном меньше –5HU, что соответству-HU, что соответству-, что соответству-
ет чёрному цвету на снимке и крайнему 
левому столбцу гистограммы (значение в 
крайнем левом столбце левой гистограм-
мы приближенно равно 0,93).

Применение разработанного алгоритма 
позволяет автоматизировать процесс ана-
лиза послойных снимков компьютерной 
томографии.  Комбинирование зон захва-
та дает возможность определять границы 
объектов, имеющих более сложную струк-
туру. Результаты, демонстрируемые раз-
работанным алгоритмом, были оценены 
докторами Самарской областной клини-
ческой больницы имени В.Д. Середавина 
как достоверные. По мнению заведующего 
отделением, главного специалиста по дет-
ской челюстно-лицевой хирургии Мини-
стерства здравоохранения Самарской об-
ласти А.С. Серегина выполненная работа 
будет способствовать совершенствованию 
диагностики стоматологических и отори-
ноларингических заболеваний и сокраще-
нию количества повторных томографиче-
ских исследований. 

Рис. 5. Гистограммы распределения плотностей для двух верхнечелюстных пазух  
на интервале от –5HU до 55HU 

слева – без деформации; справа – деформированная
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графиков, рисунков, таблиц, фотографий и т. п.) не должно превышать 4. 

Рекомендуемый объем статей для преподавателей, авторов без ученой степени, со-2. 
искателей ученой степени кандидата наук – 8–15 страниц формата А-4; аспирантов – 8 
страниц формата А-4 c учетом графических вложений. Количество графических вложений 
(диаграмм, графиков, рисунков, таблиц, фотографий и т. п.) не должно превышать 3.

Авторы должны придерживаться следующей обобщенной структуры статьи: вводная 3. 
часть (0,5–1 стр., актуальность, существующие проблемы); основная часть (постановка и 
описание задачи, изложение и суть основных результатов); заключительная часть (0,5–1 
стр., предложения, выводы), список литературы (оформление по ГОСТ 7.05.-2008).

Число авторов статьи не должно превышать трех человек.4. 
Набор текста осуществляется в редакторе 5. MS Word, формул – в редакторе MathType. 

Таблицы набираются в том же формате, что и основной текст. 
Шрифт – TNR, размер шрифта основного текста – 14, интервал – 1,5; таблицы 6. 

большого размера могут быть набраны 12 кеглем. Параметры страницы: поля слева –  
3 см, сверху, снизу – 2,5 см, справа – 2 см, текст размещается без переносов. Абзацный 
отступ – 1 см.



2.2. Предоставление материалов

Вместе с материалами статьи должны быть обязательно предоставлены:
номер УДК в соответствии с классификатором (в заголовке статьи); •
аннотация на русском и английском языках; •
ключевые слова (5–7) на русском и английском языках; •
сведения об авторах на русском и английском языках: ФИО, место работы, долж- •

ность, ученое звание, ученая степень, контактные телефоны, е-mail;
аспиранты представляют документ отдела аспирантуры, заверенный печатью; •
акт экспертизы о возможности опубликования материалов в открытой печати. •

С авторами статей заключается издательский лицензионный договор.
Предоставление всех материалов осуществляется в электронном виде через личный 

кабинет ЭЛеКТронноЙ редАКцИИ по адресу http://journals.spbstu.ru

2.3. рассмотрение материалов

Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной 
коллегией и передаются для рецензирования. После одобрения материалов, согласования 
различных вопросов с автором (при необходимости) редакционная коллегия сообщает 
автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации статьи редакция 
направляет автору мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформ-
лению или как не отвечающих тематике журнала материалы не публикуются и не возвра-
щаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
Публикация материалов аспирантов очной бюджетной формы обучения осуществляет-

ся бесплатно в соответствии с очередностью.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной 

номер может закончиться ДОСРОЧНО.
Более подробную информацию можно получить:
на сайте журнала http://ntv.spbstu.ru
по телефону редакции +7(812) 552-62-16 с 1000 до 1800  галина Александровна
или по e-mail: infocom@spbstu.ru


