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Предложены алгоритмы для расчета выборочных среднего и дисперсии 
пик-фактора многочастотных сигналов с ортогональным (OFDM-сигналы) и 
неортогональным (SEFDM-сигналы) частотным уплотнением, представлены 
результаты моделирования при различном количестве поднесущих, способах 
манипуляции и коэффициенте уплотнения. Показано, что пик-фактор много-
частотных сигналов, рассчитанный по отсчетам сигнала на исходной частоте 
дискретизации, может значительно отличаться от пик-фактора, рассчитанно-
го по восстановленному из отсчетов непрерывному сигналу. Точность расчета 
параметров распределения пик-фактора зависит от размера выборки много-
частотных символов, а также от коэффициента передискретизации. Получены 
значения условий моделирования (размеры выборки и коэффициенты пере-
дискретизации), при которых дальнейшее увеличение вычислительной слож-
ности практически не влияет на значения выборочных среднего и дисперсии 
пик-фактора. Разработанные методы расчета применимы как для малого, так и 
для большого числа поднесущих.
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The paper presents the algorithms for sample mean and dispersion of peak-to-
average-power-ratio (PAPR) of multicarrier signals with orthogonal (OFDM-signals) 
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Введение

В связи с длительной разработкой стан-
дартов сотовой связи пятого поколения 
5G, в которых на физическом уровне при-G, в которых на физическом уровне при-, в которых на физическом уровне при-
меняются многочастотные сигналы, и пу-
бликацией первых версий этих стандартов* 
повышенный интерес исследователей и 
разработчиков привлекают методы синте-
за многочастотных сигналов с заданными 
характеристиками, разработка их алгорит-
мов формирования и приема, а также ис-
следование различных характеристик. Наи-
большее распространение в действующих 
беспроводных системах передачи данных 
(WiFi-a, g, n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-WiFi-a, g, n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи--a, g, n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-a, g, n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-, g, n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-g, n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-, n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-n, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-, ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-ac, ax, LTE, DVB-T2) получи-, ax, LTE, DVB-T2) получи-ax, LTE, DVB-T2) получи-, LTE, DVB-T2) получи-LTE, DVB-T2) получи-, DVB-T2) получи-DVB-T2) получи--T2) получи-T2) получи-2) получи-
ли многочастотные сигналы с ортогональ-
ным частотным уплотнением (Orthogonal 
frequency division multiplexing – OFDM). 
Также интерес представляют модификации 
этих сигналов с неортогональным частот-
ным уплотнением, позволяющим добиться 
более высокой спектральной эффектив-
ности по сравнению с OFDM-сигналами 
(Spectrally efficient frequency division multi-Spectrally efficient frequency division multi- efficient frequency division multi-efficient frequency division multi- frequency division multi-frequency division multi- division multi-division multi- multi-multi-
plexing – SEFDM) [1, 7].

Важная характеристика многочастотных 
сигналов – пик-фактор. Оценка его значе-
ний необходима при проектировании уси-
лителя мощности передающего устройства 
[3]. Высокое значение пик-фактора сиг-
нала приводит либо к недоиспользованию 
усилителей мощности и, как следствие, к 
снижению средней мощности сигнала и 
помехоустойчивости его приема, либо к по-
вышению уровня нелинейных искажений в 

сигнале, что, в свою очередь, приводит к 
увеличению уровня внеполосных излуче-
ний, а также к снижению помехоустойчи-
вости приема [3–5]. 

Пик-фактор многочастотного сигнала 
является случайной величиной, его значе-
ния меняются в зависимости от конкретных 
значений модуляционных символов под-
несущих, которые применяются в данном 
символе. Возможны комбинации модуля-
ционных символов, когда все или почти 
все поднесущие складываются синфазно 
в какой-либо момент времени, что при-
водит к чрезвычайно высокому значению 
пик-фактора (десятки дБ). Также возможны 
комбинации модуляционных символов, ког-
да пик-фактор символа будет относитель-
но низким. Тем не менее, как показано в  
[3, 5, 6], а также подтверждено результатами 
моделирования настоящей работы, вероят-
ность таких событий крайне невысока, а 
большая часть значений пик-фактора близ-
ка к выборочному среднему. С другой сто-
роны, количество различных комбинаций 
модуляционных символов является степен-
ной функцией от числа поднесущих. При 
их большом количестве (более ста) перебор 
всех символов для расчета среднего значе-
ния пик-фактора за приемлемое для полу-
чения результатов моделирования время не-
возможен на современной элементной базе.

and non-orthogonal (SEFDM-signals) multiplexing. The simulation results are also 
presented for some subcarriers and modulation types. It is shown that the PAPR 
calculated over the signal samples on the basic sampling frequency differs greatly 
from the PAPR calculated over the equivalent continuous signal. The accuracy of 
the calculated sample mean and dispersion of PAPR depends on the sample size 
and on the oversampling rate. Simulation results are proposed for the sample sizes 
and oversampling rates for which further increase in computation complexity does 
not affect the sample mean and dispersion of PAPR. The proposed algorithms are 
applicable for any number of subcarriers in the multicarrier signal.

Keywords: OFDM, NOFDM, SEFDM, multicarrier FTN, PAPR, 5G, crest factor, 
sample mean, sample dispersion.
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При разработке различных методов сни-
жения пик-фактора его расчет выполняется 
непосредственно по временным отсчетам 
символа на исходной частоте дискретизации 
(например, [3–6]). Но пик-фактор непре-
рывного сигнала, восстановленного из этих 
отсчетов, будет отличаться от пик-фактора, 
посчитанного по отсчетам. Как показано в 
данной статье, отклонение может состав-
лять до 1 дБ, что делает результаты анализа 
алгоритмов снижения пик-фактора некор-
ректными.

Таким образом, при сравнении раз-
личных методов снижения пик-фактора, а 
также при анализе пик-фактора многоча-
стотных сигналов совместно с усилителя-
ми мощности важно корректно рассчиты-
вать значения пик-фактора относительно 
простыми с вычислительной точки зрения 
методами. В настоящей статье предложены 
алгоритмы для выполнения таких расче-
тов, представлены результаты моделирова-
ния для выборочных среднего и дисперсии 
многочастотных сигналов с ортогональным 
и неортогональным частотным уплотнени-
ем при различном количестве поднесущих 
и способах манипуляции.

Пик-фактор многочастотного сигнала

Многочастотный сигнал с N поднесу-
щими частотами на длительности символа 
Т в основной полосе частот может быть за-
писан следующим образом:

/2 1
2

/2

( ) , [0; ],
N

j fkt
k

k N

s t C e t T
−

π∆

=−

= ∈∑

где Ck – манипуляционный символ k-й 
поднесущей, f∆  – частотный разнос между 
соседними поднесущими. В случае, когда 

  1  / ,f T∆ =  s(t) представляет из себя OFDM-
сигнал; если /   1 / ,f T T∆ = α <  где 0 1,< α <   
то s(t) является SEFDM-сигналом, а ко-SEFDM-сигналом, а ко--сигналом, а ко-
эффициент α  называется коэффициен-
том частотного уплотнения. Для OFDM-
сигналов 1.α =  Для уменьшения влияния 
наложения спектров соседних по частоте 
сигналов используются защитные интерва-
лы по частоте Ck = 0 при GI_left   [0; –1]k N∈  
и GI_right   [ – ; –1],k N N N∈  где NGI_left – ко-
личество неиспользуемых поднесущих 
«слева» в области отрицательных частот,  
NGI_right – количество неиспользуемых под-
несущих «справа» в области положитель-
ных частот.

Пик-фактором сигнала s(t) называется 
отношение его максимальной мгновенной 
мощности к средней:

[0; ]
ср

( )
max ,
t T

p t
P∈
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ср 0
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T
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На рис. 1 приведен пример OFDM-
символа, по оси абсцисс отложено время, а 
по оси ординат – нормированная к средней 

Рис. 1. Пример OFDM-символа с КАМ-4, N = 840

Fig. 1. Example of OFDM-symbol with QAM-4, N = 840 

(1)

(2)
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мощности символа мгновенная мощность. 
Из графика видно, что пик-фактор символа 
равен П ≈ 10 = 10 дБ.

расчет математического ожидания  
и дисперсии пик-фактора

Обработка сигналов в основной поло-
се частот обычно выполняется в цифровом 
виде. Рассмотрим дискретное представ-
ление многочастотных сигналов с часто-
той дискретизации   1  /     .sF t N f= ∆ = ∆  Тог-
да справедливы выражения   1  /t f N∆ ∆ =  
и /         .T t N L∆ = α=  Количество отсчетов на 
длительности одного символа у дискретных 
SEFDM-сигналов в α  раз меньше, чем у 
OFDM-сигналов с такой же длительностью. 
У OFDM-сигналов L = N. 

Дискретный многочастотный сигнал на 
длительности символа в основной поло-
се частот можно представить в следующем 
виде:

/2 1 2

/2

1.( ) , 0
knN j
N

n k
k N

s n t s C e n L
− π

=−

∆ = …= −= ∑

Для формирования OFDM-сигналов 
в соответствии с (3) применяется ОБПФ 
(обратное быстрое преобразование Фурье) 
с размерностью NIFFT, равной ближайшей 
сверху степени 2 к N. Для формирования 

SEFDM-сигналов в данной статье исполь--сигналов в данной статье исполь-
зуется метод на основе ОБПФ с анало-
гичной размерностью NIFFT [2]. На выходе 
ОБПФ оставляются только первые L отсче-
тов, остальные отбрасываются. На рис. 2 
изображена структурная схема, описываю-
щая этот алгоритм.

Пик-фактор дискретного многочастот-
ного сигнала 1

0{ }L
n ns −

=  по аналогии с (2) мож-
но рассчитать следующим образом:

0, , 1…

ср

max { }
П ,

nn L
p

P
= −=  *,n n np s s=  

0, 1, ..., 1,n L= −  
1

ср
0

1
.

L

n
n

P p
L

−

=

= ∑

Тем не менее, прямое (при подстановке 
отсчетов из (3) в (4)) применение выраже-
ния (4) приведет к некорректным результа-
там, ошибке при вычислении пик-фактора. 
Это обусловлено дискретностью представ-
ления (3) и, как следствие, возможностью 
не учесть в расчете локальных максимумов 
сигнала, находящихся между соседними от-
счетами (рис. 3). То есть непрерывный сиг-
нал, восстановленный из (3), может иметь 
максимум мгновенной мощности между 
отсчетами. 

Для того чтобы уменьшить ошибку рас-
чета пик-фактора, обусловленную дискрет-
ным представлением сигнала, предлагается 
повышать частоту дискретизации, на кото-
рой выполняется расчет, и увеличивать раз-
мерность ОБПФ NIFFT в K = 2p раз, где ,p ∈   
K – коэффициент передискретизации. Для 
полученных временных отсчетов переди-

(3)

Рис. 2. Структурная схема алгоритма  
формирования SEFDM-сигналов

Fig. 2. The structure of SEFDM-symbol generator

Рис. 3. Схематичный пример расположения 
максимума мгновенной мощности символа 

между отсчетами 7 и 8

Fig. 3. Example of maximum power position  
between samples 7 and 8

(4)
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Данные оценки также являются слу-
чайными величинами, их математическое 
ожидание равно оцениваемым параме-
трам: [ ] [ ],Π = Π  [ ] [ ].S D= Π  Также вы-
борочное среднее и выборочная дисперсия 
сходятся по вероятности к математическо-
му ожиданию и дисперсии пик-фактора: 
П [П],→   [ ].S D→ Π  Это показы-
вает, что при увеличении размера выборки 
Nexp значения оценок будут приближаться 
к действительным значениям параметров 
распределения пик-фактора.

скретизированного символа по (4) рассчи-
тывается мгновенная мощность, средняя и 
пик-фактор. Описанный алгоритм расчета 
пик-фактора представлен на рис. 4.

Напомним, что интерес представляют 
не значения пик-фактора отдельных сим-
волов, а их средние значения и дисперсии, 
а также вероятности превышения пик-
фактора некоторого заданного порога.

Для нахождения оценок среднего зна-
чения и дисперсии пик-фактора гене-
рируются выборки из Nexp OFDM- или 
SEFDM-символов. Находится пик-фактор 
на длительности каждого символа в соот-
ветствии с алгоритмом на рис. 4, и рассчи-
тываются выборочное среднее значение и 
выборочная исправленная дисперсия по 
следующим формулам: 

Рис. 4. Блок-схема алгоритма расчета пик-фактора одного OFDM-  
или SEFDM-символа

Fig. 4. Algorithm for PAPR calculation of one SEFDM-symbol

(5)

(6)
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На рис. 5 представлена блок-схема рас-
чета выборочных среднего и дисперсии 
пик-фактора SEFDM-сигналов. Последо-SEFDM-сигналов. Последо--сигналов. Последо-
вательно генерируются случайные мани-
пуляционные символы с помощью равно-
мерного распределения. Далее описанным 
выше способом формируются OFDM- или 
SEFDM-символы на повышенной частоте 
дискретизации и рассчитывается их пик-
фактор. Результат накапливается в акку-
муляторе. После анализа Nexp символов 
рассчитываются окончательные значения 
выборочного среднего или дисперсии.

результаты моделирования

В ходе имитационного моделирования 
получены два типа зависимостей: зависи-
мости выборочного среднего пик-фактора 
и выборочной дисперсии пик-фактора от 
размера генерируемой выборки Nexp и от 

коэффициента передискретизации K.
При моделировании использовались 

параметры OFDM-сигналов, которые при-OFDM-сигналов, которые при--сигналов, которые при-
меняются в существующих беспроводных 
системах передачи данных (см. табл.).

На рис. 6 представлены зависимости 
выборочного среднего пик-фактора мно-
гочастотных сигналов с ортогональным 
и неортогональным ( 2)1/α =  частотным 
уплотнением от количества генерируе-
мых OFDM- или SEFDM-символов со-OFDM- или SEFDM-символов со-- или SEFDM-символов со-SEFDM-символов со--символов со-
ответственно. В соответствии с таблицей, 
моделирование выполнено для 114, 1201 
и 27841 информационных поднесущих в 
сигнале. Размерность ОБПФ была выбра-
на 128, 2048, 32768 соответственно. Методы 
модуляции – КАМ-4 и КАМ-64. Значения 
среднего пик-фактора отложены по оси ор-
динат в децибелах, по оси абсцисс – размер 
выборки в логарифмическом масштабе. 

Рис. 5. Блок-схема алгоритмов расчета выборочных среднего и дисперсии  
пик-фактора многочастотных сигналов

Fig. 5. Algorithms for mean PAPR and its variance calculation for multicarrier signals
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Параметры OFDM-сигналов различных беспроводных  
систем передачи данных

OFDM-signals parameters for various modern  
telecommunication systems

Система
Количество 
 поднесущих

Размерность 
ОБПФ NIFFT

(0)

Wi-Fi-a,g 52 128
Wi-Fi-n 114 128
WiMAX 865 1024

LTE 1201 2048
DVB-T2 27841 32768

Рис. 6. Зависимость математического ожидания пик-фактора многочастотных сигналов  
от количества экспериментов при различном количестве поднесущих и способах модуляции:
а – OFDM, КАМ-4; б – OFDM, КАМ-64; в – SEFDM, КАМ-4, 1/2;α =  г – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =  

Fig. 6. Mean PAPR of multicarrier signals vs number of experiments for various number  
of subcarriers and modulation schemes:

а – OFDM, КАМ-4; б – OFDM, КАМ-64; в – SEFDM, КАМ-4, 1/2;α =  г – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =  

a) б)

в) г)
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Из приведенных на рисунке графиков 
видно, что выборочное среднее пик-фактора 
многочастотных сигналов при любом чис-
ле информационных поднесущих, методе 
модуляции и коэффициенте уплотнения, 
рассмотренных в моделировании, практи-
чески не зависит от размера выборки при 
Nexp > 102.

При этом выборочное среднее 
пик-фактора SEFDM-символов мень-SEFDM-символов мень--символов мень-
ше выборочного среднего пик-фактора 
OFDM-символов для любого числа инфор--символов для любого числа инфор-
мационных поднесущих. Как для OFDM-
символов, так и для SEFDM-символов с 
ростом числа поднесущих средний пик-
фактор увеличивается. Например, при 
размере выборки 102 среднее значение 
пик-фактора SEFDM-символа с 114 ин-SEFDM-символа с 114 ин--символа с 114 ин-
формационными поднесущими меньше 
среднего пик-фактора символа с 1201 под-
несущими на 1,5 дБ при модуляции подне-
сущих КАМ-64. 

На рис. 7 представлены зависимости 
выборочной дисперсии пик-фактора мно-
гочастотных сигналов от количества гене-
рируемых OFDM- или SEFDM-символов 
соответственно. Условия моделирования не 
менялись. Значения выборочной диспер-
сии пик-фактора отложены по оси ординат 
без перевода в децибелы, на оси абсцисс –  

размер выборки в логарифмическом мас-
штабе. Выборочная дисперсия не увели-
чивается с ростом числа информационных 
поднесущих. Выборочная дисперсия мно-
гочастотных сигналов независимо от числа 
поднесущих и коэффициента уплотнения 
практически не зависит от размера выбор-
ки при Nexp > 103.

Увеличение размера выборки влечет за 
собой возрастание вычислительной слож-
ности моделирования. Полученные резуль-
таты показывают, что для моделирования 
достаточно размера выборки Nexp = 104. 
Данное значение будет использоваться в 
следующих экспериментах.

На рис. 8 представлены зависимости вы-
борочного среднего пик-фактора OFDM- и 
SEFDM-сигналов от коэффициента переди--сигналов от коэффициента переди-
скретизации K. В соответствии с таблицей, 
моделирование проводилось для 5, 10, 52, 
114, 865, 1201, 27841 информационных под-
несущих и размерностей ОБПФ до переди-
скретизации 8, 16, 64, 128, 1024, 2048, 32786 
соответственно. Коэффициент уплотнения 
SEFDM-символов 0,5.α =  Методы моду-
ляции – КАМ-4 и КАМ-64. Среднее зна-
чение пик-фактора считалось для исходной 
размерности ОБПФ и для размерности, 
увеличенной в K раз. По представленным 
зависимостям видно, что выборочное сред-

a) б)

Рис. 7. Зависимость дисперсии пик-фактора многочастотных сигналов  
от количества экспериментов при различном количестве поднесущих и способах модуляции:

а – OFDM, КАМ-64; б – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =

Fig. 7. PAPR variance of multicarrier signals vs number of experiments for various number  
of subcarriers and modulation schemes:

а – OFDM, КАМ-64; б – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =
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нее пик-фактора почти перестает зависеть 
от коэффициента передискретизации при 
K > 4. Это означает, что временные отсче-
ты дискретных OFDM- и SEFDM-сигналов 
берутся достаточно часто для определения 
пиковой мощности аналогового сигнала. С 
другой стороны применение низкого коэф-
фициента передискретизации (1 < K < 4) 
при расчете пик-фактора может приводить 
к ошибкам до 1 дБ. Такая ошибка при ана-
лизе различных алгоритмов снижения пик-
фактора является недопустимой и приводит 
к некорректным результатам.

Вычислительная сложность алгоритма 
ОБПФ равна O(NIFFT log2 NIFFT) операций.  
В свою очередь для символа с передискре-
тизацией – равна O(KNIFFT log2KNIFFT). Тог-
да, например, для SEFDM-сигнала c 865 
информационными поднесущими и ис-
ходной размерностью ОБПФ 1024 разница 
средних значений пик-фактора при K = 1 и 
K = 2 составляет 0,337 дБ, а вычислительная 
сложность повышается в 2,2 раза. Для этого 
же сигнала разность среднего пик-фактора 
при K = 2 и K = 4 составляет 0,18 дБ, а вы-
числительная сложность повышается в 2,18 

Рис. 8. Зависимость математического ожидания пик-фактора многочастотных сигналов  
от коэффициента передискретизации при различном количестве поднесущих и способах модуляции:

а – OFDM, КАМ-4; б – OFDM, КАМ-64; в – SEFDM, КАМ-4, 1/2;α =  г – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =

Fig. 8. Mean PAPR of multicarrier signals vs upsampling factor for various number  
of subcarriers and modulation schemes:

а – OFDM, КАМ-4; б – OFDM, КАМ-64; в – SEFDM, КАМ-4, 1/2;α =  г – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =

a) б)

в) г)
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раз. Дальнейшее увеличение размерности 
ОБПФ не влечет существенного выигрыша 
в точности расчета пик-фактора.

На рис. 9 представлены зависимо-
сти выборочной дисперсии пик-фактора 
OFDM- и SEFDM-сигналов от коэффи-- и SEFDM-сигналов от коэффи-SEFDM-сигналов от коэффи--сигналов от коэффи-
циента передискретизации. По получен-
ным зависимостям видно, что для низкого 
числа информационных поднесущих (5, 10) 
выборочная дисперсия пик-фактора почти 
не изменяется при всех значениях коэффи-
циента передискретизации. Для большего 
числа поднесущих выборочная дисперсия 
почти перестает изменяться при коэффи-
циенте передискретизации K > 4.

Заключение

Предложен алгоритм расчета выборочного 
среднего и дисперсии пик-фактора OFDM- 
и SEFDM-сигналов на основе применения 
ОБПФ повышенной размерности (переди-
скретизация). Так как пик-фактор являет-
ся случайной величиной, в разработанном 
алгоритме генерировалась выборка из Nexp 
многочастотных символов, для которых рас-
считывались среднее выборочное значение 
пик-фактора и выборочная дисперсия.

Получены зависимости выборочного 
среднего и выборочной дисперсии пик-
фактора от размера выборки для разно-
го числа поднесущих, способов модуля-
ции и коэффициента уплотнения. Как для 
OFDM-, так и для SEFDM-сигналов зави--, так и для SEFDM-сигналов зави-SEFDM-сигналов зави--сигналов зави-
симости выходят в насыщение при количе-
стве экспериментов Nexp=103–104. 

Также получены зависимости выбороч-
ного среднего и выборочной дисперсии 
пик-фактора от коэффициента передискре-
тизации. Необходимость повышать частоту 
дискретизации и увеличивать размерность 
ОБПФ обусловлена большой ошибкой при 
расчете на исходной частоте дискретиза-
ции (до 1 дБ по сравнению с непрерывны-
ми сигналами). Показано, что независимо 
от способа модуляции и числа поднесу-
щих повышение размерности ОБПФ в че-
тыре раза и вычислительной сложности в 
4,8 раза позволяет уточнить результат рас-
чета среднего пик-фактора на ~0,5 дБ для 
OFDM-сигналов и на ~1 дБ для SEFDM-
сигналов с коэффициентом уплотнения 
1/2. Дальнейшее увеличение частоты дис-
кретизации существенного увеличения точ-
ности не дает.

Рис. 9. Зависимость дисперсии пик-фактора многочастотных сигналов от коэффициента  
передискретизации при различном количестве поднесущих и способах модуляции:

а – OFDM, КАМ-4; б – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =

Fig. 9. PAPR variance of multicarrier signals vs upsampling factor for various number  
of subcarriers and modulation schemes:

а – OFDM, КАМ-4; б – SEFDM, КАМ-64, 1/2α =

a) б)
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