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Разработана методика аппроксимации матриц вторых производных от це-
левого функционала на основе рекуррентного метода наименьших квадратов 
и модифицированного алгоритма Качмажа. Методика позволяет использовать 
высокоэффективные методы второго порядка, например, ньютоновского типа 
без дополнительных вычислительных затрат на построение конечноразностных 
аппроксимаций производных или иных прямых методов вычисления произво-
дных. Предложенные технологии ориентированы на решение как выпуклых, 
так и невыпуклых задач нелинейного программирования. Представленные 
подходы к построению процедуры рекуррентного оценивания вторых произ-
водных целевого функционала, определенного в конечномерном евклидовом 
пространстве, могут применяться при использовании методов нелинейного 
программирования второго порядка. 
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A method of goal function second derivatives approximation is developed. It is 
based on the recurrent least squares method and the modified Kaczmarz algorithm. 
The technique allows to use highly effective methods of second order, for example, 
Newton type without additional computational costs to build finite difference 
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approximations of derivatives or other direct methods of derivative calculation. 
The developed technology is focused on solving convex and non-convex nonlinear 
programming problems. The two approaches to constructing a recursive procedure for 
estimating second derivatives can be applied to second-order methods of nonlinear 
programming. Thus, the starting point of the Hessian is computed (approximated) 
directly, for example on the basis of finite difference approximations of derivatives. 
Next, while running the chosen second-order method, the matrix of second derivatives 
is consistently updated and refined based on the proposed technologies, allowing the 
significantly reduce the computational costs.
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Введение

Актуальность данной работы состоит в 
том, что одна из главных проблем при реа-
лизации наиболее эффективных методов 
нелинейного программирования (НП) вто-
рого порядка связана с необходимостью вы-
числения «кривизны пространства», задава-
емой матрицей вторых производных (Гессе) 
минимизируемого функционала. Извест-
ные подходы, основанные на построении 
классических алгоритмов ньютоновского 
типа, аппроксимирующих методов Пауэлла, 
Флетчера–Пауэлла–Гольдфарба–Шенно 
и т. п., давно уже ставшие классическими, 
наталкиваются на существенные проблемы 
при решении прикладных невыпуклых за-
дач [1–8]. Поэтому представляет интерес 
независимая от схемы метода технология 
вычисления аппроксимаций матриц Гес-
се с целью последующего применения как 
известных методов второго порядка, так и 
специальных методов второго порядка, со-
храняющих эффективность в невыпуклом 
случае и основанных на явном использова-
нии матриц вторых производных. В таких 
случаях обычно применяются алгоритмы 
на основе конечноразностных аппроксима-
ций производных, что может приводить к 
очень большим вычислительным затратам, 
оцениваемым в Горнерах (количествах вы-
числений целевого функционала). Предла-
гаемая технология основана на известных 
математических моделях рекуррентного 
оценивания [9–13] и не исключает исполь-
зования любых схем оптимизации. Она мо-

жет применяться параллельно и независи-
мо от работы базового метода. В известном 
смысле развиваемый подход позволяет без 
дополнительных вычислительных затрат 
получать дополнительную информацию 
о вторых производных в процессе работы 
любого метода с последующим решением 
вопроса о целесообразности перехода на-
более мощные методы второго порядка  
[14, 15]. 

Таким образом, главная и единствен-
ная цель настоящей статьи заключается в 
том, чтобы обратить внимание разработчи-
ков программного обеспечения на возмож-
ность применения процедур рекуррентного 
оценивания в методах оптимизации второ-
го порядка. Далее в работе проиллюстри-
рована методика применения таких мето-
дов на примере известного рекуррентного 
процесса метода наименьших квадратов и 
алгоритма Качмажа. Мы не претендуем на 
новизну в этой части работы, поэтому в 
статье не проводится обзор многочислен-
ных результатов в области аппроксимации 
производных. Любой из них, в принципе, 
может использоваться для достижения рас-
сматриваемых целей. 

Второе замечание касается записи не-
которых формул. Мы следуем принятому 
в линейной алгебре принципу сокращения 
обозначений. Например, запись сх для век-
торов с и х означает, что с – вектор-строка, 
а х – вектор-столбец с одинаковым числом 
компонентов, так что эту запись можно рас-
сматривать как скалярное произведение с и 
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х (см., например, Скрейвер А. Теория ли-
нейного и целочисленного программирова-
ния: В 2-х т. Т. 1. 1991. С. 16). В некоторых 
формулах при отсутствии разночтений мы 
также опускаем очевидные знаки транспо-
нирования и предполагаем согласованность 
всех векторов и матриц. 

И последнее предварительное замеча-
ние. Везде в работе предполагается (как ука-
зано выше), что трудоемкость реализации 
алгоритма оптимизации определяется ко-
личеством обращений к процедуре вычис-
ления целевого функционала и измеряется 
в Горнерах. Именно на это уходит основ-
ное время вычислений. Поэтому нет необ-
ходимости в дополнительных оценках ко-
личества арифметических операций и т. п.  
Предлагаемые в статье реализации извест-
ных методов оптимизации не требуют до-
полнительных вычислительных затрат в 
Горнерах, поэтому трудоемкость реализа-
ции самих рекуррентных алгоритмов здесь 
не учитывается и не оценивается. 

Большинство методов НП являются 
генераторами минимизирующих после-
довательностей. В процессе оптимизации 
анализируются значения целевого функ-
ционала на точках последовательности, и 
тем или иным способом, в зависимости от 
используемого алгоритма, производится 
выбор точек с наилучшими значениями це-
левого функционала. 

В результате получаются последователь-
ность векторов {xk} и отвечающая им после-
довательность значений минимизируемого 
целевого функционала {Jk}. При этом суще-
ственно используются только те точки  xk, 
которые приводят к монотонному убыва-
нию J(x), а «неудачные», «вспомогатель-
ные» точки отбрасываются и далее никак 
не участвуют в процессе поиска. 

Основная задача данной статьи заклю-
чается во встраивании в процесс оптими-
зации процедур аппроксимации матриц 
Гессе минимизируемых функционалов по 
полным последовательностям {xk},{Jk}, по-
лучаемым в результате работы некоторого 
«базового» метода НП без дополнительных 
вычислений значений целевого функцио-
нала.

Рассмотрим последовательности {xk}, 
{Jk}, генерируемые некоторым методом НП. 
В данном случае имеются в виду «полные» 
последовательности, включающие как удач-
ные, так и неудачные, а также «пробные» 
шаги. Опишем процедуру, позволяющую 
по этой информации вычислить матрицу 
Гессе аппроксимирующего квадратичного 
функционала.

Задачу квадратичной аппроксимации 
будем решать на основе метода наимень-
ших квадратов (МНК):
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f(x, с) = 〈с, y〉 = yTс, что позволяет говорить 
о линейной регрессионной задаче оценки 
параметров с1, …, сm. 

Система нормальных уравнений, отве-
чающая МНК-функционалу (1), имеет вид:
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где YN = (y1, y2, …, yN) – матрица размерности 
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NJ J J J  
Можно рассчитать коэффициенты ква-

дратичной модели непосредственно из си-
стемы линейных алгебраических уравнений 
(3). Однако с вычислительной точки зрения 
более рациональным может оказаться дру-
гой подход, позволяющий избежать реше-
ния линейных систем.

(1)

(2)

(3)
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Известно [9], что для псевдообратной 
матрицы (⋅)+ выполняется соотношение:

– 1( )    lim(     ) ,      0,      0.T TY E YY Y+ = δ + δ→ δ>

Отсюда следует, что вместо системы 
уравнений

T r
r r rY Y c Y J=

можно рассматривать систему

( ) ,T r
r r rE Y Y c Y Jδ + =

решение которой при    0δ→  сходится к ре-
шению (4) с минимальной нормой среди 
всех векторов, минимизирующих величину 

2
min,T r

r
C

Y c J− → что при r = N совпадает 

с выражением (4). 
Ниже на основе известных рекуррент-

ных алгоритмов оценивания будут постро-
ены методы решения регуляризованных 
систем (5) при конечных малых значени-
ях параметра .δ  В данном случае δ  играет 
роль параметра регуляризации, обеспечи-
вая устойчивость получаемых решений к 
ошибкам округления. При δ =  0 решение 
системы��������������������������������� ��������������������������������(4) может наталкиваться на суще-
ственные вычислительные трудности, так 
как при N  < m матрицы T

N NY Y  будут вы-
рождены, а при N > m ������������������– плохо обусловле-
ны. Введем обозначение:
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Используя так называемую вторую лем-

му об обращении матриц (эквивалентную 
формуле Шермана–Моррисона–Вудбери) 
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получим рекуррентное соотношение [9, 10]:
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Так как, очевидно, 1 1 1
1 ( ) ,TP y y E− = + δ  

то из (6) следует, что необходимо положить 
1

0P E− = δ  или –1
0 .Р Е= δ

Матрица 1
0P −  симметрична и положи-

тельно определена. Предположим, что 1
1rP −
−  

симметрична и положительно определена, 
и покажем, что 1

rP −  обладает такими же 
свойствами. Последнее, согласно теории 
симметричных возмущений [12], немед-

ленно следует из представления (6), т. к. 
матрица  y r(y r)T симметрична и неотрица-
тельно определена. Поэтому по принци-
пу индукции все матрицы 1,rP −  а вместе с 
ними и Рr будут симметричны и положи-
тельно определены. Таким образом, все об-
ратные матрицы в (7) существуют.

Построим рекуррентное соотношение 
для определения оценок .r

ic  Уравнение (5) 
имеет вид:
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Здесь rc  означает оценку вектора с по r 

вычислениям функционала J(x). Прибавляя 
и вычитая 1( )r r T ry y c −  в правой части (9), 
получим:

1 1 1 1[ ( ) ].r r r r T r
r r rP c P c y J y c− − − −= + −

Из (10) имеем окончательное выраже-
ние:

1 1[ ( ) ].r r r r T r
r rc c P y J y c− −= + −

По формуле (11) может быть вычислена 
новая оценка rc  вектора параметров при 
условии, что известна предыдущая оценка 

1,rc −  матрица Pr и вновь полученные чис-
ленные данные Jr, y

r = y(x r).
Последовательный метод оценки пара-

метров квадратичной модели функционала 
J позволяет заменить процедуру обраще-
ния матрицы полной нормальной системы 
уравнений (5) операцией вычисления ска-
ляра, обратного к заданному (yr)TPr – 1y

r + 1, 
выполняемой на каждом шаге итерацион-
ного процесса (7).

Непосредственно из построения урав-
нения видно, что результат для r = N, по-
лученный согласно (7), (11), приводит к 
оценке, которая получается из решения 
полной системы (5). При этом необходимо 
положить 0 0.c =  Последнее следует из со-
отношений (8), (11), записанных для r = 1.

Действительно, согласно (11), имеем 
оценку с1  =  PrJ1y

1, полученную в резуль-
тате решения системы (8). Из (11) следует 

1 0 1 1 0
1 1[ ( ) ].Tc c P y J y c= + −
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(8)
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Поэтому для совпадения обеих оценок 
с1, а значит, и последующих оценок, необ-
ходимо и достаточно положить с0 = 0.

На основе вычисленных оценок 
2 3

, 1 : 1 ,
2

N
i

n n
c i

 +
∈ + 
 

 задающих аппрок-

симацию матрицы J″(x), может быть реали-
зован соответствующий метод НП второго 
порядка, например, один из ньютоновских 
методов. При этом возможны различные 
стратегии применения изложенного обще-
го подхода, конкретизирующие способ вы-
бора числа «измерений» yr, Jr, участвующих 
в коррекции текущей оценки, а также са-
мих точек yr. Целесообразно после опреде-
ленного числа шагов обновлять процесс и 
вновь начинать процедуру построения ап-
проксимации. Такая тактика позволяет не 
учитывать «устаревшие» значения  J, рас-
положенные далеко от текущей точки.

Изложенная процедура обладает опре-
деленными свойствами адаптации по ло-
кализации окрестности текущей точки, 
в которой строится аппроксимирующая 
квадратичная модель. Действительно, если 
норма результирующего вектора продвиже-
ния в текущих осях относительно велика, 
то исходный функционал заменяется ква-
дратичным в достаточно широкой области 
пространства поиска. Если же продвижение 
мало, то автоматически на формирование 
квадратичной модели оказывают влияние 
только близкие точки. Тем самым область 
предполагаемой «квадратичности» целевого 
функционала сжимается.

Опыт применения такого типа алгорит-
мов для целей оптимизации в настоящее 
время недостаточен. Однако можно ожи-
дать, что в ряде случаев будут возникать 
трудности, связанные с рациональным вы-
бором δ, определяющим, в частности, по-
грешности промежуточных вычислений и 
их влияние на результат. В этом смысле 
подбор  δ необходимо начинать с относи-
тельно больших значений, позволяющих 
с достаточной точностью получать «малые 
разности больших величин» при реализа-
ции соотношений  (7). Кроме этого необ-
ходимо учитывать, что указанные реализа-
ции методов НП второго порядка приводят 

к увеличению объема необходимой памяти 
компьютера.

Другой подход к применению рекур-
рентных методов оценивания параметров 
линейных моделей для целей оптимизации 
может быть основан на модифицированном 
алгоритме Качмажа [13].

Используя представление��������������   �������������  (2), записан-
ное в виде

f = yTc,

где с – вектор оцениваемых параметров, 
получим следующую рекуррентную проце-
дуру уточнения оценок сi параметров .ic
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Геометрически алгоритм  (13) реализу-
ет операцию проектирования вектора dk 
на k-ю гиперплоскость (12), что приводит 
к монотонной (в евклидовой норме) схо-
димости последовательности оценок к точ-
ным значениям. В классическом варианте 
алгоритма Качмажа dk ≡ ck – 1, что, однако, 
вызывает более медленную сходимость.

Основные достоинства алгоритма  (13) 
заключаются в небольшом количестве вы-
числений для реализации соотношений 
(13), (14), a также в существенно меньших 
объемах необходимой памяти компьюте-
ра по сравнению с рекуррентным методом 
наименьших квадратов. Кроме того, алго-
ритм (13) сохраняет эффективность при на-
личии малых помех измерений и медлен-
ном дрейфе вектора параметров с∗, приводя 
к достаточно точным оценкам.

Например, реализация методов обоб-
щенного покоординатного спуска второго 
порядка [14, 15] – ОПС с применением 
модифицированного алгоритма Качмажа 

если выполнено неравенство (14)

(12)

(13)

(14)
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сводится к следующей последовательности 
шагов.

Алгоритм KACZM

Шаг   1. Ввести исходные данные: 
x ∈ Rn, c ∈ RN (N = n2/2 + 3n/2 + 1), s ∈ R1; по-
ложить F := J(x), d := c; y0 := y(x), F0 := F.

Шаг  2. Положить hi := s, i ∈ [1: n].
Шаг  3. Положить U = E, где E – еди-

ничная матрица; в качестве координатных 
векторов взять столбцы {ui} матрицы U.

Шаг  4. Положить m := 1.
Шаг  5. Положить x := x + hmu

m; y1 := y(x); 
вычислить F1 = J(x). Если

1 2 0 2 1 2
1 0 1

1 1 0 0 1 1

( , ) ( , ) ( , )
,

, , ,

F y d F y d F y c

y y y y y y

− − −
≤ +

положить di = c.
Шаг  6. Положить

1 2
1 1 0 1

0 11 1

( , )
: ; : ; : .

,

F d y
c d y F F y y

y y

−
= + = =

Шаг  7. Если F1 ≤ F, положить hm := 3hm, 
F := F1 и перейти к шагу 9, иначе – перейти 
к шагу 8.

Шаг   8. Положить x  :=  x  –  hmu
m, 

hm := 0,5hm.
Шаг  9. Положить m := m + 1. Если m ≤ n, 

перейти к шагу 5, иначе – к шагу 10.
Шаг   10. Проверить условия поворо-

та осей. Если они выполнены, перейти к 
шагу 11; иначе – к шагу 4.

Шаг  11. На основе вычисленных оце-
нок ci, i ∈ [1: (n2 + n)/2] построить аппрок-
симацию G матрицы J″(x).

Шаг  12. С помощью процедуры ja-
cobi [12] построить ортогональную матри-
цу U = {ui}, приводящую матрицу G к диа-
гональному виду UTGU; перейти к шагу 4.

Процесс заканчивается по исчерпании 
заданного числа вычислений J(x). Условия 
поворота осей определяются конкретными 
реализациями метода ОПС. При выполне-

нии шагов 5, 6 производится проверка на 
корректность соответствующих операций 
деления. Если деление невозможно, оче-
редное измерение F1 игнорируется.

Заключение

Представлены два подхода к построению 
процедуры рекуррентного оценивания вто-
рых производных целевого функционала, 
определенного в конечномерном евклидо-
вом пространстве. Каждая из этих процедур 
может применяться при использовании ме-
тодов нелинейного программирования вто-
рого порядка. При этом в начальной точке 
матрица Гессе вычисляется (аппроксимиру-
ется) непосредственно, например, на основе 
конечноразностных аппроксимаций произ-
водных. Далее, по мере работы выбранно-
го метода второго порядка матрица вторых 
производных последовательно обновляется 
и уточняется на основе предложенных ал-
горитмов, тем самым позволяя существенно 
снизить вычислительные затраты. 

Описанные в статье рекуррентные про-
цедуры могут использоваться так же как 
средство ускорения сходимости приме-
няемых базовых процедур, необязательно 
второго порядка. В этом случае ускоряю-
щие шаги выполняются периодически на 
основе эффективных методов нелинейного 
программирования второго порядка [10, 14, 
15]. Например, можно осуществлять мини-
мизацию целевого функционала методом 
сопряженных градиентов, а после накопле-
ния необходимой информации о матрице 
Гессе делать несколько шагов эффектив-
ным методом второго порядка, рассчитан-
ным на работу в невыпуклой ситуации [15]. 
При этом мы исходим из того, что боль-
шая часть прикладных задач оптимизации 
оказываются невыпуклыми, и методы типа 
сопряженных градиентов на невыпуклых 
участках могут резко снижать свою эффек-
тивность.
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