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Обсуждены вопросы централизованного управления движением отдель-
ного минипоезда, входящего в состав группы роботов и состоящего из 5-6 
грузовых тележек, шарнирно связанных друг с другом. Эти тележки образуют 
своеобразный «неголономный хвост», боковые перемещения которого с трудом 
поддаются контролю и корректировке, тем самым представляя опасность для 
окружающих членов группы. Кроме ухудшения ходовой компактности, эти бо-
ковые колебания хвоста существенно снижают устойчивость движения цепоч-
ки тележек и даже влияют на динамику движения и маневрирования головного 
модуля. �ля оценки этих опасностей и выбора предельно допустимой скорости 
движения минипоезда в статье построена и проанализирована математическая 
модель движения неголономной цепочки, позволяющая центральному опера-
тору прогнозировать форму и размеры опасной зоны отдельного минипоезда, 
тем самым предотвращая возникновение нештатных ситуаций.
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The problems of centrali�ed control of motion of a separate mini-train that is 
part of a robot group are discussed. Each mini-train consists of 5-6 trolleys jointly 
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Введение

Постепенное внедрение разнообразных 
роботов в реальную жизнь современного 
общества поднимает множество проблем их 
рационального использования в различных 
ситуациях, причем эти проблемы не только 
носят экономический характер, но и по-
рождают вопросы выделения сфер их при-
менения, разработки специальных правил 
общения и/или обращения с ними и т. д. 
[1, 2]. Особенно важную роль эти вопросы 
сыграют в тех ситуациях, когда вместо оди-
ночных роботов различных конструкций и 
различного назначения будут создаваться 
для решения тех или иных задач специали-
зированные группы роботов, содержащие 
либо несколько роботов, либо несколько 
десятков роботов [3]. Именно такие груп-
пы смогут стать серьезным стимулом эко-
номического или военного прогресса, и 
именно здесь на первый план выйдут тре-
бования к формированию рациональных 
принципов эксплуатации групп роботов и 
законов управления ими [4, 5]. 

Следует подчеркнуть, чем отличается в 
смысле управляемости группа роботов от 
группы живых организмов. Основные от-
личия в «мышлении» роботов по сравне-
нию с мышлением живых организмов со-
стоят в том, что они лишены чувства страха 
перед уничтожением или внезапным по-
вреждением (разумеется, в пределах задан-
ной программы поведения), хотя в случае 
крайней необходимости могут совершать 
такие действия, как самоподрыв или иной 
экстремальный акт. Кроме того, в случае 

возникновения любых непредвиденных 
обстоятельств робот не может столь же це-
лесообразно найти рациональный выход 
из сложившейся ситуации, как это может 
сделать человек [6]. Особенно заметно это 
различие в поведении проявляется при 
групповом использовании людей или ро-
ботов [7]. В группе людей-исполнителей 
каждый индивидуум выбирает принцип 
локальной оптимизации своих действий, 
тогда как в группе роботов-исполнителей, 
обладающих менее совершенной и менее 
универсальной сенсорикой, их действия 
должны контролироваться и координиро-
ваться неким центральным оператором, об-
ладающим глобальной информацией о те-
кущем расположении и состоянии группы 
и окружающей среды [8]. Эта глобальность 
является важным преимуществом группы 
роботов перед группой людей, однако она 
требует и более четкого управления со сто-
роны центрального оператора. 

Разумеется, конкретный режим группо-
вого управления определяется заданными 
целями и ресурсами проводимой операции, 
однако в ней всегда первостепенную роль 
играет тесное и целенаправленное взаимо-
действие отдельных роботов [9]. Характер 
этого взаимодействия зависит как от кон-
структивных особенностей роботов, так и 
от типа совместно выполняемых операций 
[10]. Именно эти факторы определяют иде-
ологию и технологию процессов управле-
ния групповым поведением. Следует также 
подчеркнуть тесную взаимосвязь алгорит-
мов управления с конструктивными осо-

connected one by one. These trolleys are a kind of a «nonholonomic tail» whose 
lateral movements are difficult to control and adjust, thus being a danger to other 
members of the group. These lateral oscillations worsen the trajectory compactness, 
and they also significantly reduce the stability of the whole chain and affect the 
dynamics and maneuvering of the heading module. To estimate these dangers and 
select the maximum permissible speed of the mini-train, a mathematical model of 
motion of such nonholonomic chain is built and analy�ed in the article. It allows the 
central operator to predict the shape and dimensions of the danger �one for a separate 
mini-train, and to therefore prevent the occurrence of abnormal situations.

Keywords: robot group; mini-train; nonholonomic movement; stability of movement; 
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бенностями роботов, образующих группу, 
т. к. именно эти особенности нередко пре-
допределяют как стратегию, так и тактику 
действий центрального оператора [11, 12]. 

Постановка задачи 

Обратимся к рассмотрению весьма 
специфической группы транспортных ро-
ботов, используемых в цехах крупных ав-
томобильных заводов [13, 14]. Основная 
функция этих роботов – развозка деталей 
и устройств по автосборочным линиям и 
конвейерам [15]. В силу большого разно-
образия и большого количества доставляе-
мых деталей, транспортные роботы пред-
ставляют собой подобие автопоездов с 
электротягой, снующих по огромной цехо-
вой территории по самым разнообразным 
трассам и с разными скоростями [16]. Го-
ловной модуль каждого минипоезда снаб-
жен системой управления и аппаратурой 
наблюдения за окружающей обстановкой. 
Прицепленные к нему грузовые тележки не 
имеют собственной системы управления и 
образуют пассивную неголономную цепоч-
ку, состоящую из 5-6 отдельных звеньев. 

Рассматривая этот минипоезд как от-
дельного робота с весьма длинной хвосто-
вой частью, отметим, что он представляет 
собой нестандартно управляемый неполно-
приводный объект, обладающий в процессе 
движения переменной конфигурацией, ко-
торая зависит от режима движения голов-
ного модуля, и испытывающий серьезные 
проблемы с устойчивостью движения по 
некоторым траекториям. Под переменной 
конфигурацией здесь понимается перемен-
ная геометрия ломаной линии, образован-
ной межшарнирными отрезками цепочки 
тележек. 

Эти проблемы приобретают особую 
важность, если учесть, что на существую-
щих крупных автозаводах число подобных 
транспортных минипоездов, перемещаю-
щихся в одном цеху, может достигать 100 
единиц и более. В таких условиях во из-
бежание их столкновений необходимо га-
рантировать четкую динамическую конфи-
гурацию хвостовой части каждого робота, 
поведение которой при неполноприводном 
управлении требует повышенного внима-

ния центрального оператора.  
Цель настоящей статьи – построение и 

анализ математической модели неголоном-
ной цепочки грузовых тележек, следующих 
за тяговым модулем, а также прогнозиро-
вание текущей конфигурации цепочки с 
учетом неголономных связей.

Построение и анализ  
математической модели

Чтобы выяснить возникающие здесь 
неблагоприятные ситуации и оценить диа-
пазон поперечных колебаний хвостовой 
части робота, рассмотрим упрощенную 
кинематическую картину этих колебаний, 
обусловленную неголономным характером 
движений каждой грузовой тележки (т. е. 
каждого звена цепочки) [17, 18]. Обозначая 
индексом s номер s-го модуля этой цепоч-
ки, положим, что головной (т. е. тяговый) 
модуль имеет s = 0, так что декартовы ко-
ординаты его центра (под которым будем 
понимать точку пересечения его продоль-
ной оси с осью качения его тяговой колёс-
ной пары) будут x0, y0, а угол φ0 будет углом 
между его продольной осью и осью Ox. 
Аналогичные обозначения примем и для 
прочих модулей цепочки (см. рисунок). 

Положим теперь, что первый модуль по 
указанию центрального оператора совер-
шает заданное движение по плоскости Oxy, 
а остальные модули, шарнирно связанные 
с ним и между собой, образуют протяжен-
ную кинематическую цепочку, звенья ко-
торой связаны между собой как голоном-
ными, так и неголономными связями [19]. 
Примем, что все звенья совершенно оди-
наковы, имеют длину между шарнирами 
а+b и положение s-гo модуля на плоскости 
ху определяется обобщенными координа-
тами xs, ys, φs, где xs, ys – декартовы коорди-
наты его центра (точки пересечения про-
дольной оси звена с осью колесной пары), 
а φs – угол между продольной осью звена и 
осью х. Ясно, что между обобщенными ко-
ординатами соседних модулей существуют 
следующие соотношения связи:

1 1

1 1

cos cos ;

sin sin .
s s s s

s s s s

x x b a

y y b a
+ +

+ +

= − ϕ − ϕ

= − ϕ − ϕ
Кроме этих голономных связей суще-

(1)
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ствуют также и неголономные связи, вы-
ражающие требование коллинеарности 
вектора скорости центра s-гo модуля с его 
продольной осью [20, 21]:

sin cos 0.s s s sx yϕ − ϕ = 

�алее будем считать, что головной мо-
дуль, отвечающий s = 0, является тягачом 
и совершает некоторое предписанное дви-
жение по плоскости ху, тогда как осталь-
ные n звеньев образуют ее «неголономный 
хвост», характер движения которого мы и 
хотим изучить. 

Подставляя теперь в соотношение (2) 
выражения для xs, ys, согласно (1) придем к 
следующей системе уравнений:

0 0 0 0

0 1 0 1

(0 0 1 1

0 0

( (0 0 1 0 1

(2 2

(1 1 1

sin cos 0

sin cos

 cos ) 0

sin cos

 cos ) ( ) cos )

 ( ) cos ) ...

... ( ) cos ) 0.

n n

n

n

n n n

x y

x y

b a

x y

b a b

a b

a b a− −

ϕ − ϕ =

ϕ − ϕ +

+ ϕ ϕ − ϕ + ϕ =

ϕ − ϕ +

+ ϕ ϕ − ϕ + + ϕ ϕ − ϕ +

+ + ϕ ϕ − ϕ +

+ + ϕ ϕ − ϕ + ϕ =

 

 

 



 

 



 

Если считать, что в этой системе урав-
нений координаты тягового модуля заданы 
как функции времени x0(t), y0(t), то угол φ0 
найдется из первого уравнения, тогда как 
остальные n уравнений будут вполне до-
статочны для нахождения n переменных  
φ1, φ2, …, φn. Поэтому систему (3) можно 

с полным правом назвать системой урав-
нений движения рассматриваемой него-
лономной цепочки. При этом, как видно, 
отпадает необходимость использования 
динамических свойств цепочки, а, следо-
вательно, и динамических уравнений. 

Таким образом, весь процесс движения 
цепочки предопределен движением ее го-
ловного звена и условиями неголономных 
связей. Интересно отметить, что согласно 
стандартному определению числа степе-
ней свободы механической системы (чис-
ло обобщенных координат минус число 
уравнений связей) у данной цепочки оно 
оказывается равным нулю, что противоре-
чит здравому смыслу [22]. Уместно поэто-
му считать, что рассматриваемая цепочка 
имеет только кинематические степени сво-
боды, не подпадающие под приведенное 
определение, которое следует относить к 
механическим системам с явно выражен-
ными динамическими свойствами. 

Построенная система (3) представля-
ет собой нелинейную систему дифферен-
циальных уравнений, имеющую цепную 
структуру и допускающую возможность 
последовательного интегрирования урав-
нений первого порядка. Второй особенно-
стью этой системы является тот факт, что 
движение (s+1)-го модуля цепочки полно-
стью предопределено движением ее s-гo 
модуля (это следует из исходных соотно-
шений (1), (2)). Поэтому если какому-либо 
заданному режиму движения головного 
модуля отвечает аналогичный режим дви-
жения следующего за ним первого модуля, 
то и движения всех последующих модулей 
будут также происходить в подобном ре-
жиме, хотя  возможно, с несколько изме-
ненными параметрами.

Чтобы выявить основные свойства из-
учаемой системы, рассмотрим некоторые 
простейшие режимы ее движения.

Пусть, например, головной модуль со-
вершает равномерное движение по окруж-
ности радиуса R. Нетрудно понять, что по-
сле некоторого переходного процесса и все 
прочие модули цепочки выйдут на круговые 
траектории, образовав равномерно враща-
ющуюся спираль. Геометрия этой спирали 
определится, очевидно, последовательно-

Цепочка грузовых тележек

(2)

(3)
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стью межзвенных углов 1 ,s s s−ψ = ϕ − ϕ  а 
также последовательностью радиусов тра-

екторных окружностей 2 2 .s s sx yρ = +  �ля 
нахождения этих последовательностей по-
ложим, что

0 0

0 0

( ) sin ( ) cos

( ) cos ( ) sin .

x t R t y t R t

x t R t y t R t

= Ω = − Ω

= Ω Ω = Ω Ω 

Подставляя эти значения в (3), найдем 
1 .tϕ = Ω  �ля угла 1ψ  получим уравнение

1 1cos sin ,b R aψ − ψ = −

решение которого есть

1

2 2 2
tg .

2
a b

R R b a

ψ +
=

+ + −
Отсюда следует необходимость выпол-

нения ограничения на параметры спирали:
2 2 .a R b≤ +

Соответствующий радиус окружности 
1ρ  согласно (1) представится выражением:

2 2 2 2
1 1 1

2 2 2

2 cos 2 sin

,

R a b ab bR

R b a

ρ = + + + ψ − ψ =

= + −

из которого становится понятным смысл 
ограничения (7). Видно также, что если 
«хвостовая» часть модуля превышает его 
«головную» часть, т. е. b > a, то ρ1 > R  и, 
следовательно, ρs+1 > ρs, так что спираль бу-
дет раскручиваться с ростом номера s. Если 
же b < a, то спираль будет скручиваться. На-
конец, при b = a все модули будут двигаться 
по начальной окружности радиуса R. 

Чтобы выявить геометрические свой-
ства полученной спирали, положим b/a = β  
и запишем соотношения (6) и (8) в виде

2 2 2 2 1 1
1 ( 1), tg

2 ( 1)
s s

s s a
a

−
−

ψ ρ − ρ
ρ − ρ = β − =

β −
.

Видно, что при а << ρs второе из напи-
санных выражений может быть представ-
лено в виде

1
( 1) ,

2
a∆ρ = β − ∆ϕ

показывающем, что приращение радиу-
са спирали оказывается пропорциональ-
ным приращению полярного угла. Этим 
свойством, как известно, обладает спираль 

Архимеда, к которой и будет стремиться 
рассматриваемая цепочка по мере роста ра-
диуса ρs.

Исследуем теперь устойчивость пря-
молинейного движения цепочки. С 
этой целью, примем в системе (3), что 

0 0, 0,x V y= =   и линеаризуя ее вблизи не-
возмущенного движения φs = 0, предста-
вим ее в виде (ν = V/a):

1 1

1 2 2

1 2 3 3

1 2

0

(1 ) 0

(1 ) (1 ) 0

(1 ) (1 ) 0.n n

ϕ + νϕ =

+ β ϕ + ϕ + νϕ =

+ β ϕ + + β ϕ + ϕ + νϕ =

+ β ϕ + + β ϕ +…+ ϕ + νϕ =



 

  



  

Видно, что характеристический опреде-
литель этой системы имеет треугольную 
структуру, так что отвечающее ему харак-
теристическое уравнение

( ) ( ) 0np p∆ = + ν =

имеет n-кратный, вещественный отрица-
тельный корень, гарантирующий асимпто-
тическую устойчивость прямолинейной 
траектории. Тем не менее, высокая крат-
ность этого корня (при достаточно боль-
шом n) говорит о том, что частные решения 
системы (11) будут иметь следующий вид:

2 1
1 2 3[ ( ) ( ) ... ( ) ],t s

s se c c t c t c t−ν −ϕ = + ν + ν + + ν
2 1

1 2 3[ ( ) ( ) ... ( ) ],t s
s se c c t c t c t−ν −ϕ = + ν + ν + + ν

где с1, …, сs – константы. Ясно, что эти ре-
шения будут при t → ∞  обращаться в ноль, 
однако в силу своей немонотонности мо-
гут проходить через весьма значительные 
максимальные значения. Это означает, что 
с ростом s уровень возмущений нарастает, 
ввиду чего хвостовые модули испытывают 
более значительные отклонения от невоз-
мущенной траектории, чем модули, близ-
кие к тягачу. Этот эффект хорошо известен 
на практике и, как видно, в его возникно-
вении существенную роль играют неголо-
номные свойства цепочки. 

В заключение рассмотрим наиболее ин-
тересный синусоидальный режим движе-
ния головного модуля, когда

0 0

0

const, sin ,

( ) cos ,

x V y a t

y t a t

= = = δ Ω

= Ωδ Ω





(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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где δ – безразмерная амплитуда попереч-
ных смещений головного модуля. 

Полагая, что при δ << 1 углы φs также 
остаются достаточно малыми, линеаризуем 
систему (3), приведя ее к виду:

0

1 1 0

2 2 0 1

cos

cos

cos ( )

V a t

a V a t b

a V a t b a b

ϕ = Ωδ Ω

ϕ + ϕ = Ωδ Ω − ϕ

ϕ + ϕ = Ωδ Ω − ϕ − + ϕ

 

  



Эта система решается путем последо-
вательной интеграции цепочки линейных 
уравнений, в результате чего находим:

0

1 2 2

2 2

cos

[ (1 ) sin
( )

 ( ) cos ].

t

t

t

Ωδ
ϕ = Ω

ν
Ωδ

ϕ = Ων + β Ω +
ν Ω + ν

+ ν − βΩ Ω

Записывая решение уравнения для угла 
φ1 в виде

1 2 2

2 2 2 2 2 2
1

1 2 2

( )

 ( ) (1 ) cos( ),

(1 )
tg ,

t

Ωδ
ϕ = ×

ν Ω + ν

× ν − βΩ + Ω ν + β Ω − γ

Ων + β
γ =

ν − βΩ

замечаем, что оно по своему характеру по-
вторяет колебательное движение головного 
модуля, хотя и с измененной амплитудой и 
с некоторым запаздыванием по фазе. Этот 
сдвиг фазы характеризуется углом γ1, кото-
рый может принимать различные значения 
в зависимости от соотношения параметров 
ν, β, Ω. В частности, при β = ν2/Ω2 этот  
сдвиг оказывается равным π/2. 

Более важным является отношение ам-
плитуды угловых колебаний первого модуля 
к амплитуде колебаний головного. �ля оцен-
ки этого отношения введем коэффициент

2 2 2 2
1

01 2 2
0

am
,

am
K

 ϕ ν + β Ω
= = 

ϕ Ω + ν 
величина которого, очевидно, существенно 
зависит от β. Так, если β = 1, то K01 = 1, 
и амплитуда колебаний модуля оказывает-
ся равной амплитуде тягача. При β > 1 или  
β < 1 происходит ее увеличение или умень-
шение соответственно. Нетрудно показать, 

что аналогичный характер носят и поступа-
тельные движения этого модуля. Так, лине-
аризуя второе из соотношений (1), найдем 
из него:

1 0 0 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 ( ) (1 ) sin( ).

a
y y b a

t

δ
= − ϕ − ϕ ×

Ω + ν

× ν − βΩ + Ω ν + β Ω − γ

=

Легко видеть, что и для y1 имеют место 
те же соотношения связи с y0, как и для φ0 
с φ1. Отсюда следует, что нет необходимо-
сти строить решения для последующих мо-
дулей, т. к. их движения будут качественно 
повторять движения головного модуля. 

Таким образом, можно сделать вывод о 
том, что синусоидальное движение голов-
ного модуля приводит к аналогичному дви-
жению всех последующих модулей неголо-
номной цепочки, причем амплитуды этих 
синусоид будут либо нарастать с ростом 
s (при β > 1), либо убывать (при β < 1),  
либо оставаться неизменными по всей дли-
не цепочки (при β = 1).

Заключение

Рассмотренный пример показывает, 
что неголономные механические системы 
могут обнаруживать весьма нетривиальное 
поведение, совершенно не зависящее от 
их динамических и статических характе-
ристик, но явно связанное с их геометри-
ческими параметрами. В представленной 
неголономной цепочке таким ключевым 
параметром служит степень геометри-
ческой асимметрии модуля – параметр  
β = b/a, который и определяет степень 
опасности боковых колебаний хвостового 
модуля в группе транспортных роботов. 
Эта опасность связана не только с кине-
матическими эффектами неголономного 
движения транспортного робота, но и с со-
провождающими их динамическими пере-
грузками, которые могут вызывать, напри-
мер, опрокидывание хвостовых модулей, 
что нередко наблюдается на практике. 

Построенная математическая модель 
позволяет центральному оператору пред-
видеть и предупреждать возникновение 
подобных ситуаций. �ля этого оператору 
следует группировать движущиеся мини-

(15)

(16)

(17)

(18)

(19),
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поезда в некоторые «струи», чтобы избе-
жать их близости со встречными потоками, 
а также снизить кривизну их траекторий. 
Естественно, что важнейшими параметра-
ми этих «струй» окажутся средняя ско-
рость движения минипоездов, допустимая 
плотность их распределения в струе, длина 
тормозного пути в случае необходимости 

остановки, а также показатель их путевой 
маневренности (например, минимальный 
радиус разворота). Совместный учет пере-
численных факторов приводит к проблеме 
поиска их оптимальных значений, обеспе-
чивающих минимизацию числа минипо-
ездов при заданных требованиях к объему 
перевозок. 

Статья поступила в редакцию 02.02.2017
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