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Cтатья посвящена вопросам оценки и восстановления матрицы корреспонденций (МК) в загру-
женных транспортных сетях. Проведен анализ зарубежной и отечественной литературы, выделены 
наиболее эффективные методы оптимального расположения датчиков регистрации номерных зна-
ков транспортных средств на сети для получения наиболее полной информации, необходимой при 
восстановлении МК. С целью повышения эффективности метода, базирующегося на двухуровневой 
модели оценки МК, разработана оригинальная процедура оптимального расположения датчиков 
фиксации номерных знаков транспортных потоков на сети произвольной топологии, основанная 
на решении некоторой оптимизационной задачи. Разработанная процедура позволяет максими-
зировать вероятность фиксации наиболее значимых транспортных потоков на протяжении всего 
маршрута следования. Проведено имитационное моделирование с экспериментальными данными 
на транспортной сети Санкт-Петербурга.

матрица корреспонденций; транспортные потоки; датчики, сканирую-
щие номерные знаки.

The paper is dedicated to the problem of OD-matrix estimation and reconstruction. The authors carried 
out a review of the literature of foreign and Russian authors on the subject of the estimation and reconstruction 
of a trip matrix. The most effective method of optimal plate scanning sensors location on the road network is 
noted. To improve this method, the new optimizational model is developed for the road network of general 
topology. The developed model allows to maximize the probability of fixation of the most significant traffic 
flows throughout the whole route. Simulation with experimental data is carried out on the transportation 
network of St. Petersburg.

TRIP MATRIX; OD-MATRIX; TRAFFIC FLOW; PLATE-SCANNING SENSORS.

Задача оценки и восстановления матри-
цы корреспонденций – крайне сложная и 
актуальная проблема в области транспорт-
ных исследований. Работа над ней ведется 
с 1960-х гг. Задача оценки и задача вос-
становления матрицы корреспонденций –  
это две совершенно разные задачи, и их ре-
шения могут сильно различаться [1]. Ког-
да речь идет о восстановлении матрицы 

корреспонденций, предполагается наличие 
возможности однозначного определения 
межрайонных корреспонденций и их рас-
пределение по имеющимся маршрутам. 
Однако такая возможность существует не 
всегда, т. к. требует наблюдаемости всех 
элементов транспортной сети. На самом 
деле не все дуги и узлы являются наблю-
даемыми; на ненаблюдаемых элементах 
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потоки также необходимо оценивать. В 
таком случае встает задача оценки матри-
цы корреспонденций. В этом смысле наи-
более наглядной моделью оценки матриц 
корреспонденций является гравитационная 
модель [2]. Авторами [3] предложен мощ-
ный метод Байеса решения задачи предска-
зания, оценки и восстановления матрицы 
корреспонденций.

Одна из первых моделей оценки  матриц 
корреспонденций сформулирована как 
двухуровневая модель и разработана в кон-
це XX в. [4]. Задача верхнего уровня заклю-
чается в нахождении целевой OD-матрицы 
по заданному набору наблюдаемых на ду-
гах потоков, которая минимизировала бы 
функцию расстояния между априорными 
и наблюдаемыми потоками и априорной и 
наблюдаемой матрицей корреспонденций. 
При этом требованием нижнего уровня 
является такое распределение потоков по 
сети, которое удовлетворяет условию рав-
новесия Вардропа.

В настоящее время в России широко 
внедряются различные системы монито-
ринга дорожного движения. Данные та-
ких систем в принципе могут применяться 
для построения матриц корреспонденций 
между узлами улично-дорожной сети, ис-
пользование которых в процессе матема-
тического моделирования транспортных 
потоков поможет повысить эффективность 
инфраструктурных преобразований транс-
портных систем [5, 6]. Несмотря на много-
численные публикации, проблема оценки и 
восстановления матрицы корреспонденций 
остается актуальной и требует дальнейшего 
научного исследования.

Стоит отметить статью [7], авторы ко-
торой предлагают минимизировать затраты 
на сбор данных при помощи комбинации 
информации, полученной со счетчиков 
автомобилей и с датчиков, сканирующих 
номерные знаки. В этом, в принципе, и 
состоит основная идея – использовать все-
возможные данные для оценки потоков и 
матрицы корреспонденций. Но, к сожале-
нию, не каждая модель может использовать 
все типы данных. Поэтому столь важным 
становится вопрос адекватной дезагрегации 
потоков. В статье [8] рассмотрен вопрос 

надежности установки датчиков на транс-
портной сети для фиксации транспортных 
потоков. Эвристический подход выбора ме-
стоположения для датчиков, фиксирующих 
транспортные потоки, предложен в [9].

В [10] произведен детальный сравни-
тельный анализ трех методов оценки ма-
трицы корреспонденций: метода линейного 
программирования, Байесовского подхода, 
метода изменяющейся во времени томо-
графии сети. В связи с тем, что реальные 
размеры транспортных сетей очень вели-
ки, формулируются задачи минимизации 
количества датчиков, обеспечивающих до-
статочную наблюдаемость потоков на них 
[11, 12].

Следует еще раз особо отметить работу 
[7], в которой используется информация о 
номерных знаках, полученная с датчиков 
сканирования. Авторами предложен эф-
фективный метод оценки матрицы корре-
спонденций. Однако вопрос оптимально-
го расположения датчиков с точки зрения 
максимального покрытия основных транс-
портных потоков ими не рассматривается 
[13]. В то же время для эффективной ра-
боты предлагаемого метода требуется высо-
кокачественный сбор данных. В настоящей 
работе ставится задача устранить данный 
пробел и предложить модель расположения 
датчиков фиксации номерных знаков, обе-
спечивающую эффективное применение 
метода Кастилло [7].

Двухуровневая модель оценки матрицы  
корреспонденций

Будем рассматривать транспортную сеть, 
представленную графом  ,  ,G N A=< >  где 
N – множество вершин, A – множество дуг, 
A A⊂  – подмножество наблюдаемых дуг, 
на которых установлены датчики. 

Будем считать, что R N⊂  – мно-
жество районов отправления, ,r R∈  а 
S N⊂  – множество районов прибытия,

; .s S R S∈ ∩ = ∅  
Введем следующие обозначения: rsK – 

множество маршрутов из r в s; kA – мно-
жество дуг, из которых состоит марш-
рут , ;rs

kk K A A∈ ⊂  
rsF  – транспортный 

спрос между районами отправления и 
прибытия r-s; ,{ } ;rs r sF F=  rsF  – апри-
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орный транспортный спрос (ранее оце-
ненный) между районами отправления и 
прибытия r-s; ,{ } ;rs r s

kF F f=  – поток по 
k-му маршруту, ,rsk K∈  } ;{ rsk k K

f f
∈

=  kf  
– априорный поток по k-му маршруту, 

,rsk K∈  } ;{ rsk k K
f f

∈
=  ax  – поток по дуге 

, (…, , …);aa A x x∈ =  ax  – априорный по-
ток по дуге , (…, , …);aa A x x∈ =  ( )a at x  – 
время движения потока ax  по дуге a A∈ ;  
U, V – весовые матрицы; ,

rs
a kδ  – индика-

тор: единица, если дуга a содержится в пути 
,rsk K∈  ноль в противном случае.

Двухуровневая модель оценки матрицы 
корреспонденций получается из комбина-
ции условия минимизации суммы квадра-
тов между наблюдаемыми и оцениваемыми 
значениями транспортного спроса и по-
токами на дугах и условия конкурентного 
равновесия Вардропа [14, 15]:

1

1

min ( , ) min ( ) ( )

 ( ) ( ),

T
F F

T

Z F x F F V F F

x x U x x

−

−

= − − +

+ − −

где �x ≥  и удовлетворяет условию конку-
рентного равновесия

�
min ( )

ax

x a
a A

t x dx
∈
∑ ∫  

при 

,
rs

rs
k

k K

f F
∈

=∑ �, ,rs
kf k K∀ ∈≥

где

,
rs

rs
a k a k

r R s S k K

x f
∈ ∈ ∈

= δ∑∑ ∑ .

Целевой функционал верхнего уровня 
может быть интерпретирован как мера рас-
стояния от оцениваемой матрицы корре-
спонденций F до ранее полученной F  и от 
оцениваемого потока x до полученного со 
счетчиков .x  Следует отметить, что после 
того как датчики расставлены на сети, мы 
точно фиксируем потоки на соответствую-
щих дугах, а на дугах без датчиков данные 
о потоках необходимо аппроксимировать. 
Второе слагаемое в целевой функции верх-
него уровня имеет именно такой смысл.

Модель Кастилло оценки матрицы  
корреспонденций

Кастилло [7] модернизировал двухуров-
невую модель при помощи использования 

датчиков, сканирующих номерные знаки. 
Одно из введенных в его модели ограни-
чений отменяет необходимость во втором 
слагаемом в целевом функционале верхне-
го уровня двухуровневой модели. Дополни-
тельно им вводятся ограничения, связан-
ные с датчиками сканирования номерных 
знаков. Рассмотрим модель, которая опи-
рается на квадратичную целевую функцию 
с взвешенной суммой разницы между апри-
орными и оцениваемыми потоками. Введем 
дополнительные обозначения: kv V∈  – вес 
маршрута k; Wν ∈  – номер последователь-
ности дуг с датчиками, сканирующими но-
мерные знаки; rs

kνη  – индикатор: единица, 
если путь k между районами отправления-
прибытия r-s содержит все дуги из по-
следовательности с номером ,ν  ноль – в 
противном случае; wν  – количество поль-
зователей, зафиксированных на -йν  после-
довательности дуг. Таким образом, имеем 

1 1

1 2

2 2

,

min min ( )

 ( )

rs
f f k k

r R s S k k K

k k k

Z f f

v f f

∈ ∈ ∈

= − ×

× −

∑∑ ∑

при условии

, ,
rs

rs
k k

r R s S k K

w f Wν ν
∈ ∈ ∈

= η ∀ν ∈∑∑ ∑

, ,

� , , .

,
rs

rs
a k a k

r R s S k K

rs
k

x f a A

f k K r s

∈ ∈ ∈

= δ ∀ ∈

∀ ∈ ∀≥

∑∑ ∑

Эффективность работы модели напря-
мую зависит от расположения датчиков, 
сканирующих номерные знаки транспорт-
ных средств, о чем свидетельствует огра-
ничение (1). Значит, имеет смысл ставить 
вопрос об эффективном расположении дат-
чиков для восстановления матрицы корре-
спонденций методом Кастилло.

Математическая модель расположения  
датчиков на транспортной сети с учетом 
многополосности для оценки матрицы  

корреспонденций 

Рассмотрим вопрос оптимального рас-
положения датчиков регистрации но-
мерных знаков транспортных средств на 
многополосных транспортных сетях для 
эффективной реализации метода Кастилло. 

(1)
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Будем считать, что датчик может фиксиро-
вать данные об автомобилях, движущихся 
по той полосе, на которой он установлен. 
Введем дополнительные обозначения: aq  и 

ac  – количество датчиков и полос на дуге 
a A∈  соответственно; (…, , …).aq q=  

Поскольку датчик однозначно иденти-
фицирует автомобиль лишь на одной из 
полос, а автомобили могут перестраиваться 
с одной полосы на другую (рис. 1), то веро-
ятность того, что автомобиль будет зафик-
сирован на ac -полосной дороге c aq  дат-

чиками равна , .a

a

q
a A

c
∀ ∈  Задача состоит в 

том, чтобы максимизировать вероятность 
охвата максимального транспортного пото-
ка на всей сети. 

Будем считать, что произвольные собы-
тия фиксации номерного знака автомобиля 
на последовательности дуг независимы. В 
таком случае оптимизационный функцио-
нал представляет собой сумму произведений 
вероятностей фиксации автомобилей датчи-
ками, сканирующими номерные знаки, на 
протяжении всего пути следования, которая 
домножена на априорные транспортные по-
токи по соответствующим маршрутам:

max ( ) max .
rs

k

a
q q k

r R s S a Ak K a

q
z q f

c∈ ∈ ∈∈

 
=   

 
∑∑ ∑ ∏

Таким образом мы максимизируем ве-
роятность фиксации транспортных потоков 
на протяжении всего маршрута следования. 
При этом условие того, что хотя бы одна 
дуга на каждом пути является сканируемой, 
задается неравенством

1, .
k

rs
a

a A

q k K
∈

≥ ∀ ∈∑

Существование как минимум одной ска-
нируемой дуги, которая находится на пути 

1k  и при этом не принадлежит пути 2,k  га-
рантируется следующим ограничением: 

1 2
1 2 1 21, , :k k rs

a a
a A

q k k K k k
∈

δ ≥ ∀ ∈ ≠∑

1 2 1 21,  если

иначе

, ,

�, .
k k
a

a k a k∈ ∉
δ = 



Введем бюджетное ограничение, где Q –  
доступное количество детекторов:

.a
a A

q Q
∈

≤∑
Количество датчиков на дуге не должно 

(2)

Рис. 1. Маршрут, состоящий из многополосных дуг

(3)

(4)

(5)

(6)
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превышать количества полос:

� ,  .a aq c a A≤ ≤ ∀ ∈

Таким образом, мы сформулировали 
задачу целочисленного программирова-
ния на ограниченном множестве решений. 
Следовательно, решение у данной задачи 
существует, когда множество допустимых 
решений не пусто. Множество допустимых 
решений сформулированной оптимизаци-
онной программы может оказаться пустым 
при слишком сильных бюджетных огра-
ничениях, когда количество датчиков не-
достаточно для охвата сети. Для решения 
этой проблемы необходимо либо увеличить 
бюджет, либо сократить количество второ-
степенных маршрутов, потоки по которым 
незначительны.

Эксперимент на транспортной сети  
Санкт-Петербурга

Рассмотрим многополосную транс-
портную сеть центральной части Санкт-

Петербурга. Выберем девять районов от-
правления и прибытия (рис. 2), зададим 
девять маршрутов между районами отправ-
ления и прибытия и разделим все маршру-
ты на дуги, которых всего на транспортной 
сети получится 21 (рис. 3). 

Зададим количество полос ac на каждой 
из дуг. Присвоим произвольным образом 
каждой из дуг значение от 1 до 3 – коли-
чество полос в одном из направлений дуги. 
Аналогичным образом зададим априорные 
потоки kf  по маршрутам. Затем рассчитаем 
оптимальное количество и местоположение 
датчиков для различных значений бюджет-
ных ограничений от нуля до 50. 

Реализацию данной модели произведем 
в программной среде MatLab. Перед нами 
стоит оптимизационная задача с нелиней-
ным функционалом и линейными ограни-
чениями. Такого рода задачи в программ-
ной среде MatLab решаются при помощи 
пакета Optimisation Toolbox. Используем 
функцию fmincon поиска минимума не-

(7)

Рис. 2. Выбор районов отправления и прибытия
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Рис. 3. Дуги, составляющие маршруты

Рис. 4. Аппроксимирующая прямая зависимости значения потоков  
от количества датчиков на сети
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линейной функции с ограничениями, ко-
торая решает задачу на основе алгоритма 
SQP (последовательного квадратичного 
программирования). На графике (рис. 4) 
показано, как изменяются потоки на каж-
дом из маршрутов в зависимости от коли-
чества датчиков. По горизонтали указано 
количество датчиков, по вертикали –  
значения потоков.

Рассмотрено решение задачи для разных 
комбинаций ограничений:

отдельно для бюджетного (6); ••
для бюджетного (6) и для ограниче-••

ния (3); 
для всех ограничений (3)–(7). ••

Благодаря такому разбиению можно 
произвести анализ чувствительности разра-
ботанной модели. Из полученных данных 
видно, что значение общего наблюдаемого 
потока в зависимости от количества датчи-
ков на рассматриваемой транспортной сети 
при разных видах ограничений практиче-
ски не меняется. В связи с этим был прове-
ден анализ изменения потоков по каждому 
из маршрутов в зависимости от количества 
датчиков на сети и различных комбинаций 
ограничений. Такой анализ показал, что 
в первую очередь начинают наблюдаться 
маршруты, по которым проходят значитель-
ные потоки и при этом составляющее их 

число дуг наименьшее. Как видим (рис. 5),  
при увеличении количества ограничений 
большие потоки на маршрутах с большим 
количеством датчиков начинают фиксиро-
ваться значительно позднее.

Практическое применение разработанной 
модели

Модель, описанная в статье, является 
статической. Как правило, в статических 
моделях рассматривается средний поток 
пользователей и усредненные характери-
стики движения. При реализации данной 
модели на практике следует учитывать, что 
величины потоков изменяются в зависи-
мости от времени суток, времени года и 
других внешних факторов. Поэтому при 
расстановке датчиков следует ориенти-
роваться именно на величины потоков 
в «часы пик», поскольку, удовлетворив 
спрос в самые загруженные часы для са-
мых больших потоков, в остальные часы 
сеть точно будет удовлетворять спросу на 
перемещения. Ситуация на дорогах очень 
зависит от времени года и погодных усло-
вий, которые тяжело предсказать. Поэто-
му необходимо в течение первого апро-
бационного периода длительностью год 
накопить статистические данные, позво-
ляющие учитывать сезонные изменения  

Рис. 5. Фиксация потоков в зависимости от ограничений
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в модели. Благодаря тому, что предполага-
ется использование мобильных датчиков, 
которые можно легко перемещать, можно 
производить калибровку модели, меняя 
местоположения датчиков и анализируя 
полученные результаты. 

Статья посвящена проблеме оптималь-
ного расположения датчиков фиксации но-
мерных знаков транспортных потоков на 
сети с целью сбора информации для вос-
становления матрицы корреспонденций. 
В качестве метода восстановления матриц 
корреспонденций выбран метод Кастил-
ло, базирующийся на классическом двух-
уровневом методе. С целью повышения 

эффективности метода оценки матрицы 
корреспонденций при помощи фиксации 
номерных знаков, предложенного Кастил-
ло, получены следующие теоретические и 
практические результаты:

 разработана детерминированная мо-
дель оптимального расположения датчиков 
фиксации номерных знаков транспортных 
потоков на сети произвольной топологии;

разработан алгоритм решения детерми-
нированной задачи расположения датчи-
ков;

реализован алгоритм решения детерми-
нированной задачи расположения датчи-
ков на примере транспортной сети Санкт-
Петербурга в программной среде MatLab.
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