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Towards a Justification of Choosing the Number  
of Participants for Interlaboratory Comparisons

Исследована модель, основанная на геометрическом распределении, связывающая вероят-
ность определения опорного значения измеряемой величины с числом m лабораторий – участ-
ников межлабораторных сличений. Проведен анализ зависимости вероятности определения 
опорного значения измеряемой величины от числа дополнительных лабораторий, введенных в 
состав группы участников сличений. Даны рекомендации по выбору рационального значения 
числа m при заданной элементарной вероятности определения опорного значения для одной 
лаборатории.

МЕЖЛАБОРАТОРНЫЕ СЛИЧЕНИЯ; ОПОРНОЕ ЗНАЧЕНИЕ; СХЕМА БЕРНУЛЛИ; ГЕОМЕ-
ТРИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ; ВЕРОЯТНОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПОРНОГО ЗНАЧЕНИЯ.

The article has investigated a model based on the geometrical distribution and connecting a probability 
of determining the reference value of a measured quantity with m interlaboratory comparison participants. 
We have conducted an analysis of the dependency of the probability of determining the reference value 
of the measured quantity on the number of additional laboratories introduced into a group of comparison 
participants. On the base of this analysis, recommendations are given for a reasonable choice of the number 
m at a given elementary probability of determining the reference value for a single laboratory that are ranged 
from 4 to 10-15. As a rule, at this amount of participating laboratories, including new participants into the 
comparison group does not produce a positive effect.

INTERLABORATORY COMPARISONS; REFERENCE VALUE; BERNOULLI TRIAL; 
GEOMETRICAL DISTRIBUTION; PROBABILITY OF REFERENCE VALUE DETERMINATION.

Для обеспечения метрологической про-
слеживаемости на разных уровнях метро-
логических работ [1], подтверждения и 
признания достоверности результатов ис-
пытаний и калибровки в соответствии с 
требованиями международных и нацио-
нальных стандартов [2, 3] необходимо про-
ведение сличений как эталонов различных 
уровней, так и средств и методик измере-

ний, используемых аккредитованными ис-
пытательными и калибровочными лабора-
ториями. 

В зависимости от целей сличений, 
требований к подготовке, проведению и 
представлению результатов процедуры 
сличений, различают ключевые сличения 
(национальных эталонов) и сличения на 
уровне поверочных, калибровочных и ис-
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пытательных лабораторий, проводимые при 
процедурах проверки их квалификации.

В ключевых сличениях Международно-
го комитета по мерам и весам (МКМВ) и 
региональных метрологических организа-
ций (РМО) принимают участие храните-
ли национальных эталонов: национальные 
метрологические институты, обладающие 
наивысшей технической компетенцией и 
опытом в соответствующем виде измере-
ний [4]. Для мониторинга качества выпол-
нения испытаний или измерений  испыта-
тельными, поверочными, калибровочными 
лабораториями применяется проверка ква-
лификации лабораторий посредством про-
ведения межлабораторных сличений [5]. 
Как показала международная и националь-
ная практика [6], проверка квалификации 
лабораторий посредством межлаборатор-
ных сличений является надежным инстру-
ментом оценивания компетентности аккре-
дитованных лабораторий в определенных 
областях испытаний и измерений.

Процедура межлабораторных сличений 
заключается в организации и проведении 
оценивания заданного номинального зна-
чения измеряемой величины xном транспор-
тируемого эталона несколькими различны-
ми лабораториями в соответствии с заранее 
установленными условиями. Например, в 
работе [7] при оценивании компетентности 
12 лабораторий в области измерений ми-
кроволнового излучения в качестве этало-
на использован датчик мощности с номи-
нальным калибровочным коэффициентом  
xном = 1,0 на частоте 1 ГГц.

Для реализации программы провер-
ки квалификации лабораторий провайдер 
осуществляет рассылку участникам сли-
чений характеризующегося номинальным 
значением xном транспортируемого эталона 
для проведения измерений. Лаборатории-
участники направляют провайдеру резуль-
таты измерений в форме оценок xi номи-
нального значения и соответствующих 
стандартных неопределенностей u(xi). Про-
вайдер проводит обработку полученных 
результатов и формирует заключение для 
каждой лаборатории-участника.

Основной задачей провайдера (орга-
низатора) сличений является установле-

ние опорного значения измеряемой величи-
ны xref и его интервала неопределенности 
u(xref). Под опорным значением понимается 
оценка, наилучшим образом характери-
зующая номинальное значение измеряе-
мой величины, полученная по результатам 
всех участников сличений. В РМГ 29-2013 
[8] указано, что опорное значение величи-
ны используют в качестве основы для со-
поставления со  значениями величин  того 
же рода.

Существуют различные алгоритмы на-
хождения опорного значения измеряемой 
величины xref, которым посвящено много 
публикаций, см., например, [9, 10]. Тради-
ционно в качестве xref принимают средне-
взвешенное значение y и соответствующую 
неопределенность u(y), рассчитываемые по 
формулам [9]:
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где m – количество участвующих в сличе-
ниях лабораторий.

Во введенном в действие с 01.03.2015 г. 
ГОСТ ISO/IEC 17043-2013 «Оценка соот-
ветствия. Основные требования к проведе-
нию проверки квалификации» (п. 4.4.4.3) 
рекомендуется при разработке методов об-
работки данных сличений «тщательно рас-
смотреть» вопрос о «минимальном коли-
честве участников в программе проверки 
квалификации, необходимом для достиже-
ния целей статистического расчета» [5]. Од-
нако проблеме обоснования рационального 
выбора числа участников межлабораторных 
сличений в научно-технической литературе 
уделено мало внимания. 

Действительно, в том случае, когда це-
лью сличений является определение опор-
ного значения измеряемой величины, при-
влечение к этой процедуре каждого нового 
участника требует значительных затрат фи-
нансовых и временных ресурсов. С другой 
стороны, количества лабораторий может 
быть недостаточно для обеспечения за-
данной достоверности результата. Поэтому 
число участников сличений, как правило, 
не должно превышать некоторой мини-

(1)
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мальной верхней границы и определение 
обоснованного количества m участников 
сличений представляет собой актуальную 
задачу.

Для этой цели далее в настоящей статье 
используются простые вероятностные со-
ображения, позволяющие получить оценку 
верхней границы для числа m в явном ана-
литическом виде. 

Схема Бернулли  
и геометрическое распределение

Рассмотрим классическую схему Бер-
нулли (см, например, [11, 12]) для последо-
вательности независимых испытаний, каж-
дое из которых может иметь один из двух 
исходов – «успех» или «неудачу». Пусть  
p – вероятность успеха (назовем ее эле-
ментарной вероятностью), тогда вероят-
ность неудачи в каждом испытании равна  
q = p – 1. Вероятности исходов p и q оста-
ются неизменными во всех испытаниях.

Пусть X обозначает число испыта-
ний до первого успеха. Тогда вероятность  
P(X = m) того, что успех случится во вре-
мя m-го испытания, равна вероятности  
(1 – p)m – 1 того, что он не случится во время  
m – 1 испытаний, умноженной на вероят-
ность p того, что успех произойдет во время 
m-го испытания, то есть:

P(X = m) = p(1 – p)m – 1 = pqm – 1,  
m = 1, 2, … 

В этом случае говорят, что случайная 
величина X имеет дискретное геометриче-
ское распределение с параметром p [11].

Вероятность того, что успех не насту-
пает при испытании m или до него, равна 
вероятности (1 – p)m последовательных m 
неудач. Это значит, что вероятность того, 
что успех наступит после m испытаний, 
имеет вид: 

P(X ≤ m) = 1 – (1 – p)m = 1 – qm.

Для геометрического распределения 
выражения (2) и (3) представляют собой 
функцию (плотности) вероятности и функ-
цию распределения соответственно.

В терминах геометрического распреде-
ления можно ставить и решать много прак-
тически полезных задач, таких как выбор 

числа экспертов для оценивания удобства и 
простоты использования пользовательско-
го интерфейса [13, 14] или для оценивания 
качества продукции [15]. В работе [16] с 
использованием геометрического распре-
деления дан анализ времени, необходимо-
го для того, чтобы при наборе на печатной 
машинке произвольных символов получил-
ся связный литературный текст. В учебни-
ке Е.С. Вентцель и Л.А. Овчарова [12] рас-
смотрена следующая задача: «При одном 
цикле обзора радиолокационной станции, 
следящей за космическим объектом, объект 
обнаруживается с вероятностью p. Обнару-
жение объекта в каждом цикле происходит 
независимо от других. Найти вероятность 
того, что при m циклах объект будет обна-
ружен». В качестве решения задачи в [12] 
использована формула (3).

Воспользуемся геометрическим распре-
делением для определения необходимого 
и достаточного количества m лабораторий, 
участвующих в межлабораторных сличе-
ниях.

Вероятностная модель обнаружения  
опорного значения

Пусть p – вероятность обнаружения 
опорного значения после предоставления 
результата его измерения одной лаборато-
рией. Считаем, что каждая из участвующих 
в сличениях лабораторий получает свой 
результат независимо от других. Тогда по 
формуле (3) можно рассчитать вероятность 
F того, что опорное значение определено 
по результатам m лабораторий:

F = 1 – (1 – p)m.

Из формулы (4) следует выражение для 
числа участвующих в сличениях лаборато-
рий:

ln(1 )
.

ln(1 )
F

m
p

−
=

−
Из табл. 1 и графика на рис. 1, постро-

енного по формуле (4), видно, что суще-
ствует некоторое критическое значение mкр 
числа m такое, что при m > mкр не проис-
ходит существенного увеличения вероят-
ности обнаружения опорного значения. 
Например, при p = 0,6 нет необходимости 

(2)

(3)

(4)

(5)
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иметь более пяти лабораторий, т. к. вероят-
ность нахождения опорного значения при  
m > mкр = 5 практически равна единице.

Рассмотрим, как изменится вероятность 
F после привлечения одной новой лабора-
тории к участию в сличениях. Выражение, 
показывающее, во сколько раз вероятность 
F1 = F(m + 1) превосходит вероятность  
F = F(m), имеет следующий вид:

1
1 1 (1 ) (1 )

1 .
1 (1 ) 1 (1 )

m m

m m

F p p p
F p p

+− − −
= = +

− − − −

Из табл. 2 и рис. 2 видно, что увели-
чение числа лабораторий-участников на 
единицу приводит к незначительному ро-
сту вероятности F. Это увеличение стано-
вится еще более несущественным для всех  

m > mкр = 4. И чем больше элементарная 
вероятность p, тем более несущественным 
становится вклад новой лаборатории.

Анализ роста вероятности F  
при добавлении k дополнительных  

лабораторий в группу участников сличений

Описанное в предыдущем разделе изме-
нение вероятности F стоит оценить в более 
явном и общем виде. Обозначим через γ от-
носительный рост вероятности F в резуль-
тате добавления k дополнительных лабора-
торий в группу m участников сличений, то 
есть:

( ) ( )
,

( )
kF FF m k F m

F m F
−+ −

γ = =

где

(6)

Таблица  1

Значения вероятности F, рассчитанные по формуле (4) для различных m и p

m
Элементарная вероятность p

0,05 0,1 0,2 0,6
2 0,10 0,19 0,36 0,84
4 0,19 0,34 0,59 0,97
6 0,26 0,47 0,74 1,00
8 0,34 0,57 0,83 1,00
10 0,40 0,65 0,89 1,00
12 0,46 0,72 0,93 1,00
14 0,51 0,77 0,96 1,00
16 0,56 0,81 0,97 1,00
18 0,60 0,85 0,98 1,00
20 0,64 0,88 0,99 1,00

Рис. 1. Зависимость вероятности F от m для различных значений p, см. формулу (4)

(7)
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Fk = 1 – (1 – p)m(1 – p)k.

Из выражений (4), (7) и (8) получаем:

1 (1 )
(1 ) .

1 (1 )

k
m

m

p
p

p
− −

γ = −
− −

В табл. 3 представлены значения от-
носительного роста вероятности γ(k) для 
различных чисел m, рассчитанные по вы-
ражению (9), а на рис. 3 показаны соответ-
ствующие графики.

Как видно из данных табл. 3 и рис. 3,  
существенное увеличение вероятности 
определения опорного значения, благо-
даря привлечению дополнительных k 
лабораторий-участников, происходит толь-

ко в том случае, если элементарная вероят-
ность p мала (см. график для p = 0,05 на  
рис. 3). В этом случае зависимость γ(k) име-
ет почти линейный характер. Видно, что 
при m = 1 удвоение шансов найти опорное 
значение (т. е. когда γ увеличивается на 1 
или на 100 %) происходит при каждом уве-
личении k на 1, особенно при малых k. Од-
нако уже при m = 7 такое удвоение шансов 
происходит только при k = 10.

При p = 0,5 можно видеть, что если 
группа участников сличений состоит из 
четырех лабораторий, добавление в группу 
нового участника бесполезно, т. к. оно не 
увеличивает вероятность нахождения опор-
ного значения.

Таблица  2

Значения отношения F1/F, рассчитанные по формуле (6)  
для различных m и p 

m
Элементарная вероятность p

0,05 0,2 0,6
1 1,95 1,80 1,40
2 1,46 1,36 1,11
4 1,22 1,14 1,02
6 1,14 1,07 1,00
8 1,10 1,04 1,00
10 1,07 1,02 1,00
12 1,06 1,01 1,00
14 1,05 1,01 1,00
16 1,04 1,01 1,00
18 1,03 1,00 1,00
20 1,03 1,00 1,00

Рис. 2. Зависимость отношения F1/F от m для различных значений p, см. формулу (6)

(8)

(9)
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Рис. 3. Зависимости (для p = 0,05; 0,5 и 0,8) относительного роста вероятности γ  
от числа k дополнительных лабораторий при различных m, см. формулу (9)

γ

γ

γ
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В случае p = 0,8 можно убедиться, что 
нет необходимости в добавлении новых 
участников уже при k = 3, хотя в группу 
участников сличений входит лишь одна ла-
боратория.

Анализ данных табл. 3 и рис. 3 позво-
ляет сделать вывод о важности способа 
формирования группы участников сличе-
ний. Действительно, значения параметров  
p = 0,05, m = 2 и k = 8 дают относительный 
рост вероятности γ = 3,11, в то время как  
γ = 1,16 при m = 4 и k = 6; причем в том и 
в другом случаях общее число участников 
m + k = 10. Следовательно, комбинация 
различных m и k при их одинаковой сум-
ме обеспечивает больший выигрыш γ, если  
m < k.

Число k может быть легко определено в 
явном виде, используя выражение (7):

ln(1 ) ln(1 )
.

ln(1 ) ln(1 )
k kF F

k m m m
p F

− −
= − = −

− −

На практике число k может быть рас-
считано, исходя из известного желательно-
го или критического значения Fk. 

Конечно, элементарная вероятность p 
должна быть заранее задана или оценена. 
Задать ее значение можно, исходя из со-
ображений приемлемого риска с учетом 

мнений экспертов. Следует также исполь-
зовать малейшую возможность оценивания 
этой вероятности. Ясно, что p является па-
раметром не только геометрического, но и 
биномиального распределения. Известны 
различные методы оценивания параметра 
p биномиального распределения на осно-
ве метода максимального правдоподобия и 
метода моментов [17]. Например, оценка p  
максимального правдоподобия имеет про-
стейший вид: / ,p m n=  где n – общее чис-
ло испытаний, т. е. может быть основана 
на имеющемся опыте проведенных ранее 
испытаний [18].

При задании значения p (случай, кото-
рый нередко имеет место при практических 
расчетах [19]) следует учитывать факт, что 
часть участников сличений могут предо-
ставлять ненадежные результаты [7, 9, 10, 
20], несмотря на то, что они деклариру-
ют высокий уровень доверительной веро-
ятности при предоставлении результата  
<xi, u(xi)>. Тогда значение p следует сни-
жать на некоторый согласованный уро-
вень.

Несмотря на простоту, рассмотренная в 
статье основанная на геометрическом рас-
пределении модель, связывающая в явном 

(10)

Таблица  3

Значения относительного роста вероятности γ(k) для различных чисел m, см. выражение (9)

k

Элементарная вероятность p
0,05 0,5 0,8
m m m

1 2 4 7 1 2 4 7 1 2 4 7

1 0,95 0,46 0,21 0,11 0,5 0,17 0,03 0,004 0,2 0,03 0,0013 0

2 1,85 0,90 0,42 0,22 0,75 0,25 0,05 0,006 0,24 0,04 0,0015 0

3 2,71 1,32 0,63 0,33 0,87 0,29 0,06 0,007 0,25 0,04 0,0016 0

4 3,52 1,72 0,81 0,42 0,94 0,31 0,06 0,007 0,25 0,04 0,0016 0

5 4,30 2,09 0,99 0,52 0,97 0,32 0,06 0,008 0,25 0,04 0,0016 0

6 5,03 2,45 1,16 0,61 0,98 0,33 0,07 0,008 0,25 0,04 0,0016 0

7 5,73 2,79 1,32 0,70 0,99 0,33 0,07 0,008 0,25 0,04 0,0016 0

8 6,39 3,11 1,48 0,78 1,0 0,33 0,07 0,008 0,25 0,04 0,0016 0

9 7,02 3,42 1,62 0,86 1,0 0,33 0,07 0,008 0,25 0,04 0,0016 0

10 7,62 3,71 1,76 0,93 1,0 0,33 0,07 0,008 0,25 0,04 0,0016 0
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аналитическом виде вероятность определе-
ния опорного значения измеряемой вели-
чины с числом m лабораторий-участников 
межлабораторных сличений, позволила 
провести достаточно глубокий анализ зави-
симости вероятности определения опорно-
го значения измеряемой величины от числа 
дополнительных лабораторий, введенных 
в состав группы участников сличений. На 
основе этого анализа можно рекомендовать 
назначать число участников сличений от 
четырех до 10–15. Как правило, при таком 

количестве участников привлечение к сли-
чениям новых лабораторий не дает поло-
жительного эффекта. 

В ситуациях, когда необходимо выяв-
лять опорное значение с помощью группы 
экспертных лабораторий, за счет миними-
зации числа лабораторий в такой группе 
можно избежать значительных материаль-
ных затрат.

Базовая часть государственного задания 
«Наука» Министерства образования и науки 
РФ, проект № 2078.
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