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Ключевой момент при решении линейной задачи наименьших квадратов с линейными 
ограничениями-неравенствами – это число параметров, принадлежащих границе области, которым 
разрешено изменение на следующем шаге метода. Показано, что выведение из активного множе-
ства двух и более параметров не гарантирует успешную работу алгоритма. Теоретические результаты 
проиллюстрированы вычислительным экспериментом. Двухэтапная процедура последовательного 
квадратичного программирования была включена в качестве подсистемы в вычислительный ком-
плекс ПОИСК, решающий широкий круг задач статической устойчивости больших энергообъеди-
нений. Это обеспечивает сокращение объема вычислений на несколько порядков.

ЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ С ЛИНЕЙНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ-
НЕРАВЕНСТВАМИ; АКТИВНОЕ МНОЖЕСТВО; ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ КВАДРАТИЧНОЕ 
ПРОГРАММИРОВАНИЕ; СТАТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ.

The key point in the solution of the linear least squares problem with linear inequality constraints is 
the number of parameters belonging to the border region that are allowed to change in the next step of 
the method. It has been shown that the removal of two or more parameters from the active set does not 
guarantee for the algorithm to work successfully. The theoretical results are illustrated by computational 
experiments. A two-stage procedure of sequential-quadratic programming was included as a subsystem in 
the advanced POISK software solving a wide range of problems of steady-state stability of large power pools. 
This ensures a reduction in the amount of computations by several orders.

LINEAR LEAST SQUARES PROBLEM WITH LINEAR INEQUALITY CONSTRAINTS; ACTIVE 
SET; SEQUENTIAL-QUADRATIC PROGRAMMING; STEADY-STATE STABILITY.

Решение задачи квадратичного програм-
мирования с линейными ограничениями-
неравенствами 
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где h и f – матрицы размерностью N×N и 
M×N соответственно, уже достаточно хоро-
шо формализовано [1] и давно доведено до 
относительно успешно функционирующего 
программного обеспечения [1–4]. Однако 
актуальность повышения его эффектив-
ности не ослабевает по многим причинам. 
С одной стороны, растет размерность ре-

(1)
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Одной из целей настоящей работы явля-
ется уточнение того количества элементов, 
которое на одном шаге алгоритма может 
быть обоснованно переведено из активного 
множества в неактивное.

линейная задача наименьших квадратов  
с линейными ограничениями-неравенствами

Здесь минимизация среднеквадратично-
го критерия дополняется условием неотри-
цательности параметров минимизируемой 
функции

min ,  ,

,  ,N MR R

− ≥

∈ ∈
x

Ex f x 0

x f

где матрица E имеет размерность M×N, а 
квадрат нормы вектора – его скалярное 
произведение. Предполагается, что M >N. 
Введем индексные множества P и L с эле-
ментами целого типа, принимающими зна-
чения от 1 до N. Компоненты вектора x, 
индексированные множеством L, имеют 
значение нуль и принадлежат активному 
множеству, а переменные, индексирован-
ные множеством P, могут принимать нену-
левые значения и принадлежат неактивно-
му множеству. 

В работе [4] алгоритм решения задачи 
(2) детализируется следующим образом.

Шаг  1. Положить P := ∅ , L :=  
:={1,2, ..., }N , x := 0. 

Шаг  2. Вычислить вектор 
T: ( ).= −w E f Ex

Шаг  3. Если множество L пусто или 
0jw ≤  для всех j∈L, перейти к шагу 12.

Шаг  4. Найти такой индекс t из множе-
ства L, что max{ :t jw w j= ∈L}.

Шаг  5. Переместить индекс t из мно-
жества L во множество P.

Шаг  6. Пусть j-й столбец матрицы EP 
равен j-му столбцу матрицы E, если j∈P, 
и нулевому столбцу, если j∈L. Вычислить 
вектор z как решение задачи наименьших 
квадратов EP .⋅ ≅z f  Эта задача определяет 
только компоненты z для j∈P. Остальные 
компоненты полагаются нулевыми.

Шаг  7. Если все ненулевые компонен-
ты z положительны, то задать x:=z и перей-
ти к шагу 2.

Шаг  8. Среди всех j∈P, для которых 

шаемых задач. С другой стороны, большую 
популярность получил подход последова-
тельного квадратичного программирова-
ния (SQP), когда для исходной нелинейной 
минимизируемой функции на каждом шаге 
строится соответствующая аппроксимация 
и решается задача (1). Как итог, задача (1) 
решается многократно. Подробно механизм 
последовательного квадратичного програм-
мирования описан в работе [1]. 

В формуле (1) ограничения называются 
активными (или сдерживающими) и образу-
ют активное множество, если в соответству-
ющих строках условий ≥fx b  выполняется 
равенство, и неактивными с образованием 
неактивного множества, если в этих стро-
ках имеет место строгое неравенство. 

Анализ различных многочисленных ал-
горитмов решения задачи (1), включая до-
веденных до использующегося программ-
ного обеспечения [2–4], показывает, что 
основным их отличием является механизм 
перевода элементов из активного множе-
ства в неактивное до тех пор, пока это яв-
ляется возможным, и точка минимума не 
достигнута. При этом в большинстве пу-
бликуемых работ нет строгих доказательств 
их сходимости и оценки эффективности. 
Чаще ограничиваются сравнением алгорит-
мов друг с другом на какой-то традицион-
ной коллекции тестовых примеров. Поэто-
му большой интерес вызывает линейная 
задача наименьших квадратов с линейны-
ми ограничениями-неравенствами (NNLS), 
являющаяся частным случаем задачи (1), и 
для которой в [4] дан не только детальный 
алгоритм решения, но и строгое доказа-
тельство его сходимости. 

Многочисленные приложения метода 
наименьших квадратов можно найти в тео-
рии управления, математическом програм-
мировании, математике, физике, статисти-
ке, экономике и пр. 

Авторы метода, реализованного в алго-
ритме GPCG [2], в отличие от многих других 
предлагают эвристическую процедуру вы-
ведения из активного множества на каждом 
шаге одновременно многих параметров. Если 
бы это оказалось обоснованным, хотя бы для 
задачи (2), эффективность процедуры поиска 
минимума была бы заметно повышена.

(2)
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компоненты вектора z не положительны, 
найти индекс q∈P, такой что

min .q j

q q j j

x x

x z x z

  =  
− −  

Шаг  9. Положить .q

q q

x

x z
α =

−

Шаг  10. Положить : ( ).= + α −x x z x
Шаг  11. Переместить из множества P в 

множество L все индексы j∈P, для которых 
xj = 0. Перейти к шагу 6.

Шаг  12. Конец работы алгоритма.
Полученный таким образом вектор x и 

двойственный вектор w удовлетворяют усло-
виям известной теоремы Куна–Таккера, 
гарантирующим тот факт, что полученный 
вектор x является решением задачи (2).

Для доказательства сходимости алгорит-
ма ключевыми являются шаги 4–6, на кото-
рых индекс t определяет номер компонен-
ты, еще не представленной во множестве P, 
которая обязательно будет положительной, 
если ввести ее в решение. Существенный 
момент – это одновременный ввод только 
одной компоненты. На то, что именно для 
одной вводимой в P компоненты можно 
обеспечить сходимость алгоритма, указы-
вает следующая доказанная в [4] теорема.

теорема 1. Пусть матрица A ранга N 
имеет размерность M x N, ω  – скалярная 
величина, b – вектор размерности M, для 
которого выполняется условие

T

0

...
,  0,

0

 
 
 ⋅ = ω >
 
 
ω 

A b

то есть N–1 компонента вектора в правой 
части (3) равна нулю.

Пусть также x  – решение задачи наи-
меньших квадратов 

( , ) min .− − →Ax b Ax b

Тогда последняя компонента вектора x  
положительная ( 0).Nx >

Доказательство. Пусть Q – ортогональ-
ная матрица размерности M×M, аннулиру-
ющая поддиагональные элементы в первых 
N–1 столбцах A, то есть

1 1,  ,  ,N M NR R− − + 
⋅ = ∈ ∈ 

 

R s
Q A s t

0 t

где s и t – векторы соответствующей раз-
мерности, а R – верхняя треугольная ма-
трица размерности (N–1)×(N–1). Она не 
вырождена, так как A имеет полный столб-
цовый ранг, равный N. Матрица Q вычис-
ляется аналогично тому, как это делается 
при построении QR-разложения, напри-
мер, используя преобразования Хаусхолде-
ра или Гивенса [5, 6]. 

Введем также векторы u и v:

1 1,  ,  .N M NR R− − + 
= ⋅ ∈ ∈ 

 

u
Q b u v

v

Учитывая (4), получаем
T

T T T
T T

( ) ,
 

⋅ = =  
 

R 0
Q A A Q

s t
и с учетом (5) формула (3) преобразуется к 
виду

T T T

T T

T T T T

( )( )

.

⋅ = ⋅ ⋅ =

   ⋅   
= ⋅ = =      ω⋅ + ⋅      

A b A Q Q b

u 0R 0 R u
vs t s u t v

Из этой формулы непосредственно сле-
дует, что u = 0, а T 0.⋅ = ω >t v

Теперь обратимся к задаче наименьших 
квадратов. Разделим вектор x на подвекто-
ры 

*
* 1,  ,N

N

R
x

− 
= ∈ 
 

x
x x

и будем минимизировать квадрат длины 
вектора невязки с учетом u = 0

* *

( , ) ( ( ), ( ))

, min .N N

N N

x x

x x

− − = − − =

    + +
= →     − −    

Ax b Ax b Q Ax b Q Ax b

Rx s Rx s

t v t v

Условие * *( , ) minN Nx x+ + →Rx s Rx s  
определяет вектор * 1 ,Nx−= −x R s  а условие 
( , ) minN Nx x− − →t v t v  гарантирует поло-
жительность xN

T

T T
0,N

t v
x

t t t t
ω

= = >

что и доказывает теорему.
Сходимость алгоритма в таком случае 

очевидна, т. к. каждый шаг алгоритма со-

(4)

(3)

(5)

(6)
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кращает число индексов во множестве P, и 
число шагов является конечным.

Как уже отмечалось, при решении общей 
задачи квадратичного программирования с 
линейными ограничениями-неравенствами 
(1) практическая успешность многих про-
граммных продуктов не сопровождается 
строгими доказательствами сходимости ал-
горитмов и оценкой эффективности. При 
этом, если алгоритмы BVLS [4], QPROG 
[3] и включенный в состав MatLab алго-
ритм QP [1], аналогично изложенному ме-
тоду решения задачи (2), на каждом шаге 
выводят из активного множества только 
одну переменную, то в алгоритме GPCG [2] 
реализована эвристическая процедура вы-
ведения одновременно многих параметров. 
Если бы это оказалось обоснованным, хотя 
бы для задачи (2), эффективность проце-
дуры поиска минимума была бы заметно 
повышена. К сожалению, в общем случае 
это не так [7]. Уже для двух параметров по-
ложительный эффект не гарантирован. Это 
непосредственно следует из предлагаемой 
теоремы 2.

теорема 2. Пусть матрица A ранга N 
имеет размерность M×N, 1ω  и 2ω  – скаляр-
ные величины, b – вектор размерности M, 
для которого выполняется условие

T
1 2

1

2

...

,  , 0,

 
 
 
 ⋅ = ω ω >
 
ω 
 ω 

0

A b 0

то есть N–2 компонента вектора в правой 
части (7) равна нулю.

Пусть также x  – решение задачи наи-
меньших квадратов 

( , ) min .− − →Ax b Ax b

Тогда последние две компоненты век-
тора x   

1(  и )N Nx x−  не обязаны быть одно-
временно положительными.

Доказательство. Следуя схеме доказа-
тельства теоремы 1, пусть Q – ортогональ-
ная матрица размерности M×M, аннулиру-
ющая поддиагональные элементы в первых 
N–2 столбцах A, то есть

,
 

⋅ =  
 

R s
Q A

0 t

где s и t – на этот раз матрицы размерности 
(N–2)×2 и (M–N+2)×2 соответственно, а  
R – верхняя треугольная матрица размер-
ности (N–2)×(N–2). Она не вырождена,  
т. к. A имеет полный столбцовый ранг, рав-
ный N. 

Введем также векторы u и v:

2 2,  ,  .N M NR R− − + 
= ⋅ ∈ ∈ 

 

u
Q b u v

v

Учитывая (8), получаем:
T

T T T
T T
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и с учетом (9) формула (7) преобразуется к 
виду:
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Теперь обратимся к задаче наименьших 
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и будем минимизировать квадрат длины 
вектора невязки с учетом u = 0
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определяет вектор 1* 1 ,N

N

x

x
−−  

= −  
 

x R s  а из 
условия 

1 1, minN N

N N

x x

x x
− −    

− − →         
t v t v

следует выражение для оптимального зна-

чения вектора 1N

N

x

x
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1 1T 1 T T 1
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x

x
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= ⋅ =   ω   
t t t v t t

Элементы симметрической матрицы 
T 1( )−t t  размерностью 2×2 

T 1( )
a c

c b
−  
=  
 

t t

могут принимать относительно произ-
вольные значения, и, например, при от-
рицательных значениях элемента c, даже 
условие 1 2, 0ω ω >  не гарантирует одновре-
менной положительности компонент век-

тора 1 ,N

N

x

x
− 

 
 

 что и доказывает теорему.

Таким образом, процедура вывода из 
активного множества более одной пере-
менной на шаге (в частности в алгоритме 
GPCG [2]) сохраняет эвристический харак-
тер и не гарантирует выигрыша по сравне-
нию с алгоритмом, изложенным в [4]. Это 
показывают и вычислительные экспери-
менты следующего параграфа при решении 
реальных прикладных задач.

Процедура последовательного  
квадратичного программирования в задаче 

обеспечения устойчивости режимов больших 
энергообъединений

Иллюстрация сделанных выводов была 
выполнена при решении важной приклад-
ной задачи численного поиска значений 
параметров систем регулирования, обеспе-
чивающих требуемые демпферные свойства 
больших энергообъединений для заданной 
совокупности ее режимов. Для решения 
широкого круга задач в области статической 
устойчивости в СПбПУ был разработан вы-
числительный комплекс ПОИСК, получив-
ший широкое признание у нас в стране и 
за рубежом и нашедший свое применение 

во многих научно-исследовательских и 
проектных организациях России, Австра-
лии, Китая. Первые алгоритмы, положен-
ные в его основу, были предложены около 
тридцати лет назад [8–11] и получили свое 
развитие в более поздних работах [12–15]. 
Одна из подсистем комплекса реализовала 
формализованный численный поиск еди-
ной настройки регуляторов для совокупно-
сти режимов ЭЭС. С этой целью в линеа-
ризованной модели

( ) ,
d
dt

=
x

A k x

где k – вектор параметров системы управ-
ления и A – матрица состояния системы, 
необходимо было обеспечить смещение 
влево на комплексной плоскости группы 
собственных значений iλ  матрицы A. Уже 
в первых версиях ПОИСКа описанная про-
цедура имела формализованный характер 
и позволяла полностью автоматизировать 
процесс выбора параметров управления. 
Однако каждое вычисление специальной 
минимизируемой функции качества было 
связано с решением полной проблемы соб-
ственных значений для матрицы состоя-
ния системы (12) на основе QR-алгоритма. 
Учитывая рост трудоемкости последнего в 
кубической зависимости от размерности 
матрицы [5, 16], для моделей больших энер-
госистем объем вычислений непреодолимо 
возрастает. Устранить эти недостатки и зна-
чительно сократить объем вычислений по-
зволяет следующий подход, базирующийся 
на двухэтапном методе последовательного 
квадратичного программирования. 

Введем следующие обозначения. Пусть 

0k  – начальное значение вектора варьируе-
мых параметров, ∆k  – вектор их прираще-
ний, iα  – вещественные части собствен-
ных значений, взятые с обратным знаком 
( ),i i iλ = −α + ωj  α – вектор, содержащий iα  
интересующей группы собственных зна-
чений, смещение которых в комплексной 
плоскости будет контролироваться, Δα – 
вектор желаемых их приращений.

Введем также матрицу чувствительности 

h с элементами ,i
ij

j

h
k
∂α

=
∂

 получающимися 

по хорошо известным формулам:

(11)

(12)
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T T/ ( )i
i i i i

j jk k
∂λ ∂

=
∂ ∂

A
v u v u ,

Re .i i

j jk k

 ∂α ∂λ
= −   ∂ ∂ 

Здесь A – матрица системы, i i iλ = −α + ωj 
i i iλ = −α + ωj  – ее собственные значения, ,i iu v  – 

собственные векторы матриц A и AT соот-
ветственно.

Первый этап алгоритма требует решать 
на каждом шаге следующую задачу квадра-
тичного программирования:

min⋅ ∆ − − ∆α →h k p

min max,  .≥ ∆ ≤ ∆ ≤ ∆p 0 k k k

Ограничения на ∆k  диктуются, в пер-
вую очередь, областью корректности ква-
дратичной модели. Кроме того, имеются и 
естественные технологические ограничения 
на диапазон изменения параметров. Введе-
ние вспомогательного вектора p разрешает 
неограниченное изменение влево контро-
лируемой группы собственных значений, 
входящих в вектор α.

В ряде случаев задача (14) может иметь 
не одно решение. При этом максималь-
ный интерес вызывает то, которое имеет 
наименьшую длину ,∆k  что повышает 
точность используемой аппроксимации. 
Поэтому после получения решения (14), 
обозначаемого как *,∆k  предлагается об-
ратиться к еще одной задаче квадратичного 
программирования

*

min max

min,  ,  

,

∆ → ⋅ ∆ ≥ ∆α

∆ ≤ ∆ ≤ ∆

k h k

k k k

и процедура выполнения одного шага алго-
ритма становится двухэтапной. На втором 
этапе минимизируется величина ∆k  при 
условии, что ∆h k  принимает значения не 
меньше ∆α** *,∆α = ∆h k  где ∆α* – смещение до-
минирующей совокупности собственных 
значений, достигнутое на первом этапе при 
решении (14). Эта двухэтапная процедура 
легко распространяется и на случай выбора 
единой настройки регуляторов для сово-
купности режимов работы энергосистемы.

Следует отметить, что размерность век-
тора ∆α* невелика. Она заметно меньше раз-

мерности вектора переменных состояния x 
системы (12). Решение задач (14) и (15) со-
ставляет один шаг метода последовательного 
квадратичного программирования. Началь-
ные значения mink  и maxk  могут оказаться 
относительно малыми или слишком больши-
ми. В первом случае на следующем шаге эти 
величины могут быть увеличены, а во вто-
ром – уменьшены. Итоговая трудоемкость 
всей процедуры определяется общим числом 
шагов, необходимых для выполнения задан-
ных требований по демпфированию.

Предложенный алгоритм был включен 
в вычислительный комплекс ПОИСК. Це-
лью исследований в настоящем разделе яв-
лялась сравнительная оценка эффективно-
сти методов решения задачи квадратичного 
программирования (14). Вычислительные 
эксперименты [7] проводились для четырех 
уже упомянутых широко известных алго-
ритмов: BVLS [4], QPROG [3], включенный 
в состав MatLab алгоритм QP [1] и GPCG 
[2]. Первые три из них реализуют «осто-
рожную стратегию» и на каждом шаге вы-
водят из активного множества только одну 
переменную. Доводами в их пользу являет-
ся гарантированная теоремой 1 сходимость 
линейной задачи наименьших квадратов с 
линейными ограничениями-неравенствами. 
В последнем же алгоритме GPCG реализо-
вана эвристическая процедура выведения 
одновременно многих параметров. На то, 
что она может оказаться неэффективной в 
ряде случаев, указывают результаты теоре-
мы 2. 

Исследования проводились на двух мо-
дельных примерах. В первом случае это была 
тестовая схема, предложенная институтом 
Энергосетьпроект [17], включающая ли-
нию напряжения 1150 кВ протяженностью 
2400 км. Она содержит 12 эквивалентных 
генераторов, 8 из которых оснащены ав-
томатическими регуляторами возбуждения 
сильного действия. Число узлов схемы –  
63, число нагрузок – 35. Количество диф-
ференциальных уравнений модели варьи-
руется от 46 до 150 в зависимости от под-
робности моделирования. Анализировались 
пять режимов работы схемы. Количество 
параметров (вектор ∆k в задаче (14)) дости-
гало 32, а размерность вектора p, отражаю-

(14)

(15)

(13)

*Дб
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щего контролируемую группу собственных 
значений, варьировалась в диапазоне от 18 
до 49. Соответствующую размерность име-
ла и матрица h (от 18×32 до 49×32). 

Во втором случае это была стандартная 
тестовая схема New England [18] общества 
IEEE, широко использующаяся при реше-
нии системных задач в области устойчиво-
сти и управления. Число генераторов – 10, 
из которых 9 моделируются подробно с уче-
том демпферных контуров. Число узлов –  
39, число нагрузок – 18. Дифференциаль-
ный порядок в зависимости от подробно-
сти моделирования составляет от 87 до 160. 
Помимо «базового» режима работы здесь 
рассматривались еще три дополнительных 
режима, очень тяжелые по устойчивости и 
неустойчивые при отсутствии системных 
стабилизаторов. Здесь число компонент 
вектора ∆k  в задаче (14) достигало 32, а 
размерность вектора p варьировалась в диа-
пазоне от 18 до 36. Размерность матрицы h 
изменялась в пределах от 18×32 до 36×32. 

Все режимы обеих схем уже много-
кратно исследовались и оптимальные на-
стройки для различных вариантов ранее 
уже были найдены. Предлагаемая проце-
дура для всех четырех различных алгорит-
мов (GPCG, BVLS, QPROG, QP) решения 
задачи (14) позволила достичь необходи-
мой точности и получить оптимальные 
значения параметров АРВ. Временные 
характеристики также показали их соиз-
меримую эффективность и невозможность 
однозначно предпочесть какой-либо из 
них. Таким образом, никакой выгоды от 
выведения одновременно многих параме-
тров из активного множества в алгоритме 
GPCG не наблюдалось. 

В дополнение следует отметить, что 
трудоемкость двухэтапной процедуры (14), 
(15) для любого из рассмотренных четырех 
алгоритмов оказалась меньше в несколько 
сотен раз в зависимости от варианта реше-
ния задачи по сравнению с методом пред-
ыдущей версии ПОИСКа, требующим на 
каждом шаге вычисления всех собственных 
значений QR-алгоритмом. Такой большой 
выигрыш продиктован следующими факто-
рами. Трудоемкость одного шага процеду-
ры последовательного квадратичного про-

граммирования в основном определяется 
объемом вычислений для построения ма-
трицы h, что требует однократного реше-
ния полной проблемы собственных значе-
ний QR-алгоритмом для матрицы порядка 
160×160. Число таких шагов невелико и в 
рассматриваемых тестах не превышало 10. 
В то же время предыдущий алгоритм тре-
бовал многие сотни, а иногда и тысячи ша-
гов, каждый из которых требовал пересчета 
всех собственных значений. 

Следует отметить, что порядок диффе-
ренциальных уравнений в тестовых схемах 
не является пределом для предложенного 
метода. Для моделей энергосистем с не-
сколькими тысячами дифференциальных 
уравнений его эффективность по сравнению 
с ранее использовавшимися алгоритмами 
ожидается еще выше. Это позволит зна-
чительно расширить возможности вычис-
лительного комплекса ПОИСК, увеличить 
размеры исследуемых энергообъединений и 
не только решать задачи эффективного вы-
бора настроек регуляторов, но и на новом 
уровне обращаться к таким разнообразным 
проблемам, как 

анализ свойств протяженных энерго- •
объединений [19–25] (возникновение в них 
низкочастотных колебаний, оценка роли 
управляемых шунтирующих реакторов и др.);

ранжирование нагрузок по их влия- •
нию на статическую устойчивость [26, 27];

обоснованное упрощение моделей  •
[28, 29] и синтез новых законов управления 
[30, 31];

учет неопределенности параметров  •
энергосистемы, оценка чувствительности 
запасов по устойчивости к вариации режи-
мов работы, решение ряда проблем адап-
тации при управлении статической устой-
чивостью больших энергообъединений  
[32, 33] и пр.

Для линейной задачи наименьших 
квадратов с линейными ограничениями-
неравенствами доказана теорема о том, что вы-
ведение из активного множества двух и более 
параметров не гарантирует успешную работу 
алгоритма. Разработанная двухэтапная про-
цедура последовательного квадратичного про-
граммирования включена в качестве подси-
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