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SYNThESIS AND MuLTIOBJECTIVE OPTIMIZATION  
OF NONLINEAR QuASI TIME–OPTIMAL DIgITAL CONTROLLERS

изложена методика синтеза и многокритериальной параметрической оптимизации позицион-
ных следящих систем с квазиоптимальными по быстродействию цифровыми регуляторами на осно-
ве компьютерного зондирования и выбора парето-оптимальных настроек их параметров. приведен 
пример оптимизации нелинейного цифрового регулятора следящей системы с линейным объектом 
управления.

пОЗициОнные слеДяЩие системы; КВаЗиОптимальнОе пО быстрОДей-
стВиЮ УпраВление; синтеЗ циФрОВых реГУлятОрОВ; мнОГОКритериальная 
параметричесКая ОптимиЗация; ЗОнДирОВание; паретО-реШения.

in this paper some formulations of synthesis and multiobjective parameter optimization problems of 
digital servo systems with quasi time-optimal controllers are discussed and computer-aided techniques based 
on searching the Pareto-solutions are proposed. A practical example is given to demonstrate the multiobjective 
parameter tuning of nonlinear digital controller for servo system with linear plant.

roboT MoTion conTrol SYSTeMS; inverSe KineMATic ProbleMS; iTerATive 
MeTHoDS; AlgoriTHM convergence; regulAriZATion.

Для позиционных следящих систем от-
работка входных воздействий и внешних 
возмущений ступенчатого вида являются 
характерными режимами их работы, в ко-
торых требуется обеспечивать максимально 
возможное быстродействие динамических 
процессов при отсутствии перерегулиро-
вания и высокую статическую точность. 
В многоконтурных следящих системах во 
внутренних контурах момента и скорости 
обычно применяются линейные пи и пиД-
регуляторы, обеспечивающие стабилизацию 
процессов при действии нестационарных 
параметрических и внешних возмущений. 
регуляторы внешних контуров положения с 
линейными или нелинейными структурами 
ответственны за точность, быстродействие 
и качество переходных процессов управле-
ния выходными координатами. их синтез 
часто проводят по упрощенным моделям 
объектов управления (ОУ), включающим 

в себя линеаризованные модели предвари-
тельно оптимально настроенных (синтези-
рованных) замкнутых контуров скорости.

математически синтез нелинейного 
оптимального по быстродействию циф-
рового управления формулируется как за-
дача перевода вектора состояния объекта 
управления [ 1] [ ] [ ]X n A X n B u n+ = ⋅ + ⋅  из 
начального положения X(0) в конечное 
X(N) = 0 за минимальное число периодов 
дискретности переходного процесса и на-
хождения соответствующего управления 
u[n], n = 0, 1, …, N–1, минимизирующего 
критерий  ( )J u N=  с учетом ограничений 
на амплитуду управления 0[ ]u n U≤  [1].  
В такой постановке задача синтеза решает-
ся методами, базирующимися на принципе 
максимума или динамического программи-
рования [1, 2, 8, 9].

Однако синтезированный теоретиче-
скими методами алгоритм оптимального 
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управления в виде нелинейной функции 
непрерывного или дискретного времени 
требует измерения или наблюдения пол-
ного вектора состояния объекта. получить 
аналитические выражения для оптималь-
ного регулятора в замкнутой системе мож-
но только для линейных объектов второго 
или третьего порядка [2, 3]. Для систем с 
линейными ОУ более высокого порядка и 
нелинейными объектами возможен лишь 
синтез квазиоптимальных регуляторов  
[4, 7]. Однако на практике из-за противо-
речивости критериев, оценивающих пока-
затели динамических процессов в контуре 
положения, возникающих при действии 
входных и возмущающих воздействий, 
приходится осуществлять компромиссную 
настройку параметров таких нелинейных 
регуляторов. 

В [5] изложена методика последова-
тельной многокритериальной (мК) опти-
мизации нелинейных цифровых систем 
автоматического управления (саУ) с ите-
рационной скалярной оптимизацией на 
начальных этапах для локализации парето-
области, проведением зондирования про-
странства параметров регулятора и выбором 
решений в ограниченной ее окрестности. В 
[6] предложена методика многокритериаль-
ной настройки параметров типовых цифро-
вых регуляторов пи и пиД-типа в систе-
мах стабилизации и следящих системах в 
различных динамических режимах с учетом 
нелинейностей и при действии внешних 
возмущений.

ниже рассматриваются постановки за-
дач структурно-параметрического синтеза 
цифровых регуляторов, квазиоптималь-
ных по быстродействию, формулируются 
критерии для их векторной оптимизации 
и предлагается методика поиска парето-
оптимальных настроек параметров таких 
нелинейных регуляторов на основе пря-
мого зондирования с оцениванием пока-
зателей переходных процессов в цифровых 
следящих системах при действии входных 
и внешних возмущений по результатам 
дискретно-непрерывного моделирования. 
при оптимизации следует также учитывать 
нелинейности в ОУ и особенности циф-
ровой реализации регуляторов. примене-

ние методики иллюстрируется на примере 
парето-оптимальной настройки параметров 
регулятора положения цифровой следящей 
системы с линейным объектом управления 
третьего порядка.

задачи структурно-параметрического син-
теза квазиоптимальных цифровых регулято-
ров. Управление будет приближенно опти-
мальным в смысле критерия максимального 
быстродействия в тех случаях, когда:

синтез системы проведен с использо- •
ванием редуцированной линейной модели 
объекта управления;

алгоритм управления, полученный в  •
результате синтеза, упрощен при его реа-
лизации;

при синтезе системы изначально вы- •
брана упрощенная структура регулятора.

В последнем случае математическая 
строгость задачи оптимального синтеза 
снижается, т. к. структура регулятора вы-
бирается заранее из конечного множества 
возможных вариантов.

с практической точки зрения наиболь-
ший интерес представляют следующие два 
подхода к синтезу квазиоптимальных циф-
ровых регуляторов.

Дискретизация оптимального регулятора, 
синтезированного для редуцированного линей-
ного объекта управления. алгоритм непре-
рывного оптимального по быстродействию 
регулятора имеет вид

0( ) sign ( ( ), ( )),u t U S e t у t= ⋅

где e(t) – ошибка системы; ( 1) T( ,  , ...,  )mу у у у −=  

( 1) T( ,  , ...,  )mу у у у −=    – вектор производных выходной 
координаты; ( , )S e у  – поверхность пере-
ключения; U0 = const.

Для линейных объектов управления 
второго порядка (m = 2) аналитическая ли-
ния переключения проста для реализации 
и, если период дискретности T0 достаточно 
мал, то при конечно-разностной аппрок-
симации производных в алгоритме (1) дис-
кретный алгоритм будет обеспечивать про-
цессы, близкие к оптимальным.

В случае линейных объектов управления 
высокого порядка и нелинейных объектов 
предпочтительнее второй подход.

Синтез дискретного квазиоптимального 
регулятора с упрощенной структурой. алго-

(1)
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ритм такого регулятора может иметь сле-
дующий вид:

0[ ] [ ] sign ( [ ], [ ]),au n U n S e n y n= ⋅

где 1 T[ ] ( [ ],  ...,  [ ])my n y n y n−= ∇ ∇  – век-
тор разностей выходной координаты;  

( [ ], [ ])aS e n y n  – аппроксимированная по-
верхность переключения.

при релейном цифровом управлении, 
когда U0[n] = const, обычно возникают 
нежелательные колебания выходной ко-
ординаты ОУ при пересечениях фазовой 
траекторией поверхности переключения 
и в окрестности начала фазовых коорди-
нат. используя управление, при котором  
U0[n] = var, можно минимизировать или 
полностью исключить такие колебания.

В общем случае предполагается, что для 
алгоритма (2) поверхность переключения 
определяется сначала в табличной форме 
по результатам моделирования ОУ, а затем 
аппроксимируется квадратичной, кубиче-
ской или более сложной нелинейной по-
верхностью [2].

структурная схема цифровой следящей 
системы с квазиоптимальным по быстродей-
ствию регулятором представлена на рис. 1,  
где g[n], y[n] – входное воздействие и вы-
ходная координата; e[n] – ошибка системы; 
f(t) – внешнее возмущение.

цифровой регулятор содержит: рб – 
разностный блок; Фп – функциональный 
преобразователь; рЭ – релейный элемент; 
Эо – фиксатор (экстраполятор нулевого по-
рядка); T0 – период квантования сигналов 
по времени.

Этапы синтеза квазиоптимальных цифро-

вых регуляторов. Компьютерный синтез ре-
гулятора включает в себя следующие пять 
этапов.

1. Дискретизация непрерывной модели 
объекта управления. Дискретная модель 
объекта позволяет определять поверхность 
переключения непосредственно в про-
странстве дискретных фазовых координат 
без конечно-разностной аппроксимации 
производных.

2. Определение поверхности переклю-
чения в табличной форме. В качестве такой 
поверхности может быть выбрано семей-
ство фазовых траекторий объекта, проходя-
щих через начало координат, определяемых 
путем дискретного моделирования ОУ при 
ненулевых начальных условиях.

3. аппроксимация табличной поверхно-
сти переключения. с точки зрения упроще-
ния реализации регулятора практический 
интерес представляет квадратичная аппрок-
симация поверхности переключения:

T T
i ii( [ ], [ ]) [ ] [ ] [ ] [ ],aS e n y n e n y n y n y n= − β − β

где iβ  – (m–1)-вектор и iiβ  – (m–1)x(m–1)- 
матрица коэффициентов, которые могут 
быть определены, например, регрессион-
ным методом.

В частности, квадратичная линия пере-
ключения, симметричная относительно на-
чала координат [ ]e n  и [ ],y n∇  имеет вид

1 2

( [ ], [ ])

[ ] [ ] ( [ ] [ ]),
aS e n y n

e n y n y n y n

∇ =

= − β ⋅ ∇ − β ⋅ ∇ ⋅ ∇

где параметры 1β  и 2β  можно найти, решая 
соответствующую систему алгебраических 
уравнений с прямоугольной матрицей

(2)

рис. 1. структурная схема квазиоптимальной цифровой следящей системы

(3)

(4)
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регрессионная 2N × -матрица yA∇  и 
N-вектор eB  составляются по табличным 
данным. псевдорешение переопределенной 
системы (5) имеет следующий вид:

T 1 T( ) .y y y eX A A A B−
∇ ∇ ∇= ⋅ ⋅ ⋅

Ошибка аппроксимации будет зависеть 
не только от кривизны фазовых траекторий 
объекта, но и от обусловленности матрицы 

T( ).
y y

A A∇ ∇⋅
4. модификации структуры цифрового 

регулятора. Выбирая тот или иной вариант 
изменения амплитуды релейного элемента 
U0[n] в фазовом пространстве, можно полу-
чать разные алгоритмы квазиоптимальных 
регуляторов.

Управляющее воздействие можно  •
уменьшать по мере приближения к началу 
фазовых координат

1
0 0[ ] ( [ ] [ ] [ ]),mU n K e n y n y n−= ⋅ + ∇ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∇

в простейшем варианте 0 0[ ] [ ] .U n K e n= ⋅
более «мягкое» управление в окрест- •

ности поверхности переключения можно 
получать, когда

0 0[ ] ( [ ], [ ]) ,aU n K S e n y n= ⋅

что эквивалентно аппроксимации релейно-
го элемента нелинейной функцией satura-
tion (насыщение)

0[ ] sat( ( [ ], [ ])),au n K S e n y n= ⋅

где 0K  – коэффициент передачи на ее ли-
нейном участке с ограничением модуля 
управляющего воздействия [ ]u n  на задан-
ном уровне max .U

5. параметрическая оптимизация ре-

гулятора. из-за ошибок аппроксимации 
поверхности переключения, а также для 
исключения нежелательного скользяще-
го режима, необходима оптимизация па-
раметров квазиоптимального регулятора 
итерационными численными методами с 
использованием линейной или нелиней-
ной модели ОУ. предварительную оптими-
зацию можно проводить по интегральным 
критериям, а заключительную многокрите-
риальную – по совокупности показателей 
переходных процессов в замкнутой цифро-
вой следящей системе.

Постановка задачи мк-оптимизации 
цифровых квазиоптимальных по быстродей-
ствию следящих систем. В зависимости от 
назначения следящей системы векторные 
критерии могут составляться из различных 
пар частных критериев  T

1 2( ) [ ,   ] ,iF f fθ =  за-
висящих от значений θ  – вектора настраи-
ваемых параметров регулятора.

Векторный критерий может включать 
в себя интегральные квадратичные оценки 
переходного процесса произвольного вида, 
вычисляемые в дискретном времени:

2 2
1

0 0

1 1
( ) [ ],  [ ] min,

N N

n n

F e n u n
N N= =

 
θ = → 

 
∑ ∑

где e[n] = (g[n] – y[n]) – ошибка систе-
мы; u[n] – управляющее воздействие; N – 
число периодов дискретности протекания 
переходного процесса. первый частный 
критерий косвенно оценивает быстродей-
ствие системы, а второй – энергозатраты 
на управление.

В следящих системах должны оцени-
ваться прямые показатели переходного 
процесса по входному воздействию:

 T
2( ) [ ,  ] min,gF Tθ = σ →

где gT  – время переходного процесса; σ  –  
перерегулирование. но в случаях сильно ко-
лебательной или расходящейся переходной 
характеристики системы они не могут быть 
определены по результатам моделирования.

Векторный критерий должен содержать 
также оценки показателей инвариантности 
системы, определяемых при действии сту-
пенчатого внешнего возмущения:

T
3 max( ) [ ,  | | ] min,f fF T eθ = →

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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рис. 2. модель контура положения квазиоптимальной цифровой следящей системы

где Tf – время переходного процесса по 
возмущению; max| |fe  – соответствующая 
максимальная динамическая ошибка.

Указанные выше критерии необходимо 
оценивать при проведении зондирования 
динамики в пространстве параметров ре-
гуляторов с моделированием процессов в 
цифровой следящей системе в следующих 
двух режимах:

при ступенчатом входном воздействии  •
g[n] и нулевом внешнем возмущении f(t);

при действии ступенчатого внешнего  •
возмущения f(t).

В конкретных задачах оптимизации пол-
ный векторный критерий может формиро-
ваться из разных комбинаций пар частных 
критериев (8)–(10), а также из других кри-
териев, оценивающих точностные показа-
тели следящей системы в контурном режи-
ме ее работы [5]. 

Пример мк-оптимизации цифрового 
квазиоптимального по быстродействию ре-
гулятора. на рис. 2 представлена схема 
Simulink-модели контура положения следя-

щей системы с линейным объектом управ-
ления третьего порядка

2 2
( ) ,

( 2 1)
К

W s
T s Ts s

=
+ ξ +

в котором внутренний контур скорости 
представлен колебательным звеном с пара-
метрами 11, 0 c ; 0, 05 c.K T−= ⋅ =  структура 
цифрового регулятора положения (рис. 3) 
соответствует алгоритму (7) с квадратичной 
линией переключения (4). Внешнее воз-
мущение имитируется резким снижением 
скорости при ступенчатом возмущении f(t) 
при приеме внешней нагрузки.

Для оптимизации регулятора положе-
ния было проведено прямое зондирова-
ние его динамики на случайной сетке в 
пространстве трех параметров 1 2 0( ,  ,  )Kβ β  
с оцениванием критериев (8)–(10) в со-
ответствующих переходных процессах.  
на рис. 4 представлены выделенные три 
варианта результатов зондирования, для 
которых параметры регулятора имеют сле-
дующие значения:

рис. 3. макроблок регулятора
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(1) 1β  = 0,0800; 2β  = 0,0017; 0K  = 54,4534

(2) 1β  = 0,0619; 2β  = 0,0030; 0K  = 28,5422

(3) 1β  = 0,0534; 2β  = 0,0088; 0K  = 24,7685

на рис. 5 приведены кривые соответ-
ствующих квазиоптимальных переходных 
процессов и фазовых портретов. 

Выбранные варианты значений пара-
метров регулятора положения являются 
парето-оптимальными: 2 и 3 – по крите-
рию 1;F  1 – по критериям 2F  и 3.F  на-

стройка по первому варианту обеспечивает 
достижение максимального быстродействия 
при отсутствии перерегулирования в пере-
ходном процессе по входному воздействию. 
Однако по критерию ,uJ  оценивающему 
энергозатраты на управление, такая на-
стройка не является парето-оптимальной.

Заметим также, что статическая ошиб-
ка, возникающая в переходном процессе 
при внешнем возмущающем воздействии, 
в реальных следящих системах будет устра-
няться пи-регулятором внутреннего кон-

рис. 4. результаты зондирования

рис. 5. Варианты настройки регулятора 
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тура скорости, обеспечивающим в системе 
астатизм второго порядка.

по изложенной выше методике можно 
сделать следующее заключение.

Определение на завершающем эта-
пе синтеза квазиоптимальных по быстро-
действию цифровых регуляторов парето-
оптимальных значений их параметров по 
критериям (8)−(10) является практически 
важной задачей, т. к. они потенциально 
обеспечивают наилучшие показатели в по-
зиционном режиме работы следящих си-
стем.

Векторная оптимизация, в отличие от 
скалярной оптимизации по эталонным 
моделям или по интегральному критерию 
с субъективно задаваемыми весовыми ко-
эффициентами, позволяет принимать по 
результатам зондирования объективные 
компромиссные и технически рациональ-
ные решения по настройке параметров ре-
гуляторов.

предложенная методика имеет общий 
характер, поскольку она может применять-
ся при мК-настройке параметров цифро-
вых нелинейных квазиоптимальных регу-
ляторов и с более сложными структурами.
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