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АНАЛИз АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИя ОБРАТНыХ зАДАч КИНЕМАТИКИ  
В СИСТЕМАХ уПРАВЛЕНИя ДВИжЕНИЕМ РОБОТОВ

рассмотрены формулировки обратных задач кинематики, решаемых в системах управления дви-
жением манипуляционных роботов. обсуждены трудности решения таких задач аналитическими и 
численными методами. проанализирована сходимость алгоритмов итерационных методов с регуля-
ризацией на траекториях движения схвата с участками вне его зоны достижимости. приведен при-
мер итерационного расчета траекторий звеньев трехзвенного робота с вычислением матрицы якоби 
по рекурсивному алгоритму. 
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ALGORITHM ANALYSIS fOR SOLVING THE INVERSE KINEMATIC 
PROBLEMS IN ROBOT MOTION CONTROL SYSTEMS

The given article covers the general formulations of inverse kinematic problems for robot motion control 
systems. We have discussed the difficulties how to solve such problems using analytical and numerical methods. 
We have also analyzed the convergence of iterative algorithms with the regularization on the trajectory with 
the points outside of the gripper reachability. The example of an iterative calculation of joint trajectories for a 
3-link robot using the recursive algorithm for the Jacobi matrix calculation has been presented.
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при моделировании систем управления 
движением (суд) манипуляционных ро-
ботов требуется решать с помощью ЭВм 
обратные задачи кинематики (озк) для их 
исполнительных механизмов (им) анали-
тическими или итерационными методами. 
алгоритмы решения таких задач составля-
ют математическую основу разработки суд 
роботов.

В теоретической робототехнике для ре-
шения озк часто используют алгоритмы на 
основе аналитических выражений, требую-
щих вычисления обратных тригонометри-
ческих и трансцендентных функций. такие 
алгоритмы получают непосредственно по 

геометрическим моделям кинематики им, 
либо по векторно-матричным моделям 
в представлении денавита–хартенберга, 
описывающим кинематику им в однород-
ных координатах [3–9]. 

однако для роботов со сложной кинема-
тикой аналитические решения озк на за-
данной траектории схвата могут оказывать-
ся ошибочными в особых конфигурациях 
им (положениях звеньев), а также на гра-
нице и вне зоны достижимости схвата из-за 
вырождаемости матрицы якоби вследствие 
понижения ее ранга. В подобных случаях 
могут быть получены только приближен-
ные решения озк итерационными мето-
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дами. но при применении таких методов 
необходимо проводить исследование схо-
димости их алгоритмов.

В предлагаемой статье обсуждаются 
трудности аналитического решения озк на 
примере трехзвенного робота с вращатель-
ными звеньями, обращается внимание на 
необходимость регуляризации итерацион-
ных алгоритмов для обеспечения их сходи-
мости, описывается рекурсивный алгоритм 
вычисления матрицы якоби и анализирует-
ся работоспособность итерационных алго-
ритмов на траекториях схвата, содержащих 
участки с особыми конфигурациями им.

Общие формулировки Озк. В системах 
позиционного, скоростного и силомомент-
ного управления движением роботов реша-
ются разные обратные задачи кинематики.

ОЗК о положениях звеньев. по заданно-
му 6×1 вектору линейных координат по-
ложения и угловых координат ориентации 
схвата

T( , , , , , )C C C C C C CS x y z= ϕ θ ψ

вычисляется N×1 вектор обобщенных коор-
динат звеньев

T 1
1 2( , , ..., ) ( ),N Cq q q q S−= = Φ

где 1( )−Φ ⋅  – N×1 вектор-функция, обратная 
6×1 вектор-функции ф(q), соответствующей 
кинематической схеме им робота. задача 
(1) является наиболее сложной с вычис-
лительной точки зрения, т. к. она требует 
решения системы нелинейных алгебраиче-
ских уравнений вида

( ) ( ) 0,Cq S F qΦ − = =

где 0 – нулевой 6×1 вектор.
ОЗК о скоростях звеньев. по заданным 

векторам линейных и угловых скоростей 
схвата

 T
с ( ,  ,  ) ;x y zV v v v=  

T( ,  ,  )C ϕ θ ψΩ = ω ω ω

вычисляется N×1 вектор обобщенных ско-
ростей звеньев

т 1
1 2( ,  ,  ...,  ) ( ) ,C

N
C

V
q q q q J q
• • • •

−  
= = ⋅  Ω 

где 1( )J − ⋅  – матрица, обратная (или псев-
дообратная) матрице якоби J(q) вектор-
функции ф(q). задача (2) представляет 

собой решение системы линейных алгебра-
ических уравнений вида

( ) C

C

V
J q q

•  
⋅ =  Ω 

.

ОЗК о силах и моментах в шарнирах зве-
ньев. по заданным векторам проекций силы 
и момента в схвате 

 T
с ( ,  ,  ) ;x y zF F F F=  T( ,  ,  )CM M M Mϕ θ ψ=

определяется вектор обобщенных сил в 
шарнирах

T T
1 2( , , ..., ) ( ) .C

N
C

F
Q Q Q Q J q

M
 

= = ⋅  
 

Выражение (3), требующее вычисления 
и транспонирования матрицы якоби, спра-
ведливо только для случая идеального им, 
не имеющего потерь энергии в шарнирах 
звеньев. 

матрица якоби в задачах (1)–(3) в за-
висимости от числа звеньев N робота может 
быть квадратной или иметь прямоугольный 
вид:

( ) ( )
( )

( )
,  1,6,  1, .i

j

q F q
J q

q q

F q
i j N

q

∂Φ ∂
= = =

∂ ∂

 ∂ = = = 
∂  

В более общей постановке задача (1) 
может формулироваться как задача мини-
мизации квадрата нормы вектора невязки

2

( ) min,
Nq R

F q
∈

→

и решаться итерационными методами без 
вычисления матрицы якоби или градиент-
ными методами, использующими ее чис-
ленные аппроксимации. однако сходимость 
алгоритмов таких методов более медленная 
и при их применении требуется большее 
число шагов итерационного процесса [2].

В [4] приведен пример итерационно-
го решения озк в формулировке (4) для 
6-звенного робота, на программной траек-
тории схвата которого постоянная ориента-
ция схвата задана не углами Эйлера, а век-
тором направляющих косинусов.

если же значения вектора обобщенных 
координат ограничены допустимой обла-

(2)

(1)

(3)

(4)
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Алгоритм метода Ньютона. теоретиче-
ски в случае квадратной матрицы якоби, 
например, когда N = 3 или 6, можно при-
менить следующий алгоритм:

1 1( ) ( ),k k k k
kq q J q F q+ −= − α ⋅

где 1kα ≤  – скалярная величина постоян-
ного или переменного шага. при этом на 
каждом шаге итерационного процесса тре-
буется вычислять обратную матрицу, со-
ответствующую матрице якоби. однако в 
особых конфигурациях им при плохой об-
условленности или полной вырождаемости 
матрицы якоби из-за понижения ее ранга 
работоспособность алгоритма (6) теряется,

Упрощенный алгоритм метода Ньютона. 
при замене в алгоритме (6) обратной ма-
трицы 1J −  на транспонированную матрицу 
якоби

1 т( ) ( ),k k k k
kq q J q F q+ = − α ⋅

могут быть получены грубые решения за-
дачи (1), но в особых конфигурациях им 
сходимость алгоритма (7) также не гаран-
тируется.

Алгоритм метода Гаусса–Ньютона. при 
решении задач с прямоугольной матрицей 
якоби, когда число звеньев избыточно (N > 6)  
или недостаточно (N < 6) в алгоритме (6) 
вместо обратной матрицы 1J −  необходимо 
использовать левую T 1 T( )J J J J+ −= ⋅  или 
правую T T 1( )J J J J+ −= ⋅  псевдообратные 
матрицы [1]. при этом получаем следую-
щий алгоритм:

1 ( ) ( ).k k k k
kq q J q F q+ += − α ⋅

Алгоритмы метода Левенберга–Марк-
вардта. В алгоритме (8) при вычислении 
псевдообратных матриц из-за того, что ма-
трицы т( )J J⋅  и T( )J J⋅  могут оказываться 
плохо обусловленными или вырожденны-
ми, для обеспечения сходимости итераци-
онных процессов необходимо осуществлять 
факторизацию на основе матричного раз-
ложения или использовать простую регуля-
ризацию:

1 T 1 T
2[( ) ] ( );k k k

k kq q J J E J F q+ −= − α + α
1 T T 1

2[ ( ) ] ( ),k k k
k kq q J JJ E F q+ −= − α + α

где E – единичная матрица; 2kα  – регуля-
ризирующий скалярный параметр.

(6)

(7)

стью ,Nq D∈  то задачи вида (4) должны ре-
шаться методами условной минимизации. 
при этом точные решения озк в принци-
пе могут отсутствовать.

Аналитическое решение Озк. рассмо-
трим 3-звенный робот ВВВ-типа, работаю-
щий в ангулярной системе координат, для 
которого задача (1) решается неоднознач-
но и зависит от знака углового положения 
третьго звена (нижней или верхней конфи-
гурации руки):

1 arctg( );С Сq y x=

3 arccos( );q C= ±

2 1arctg(( ) / ) arccos( ),C xyq z L R D= − 

где L1, L2, L3  – длины звеньев; 
2 2 2

1( ) ;xyz C C CR x y z L= + + −
2 2 2

1

2 2
2 3 2 3

( ( )

 ) / (2 );
С С СC x y z L

L L L L

= + + − −

− −
2 2 2

1

2 2
2 3 2

( ( )

 ) / (2 ).
С С С

xyz

D x y z L

L L L R

= + + − +

+ −

решение озк можно также получить по 
другим выражениям [5]:

1 arctg( );С Сq y x=

21 ;E C= −  3 arctg( );q E C= ±

2 1

3 3

2 3 3

arctg(( ) / )

sin
 arctg .

cos

C xyq z L R

L q
L L q

= − −

 
−  + 

однако решения озк функциями 
MATLAB по выражениям (5а) на траекто-
рии схвата с точками вне его зоны дости-
жимости оказываются комплексными чис-
лами, не имеющими практического смысла. 
для получения вещественных решений озк 
значения переменных C и D, являющихся 
косинусами, должны ограничиваться еди-
ницей. решения же озк по выражениям 
(5б) получаются вещественными в точках и 
внутри, и вне зоны достижимости схвата, 
поэтому нет необходимости ограничивать 
значения переменных C и E. 

Алгоритмы итерационных методов. рас-
смотрим алгоритмы численного решения 
задачи (1), в которых матрица якоби вы-
числяется в явном виде.

(5а)

(5б)

(8)

(9)

(10)
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при применении любого из алгоритмов 
(6)–(10) матрица J(q) может вычисляться 
либо по получаемым прямым дифференци-
рованием вектор-функции ф(q) аналитиче-
ским выражениям, достаточно громоздким 
при N ≥ 3, либо по более эффективному ре-
курсивному алгоритму [9], использующему 
матрицы преобразования однородных ко-
ординат и операции пересечения (вектор-
ные произведения) столбцов матрицы по-
ворота схвата (n, o, a) – векторов нормали, 
ориентации и подхода.

Рекурсивный алгоритм вычисления ма-
трицы Якоби. В базовой системе координат 
робота матрица якоби осуществляет преоб-
разование вектора обобщенных скоростей 
звеньев:

,0
0

,0

( ) ,C

C

V
J q q

• 
= ⋅ Ω 

где с,0V  и ,0CΩ  – векторы проекций линей-
ной и угловой скорости схвата. при этом 
матрица якоби определяется как произве-
дение 0( ) ( ) ( ),V NJ q J q J q= ⋅  где ( )NJ q  – 6×N 
матрица якоби преобразования скоростей 
в системе координат схвата

,

,

( ) ;C N
N

C N

V
J q q

• 
= ⋅ Ω 

( )VJ q  – 6×6 матрица преобразования ли-
нейных и угловых скоростей схвата из N-й 
в базовую систему координат

,0 ,

,0 ,

( ) .C C N
V

C C N

V V
J q

   
= ⋅   Ω Ω   

для вычисления матрицы ( )NJ q  требу-
ются 4×4 матрицы, определяющие поло-
жение и ориентацию схвата в j-й системе 
координат, т. е. относительно (j – 1)-го зве-
на:

1 1 2

, ,

( )  ( ) ( ) ( )

,        
0 0 0 1

j j j N N

N j N j

U q A q A q A q

R p

+= ⋅ ⋅ ⋅ =

 
=  
 

где T
, , , ,( ,  ,  )N j N j N j N jR n o a=  – матрица по-

ворота с векторами ориентации системы 
координат схвата; T

, , , ,( ,  ,  )N j N j N j N jp x y z=  –  
вектор положения центра системы коорди-
нат схвата.

столбцы матрицы 1, 2, 6,( ) ( ... )N N N NJ q J J J=
1, 2, 6,( ) ( ... )N N N NJ q J J J=  вычисляются по обратной рекур-

сии ( 6,  5, ...,  1)j = :

,

3 1

  для -звена В-типа;

 для -звена п-типа,
0

j

j

j N

j

x

d
j

J

j

 
− δ = 

δ  − 
 

где jd  – 3×1 вектор, составленный из 
Z-составляющих векторных произведений

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

( )

( ) ;

( )

N j N j z x j y j y j x j

j N j N j z x j y j y j x j

N j N j z x j y j y j x j

p n p n p n

d p o p o p o

p a p a p a

   × −
   

= × = −   
   × −   

jδ  – единичный 3×1 вектор, направленный 
вдоль оси движения j-го звена

,
T

, ,

,

0

0 ;

1

z j

j N j z j

z j

n

R o

a

  
  δ = ⋅ =   

      

3 10 x  – нулевой 3×1 вектор.
матрица ( )VJ q  в блочном представле-

нии имеет следующий вид:

,0 3 3

3 3 ,0

0
( ) ,

0
N x

V
x N

R
J q

R
 

=  
 

где 3 30 x  – нулевая матрица; ,0( )NR q  – 3×3 
матрица поворота с векторами-столбцами 
нормали, ориентации и подхода, вычислен-
ными в базовой системе координат.

Более детально рекурсивный алгоритм 
вычисления матрицы якоби описан в [5].

Анализ сходимости итерационных алго-
ритмов. проанализируем процессы ите-
рационного решения озк по алгоритмам 
(6)–(10) с вычислением матрицы якоби с 
использованием рассмотренного выше ре-
курсивного алгоритма на двух траекториях 
схвата робота ВВВ-типа (рис. 1). траекто-
рии заданы базовыми точками Sg = {X, Y, Z},  
первая – в зоне достижимости схвата, вто-
рая – с некоторыми точками вне ее грани-
цы.

на рис. 2 и 3 показаны траектории зве-
ньев, полученные для верхней конфигура-
ции робота аналитическими методами (5а) 
и (5б), а вычисленные по этим траектори-
ям путем решения прямой задачи кинема-
тики соответствующие траектории схвата  
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Sс = {Xс, Yс, Zс} показаны на рис. 1 сплош-
ными линиями.

на рис. 4 представлены графики моду-
лей определителя матрицы якоби робота 
ВВВ-типа, вычисленной по рекурсивному 
алгоритму для двух вариантов траекторий 
звеньев (см. рис. 2 и 3). точно такие же 
графики получаются при вычислении эле-

ментов матрицы якоби по аналитическим 
выражениям. по графикам видно, что для 
второго варианта траекторий в точках на 
границе зоны достижимости схвата опреде-
литель вырожденной матрицы якоби при-
нимает нулевое значение.

на первоой траектории схвата решения, 
получаемые всеми сравниваемыми алгорит-

рис. 1. заданные траектории схвата

рис. 2. результаты решения озк на первой траектории схвата

рис. 3. результаты решения озк на второй траектории схвата
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мами (6)–(10), совпадают с траекториями 
звеньев (см. рис. 2), вычисленными анали-
тическими методами. при этом для каждо-
го из алгоритмов были настроены значения 
постоянных параметров kα  и 2 ,kα  обеспе-
чивающие сходимость процессов решения 
озк за число итераций max 100.k ≤

на второй траектории схвата из-за вы-
рождаемости матрицы якоби в особых 
точках сходимость алгоритмов (6) и (8) те-
ряется. алгоритмы (9) и (10) с регуляризи-
рованными левой и правой псевдообратны-
ми матрицами наиболее устойчивые. при 
значениях 2,kα =  2 0,1kα =  они дают такие 
же решения, как на рис. 3, за число ите-
раций max 30.k ≤  алгоритм (7), использую-
щий транспонированную матрицу якоби, 
сходится, но дает очень грубые решения.

таким образом, по результатам прове-
денного исследования можно дать следую-
щие практические рекомендации.

при моделировании и разработке си-

стем управления движением манипуляци-
онных роботов целесообразно применять 
итерационные алгоритмы решения озк. 
аналитические решения по выражениям, 
содержащим обратные тригонометрические 
функции, в особых конфигурациях им мо-
гут оказываться некорректными.

наиболее точные решения озк много-
звенных роботов могут быть получены по 
алгоритмам (9) и (10) с регуляризацией, 
в которых матрицу якоби рекомендуется 
вычислять без численного дифференци-
рования по рекурсивному алгоритму, ис-
пользующему кинематические модели в 
однородных координатах.

при программировании (планировании) 
траекторий схвата в системах управления 
движением роботов следует стараться из-
бегать ситуаций, показанных на рис. 1 и 3. 
Базовые точки должны задаваться в рабочей 
области робота, определяемой габаритными 
размерами звеньев и допустимыми диапазо-
нами изменения обобщенных координат.
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