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NOISE-INDUCED TRANSITIONS FOR BUSINESS CYCLES GOODWIN MODEL

Рассмотрена модель экономической динамики Гудвина, находящаяся под воздействием слу-
чайных возмущений. Исследованы вероятностные свойства аттракторов стохастической системы с 
использованием техники функций стохастической чувствительности и метода прямого численного 
моделирования. Опираясь на данную методику, построены доверительные области (эллипсы и по-
лоса). Найдены критические интенсивности вносимого шума, при которых происходят переходы из 
бассейна притяжения одного аттрактора в бассейн другого.
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The Goodwin economic dynamical model under random disturbances is considered. We study probabilistic 
properties of stochastic attractors numerically and theoretically via stochastic sensitivity functions technique. 
Confidence domains are constructed on the base of this method. We have found critical values of the noise 
intensity corresponding to the noise-induced transitions between basins of attractors.  

GOODWIN MODEL; BUSINESS CYCLES; RANDOM DISTRIBUTIONS; STOCHASTIC 
SENSITIVITY FUNCTION; NOISE-INDUCED TRANSITIONS; CONFIDENT DOMAINS.

Рассматривается модель экономической 
динамики Гудвина [1] — модель нелиней-
ного акселератора-мультипликатора, кото-
рая может быть записана в виде:
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где x – доход; a – предельный уровень по-
требления; ζ – константа, представляющая 
запаздывание в динамике коэффициента 
развития; θ – запаздывание между решени-
ем об инвестировании и соответствующими 
расходами; ( )xϕ   – инвестиции, индуциро-
ванные изменениями дохода; *( )O t  – раз-
мер независимых издержек по времени. 
Обобщенная форма этого уравнения дана 
Лоренцем [2]:

*( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),x t A x t x t B x t O t+ + = 

здесь x – отклонение дохода от равнове-
сия; A(x) – четная функция с условиями  
A(0) < 0; A′′(0) > 0; B(x) – нечетная функ-
ция с условием B(0) = 0; *( )O t  – функция 
издержек.

В своих исследованиях Лоренц и Нуссэ 
[3] предложили конкретный вид функций 
A(x) и B(x):
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Функцию *( )O t  можно трактовать как 
некоторое внешнее воздействие. Если 

*( )O t  – периодическая функция, то модель 
демонстрирует переходы от регулярных ко-
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лебаний к хаотическим. Различные моди-
фикации модели Гудвина исследованы в 
ряде работ  (например [4–7]). Несомнен-
ный интерес представляет анализ модели, 
когда *( )O t  является случайной функцией.

В данной статье рассматривается стоха-
стическая модель экономической динамики 
Гудвина, задаваемая дифференциальным 
уравнением второго порядка:
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где a > 0, b > 0, c > 0; ω  – стандартный 
винеровский процесс; ε  – интенсивность 
шума.

Детерминированные аттракторы  
модели Гудвина

Запишем детерминированную модель 
Гудвина (1) (ε = 0) в виде системы:
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В системе (2) существуют три равно-

весия 0 1 2(0, 0), , 0 , , 0 .
b b
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Они лежат на оси Ox и имеют абсциссы, не 
зависящие от параметра a. Равновесия 1,M

2M  симметричны относительно 0.M
Проведенный анализ показывает, что 

равновесие M0 при любых значениях пара-

метров является седлом. Это означает, что 
взятое за точку отсчета нулевое положение 
переменной дохода всегда неустойчиво. Ло-
кальные фазовые портреты равновесий M1, 
M2 имеют один тип. Их параметрическое 
описание представлено в сводной бифурка-
ционной диаграмме (рис. 1).

Здесь для a = 2 представлены следующие 
зоны: A – устойчивый узел; B ∪ C ∪ D –  
устойчивый фокус; E – неустойчивый фо-
кус; F – неустойчивый узел. Три границы, 
разделяющие зоны, имеют следующие ана-
литические представления:
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Граница 2( , )с a b= ψ  (пунктирная линия) 
соответствует бифуркационной кривой, от-
вечающей жесткому рождению полуустой-
чивого цикла. При увеличении параметра 
с полуустойчивый цикл распадается на два 
цикла: устойчивый и неустойчивый. Гра-
ница 3( , )с a b= ψ  соответствует  разделе-
нию одного неустойчивого цикла на два, 
ограничивающие бассейны притяжения 
устойчивых равновесий 1,M 2.M  Кривые 

2( , )a bψ и 3( , ),a bψ  не имеющие аналитиче-
ского представления, были найдены чис-
ленными методами. Таким образом, зоны 
C и D представляют наибольший интерес 
для изучения, как зоны параметров одно-
временного сосуществования устойчивых 
равновесий и цикла. 

На рис. 2 а представлены поведения де-
терминированной системы в момент рожде-
ния полуустойчивого цикла (с = 0,155332), 
здесь жирной сплошной линией изображен 
полуустойчивый цикл, тонкими сплошны-
ми – траектории системы. Как видно, тра-
ектории, выпущенные извне цикла, нама-
тываются на него, тогда как выпущенные 
внутри цикла – на одно из равновесий. 
На рис. 2 б представлено характерное по-
ведение системы в зоне D (при с = 0,18). 
Здесь жирной сплошной линией изображен 
устойчивый цикл, пунктиром – два неу-
стойчивых цикла, тонкими сплошными –  
фазовые траектории. Нетрудно заметить, 

(1)

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма при a = 2

(2)
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что неустойчивые циклы разграничивают 
бассейны притяжения устойчивых равнове-
сий и устойчивого цикла. Более подробный 
анализ детерминированной динамики мож-
но найти в работе [8].

Чувствительность стохастических  
аттракторов

Функционирование любой экономиче-
ской системы всегда сопровождается слу-
чайными возмущениями как внешними 
(аддитивными), так и внутренними (пара-
метрическими). Присутствие случайного 
фактора приводит к деформации режимов 
динамического поведения исходной детер-
минированной модели. Анализ влияния 
случайных возмущений на динамику систе-
мы проводится с помощью аппарата функ-
ции стохастической чувствительности.

Функция стохастической чувствительно-
сти. В результате действия шумов случайные 
траектории системы покидают детермини-
рованный аттрактор и формируют некото-
рый стохастический аттрактор со стацио-
нарным распределением ( , ).xρ ε  Функция 
( , )xρ ε  удовлетворяет стационарному урав-

нению Фоккера–Планка–Колмогорова 
(ФПК). Непосредственное использование 
этого уравнения уже для двумерных систем 
является технически трудной задачей. В 
этих обстоятельствах широко используются 
методики, основанные на функции квази-

потенциала 2

0
( ) lim ln ( , ).x x

ε→
ν = − ε ρ ε

Квазипотенциал [9] связан с некото-
рой вариационной задачей минимизации 
функционала действия и удовлетворяет 
уравнению Гамильтона–Якоби. Уравне-
ние Гамильтона–Якоби выглядит проще, 
чем стационарное уравнение, однако и его 
точное решение является весьма сложной 
задачей. В работах Л.Б. Ряшко, И.А. Баш-
кирцевой [10] предложен конструктивный 
подход, связанный с введением еще одной 
асимптотики в малой окрестности иссле-
дуемого аттрактора.

Доказано, что положительно определен-
ная матрица W – матрица стохастической 
чувствительности – является решением ал-
гебраического уравнения T ,FW WF S+ = −  

где 
∂

= = = σ
∂

T( ), , ( ).
f

F x S GG G x
x

 

Эта матрица характеризует разброс слу-
чайных траекторий системы  вокруг равно-
весия .x

В случае цикла на плоскости матрицы 
W(t) и P(t) имеют ранг, равный единице, и 
представимы в виде

T( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).W t m t P t P t p t p t= =

Здесь p(t) – нормированный вектор, 
ортогональный касательному вектору f(ξ(t)), 
а m(t) > 0 – T-периодическая скалярная 
функция, задающая разброс (дисперсию) 

Рис. 2. Фазовые траектории для a = 2, b = 0,25:  
а – при с = 0,155332; б – при с = 0,18

а) б)
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пучка по нормали к циклу. Функция m(t) 
удовлетворяет краевой задаче

( ) ( )

(0) ( )

m a t m b t

m m T

= +


=



с T-периодическими коэффициентами
T T

T

( ) ( )( ( ) ( )) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ).

a t p t F t F t p t

b t p t S t p t

= +

=

Функция m(t) определяет локальную 
стохастическую чувствительность цикла в 
точке ξ(t). Удобной характеристикой стоха-
стического цикла в целом является коэф-
фициент стохастической чувствительности 
M = max m(t), где 0 < t < T.

Для изучения влияния случайных воз-
мущений на динамику модели Гудвина пе-
рейдем к стохастической системе:
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где ω  – стандартный винеровский про-
цесс, моделирующий случайные внешние 
воздействия; ε – интенсивность шума. 

Траектории системы  под действием 
случайных возмущений покидают детер-
минированный аттрактор (равновесия или 
цикл) и формируют вокруг него некоторый 
пучок. При увеличении интенсивности 
шума разброс случайных состояний вокруг 
детерминированного аттрактора увеличива-
ется. 

Для стохастических равновесий  модели 
(3) матрица стохастической чувствительно-
сти имеет диагональный вид:
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ab b c

W
c b
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На интервале сосуществования равно-
весий 1,M 2M  и цикла, зависимость диа-
гональных элементов w11 и w22 матрицы 
W от параметра c представлена на рис. 3 
(сплошные линии). Как видно, стохасти-
ческая чувствительность равновесий при 
приближении параметра c к бифуркацион-
ному значению c2 = 0,25 монотонно возрас-
тает и стремится к бесконечности. Также 
на рисунке представлен график зависи-
мости коэффициента стохастической чув-
ствительности M от параметра c (пунктир). 
Аналогично случаю стохастического равно-
весия здесь наблюдается неограниченный 
рост стохастической чувствительности при 
стремлении параметра c к значению c1 
справа. При увеличении параметра c коэф-
фициент чувствительности M монотонно 
стремится к нулю, что свидетельствует об 
уменьшении стохастической чувствитель-
ности цикла.

В зоне c1 < c < c2 в системе сосуще-
ствуют стохастические равновесия и стоха-
стический цикл, при этом для c1

* чувстви-
тельность стохастического цикла больше 
чувствительности равновесия, что влечет 

Рис. 3. Коэффициент стохастической чувствительности для цикла ( )  
и для равновесия ( ) при a = 2, b = 0,25

(3)
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скорый переход из бассейна притяжения 
цикла на равновесие. При c2

* наблюдается 
обратная картина перехода от стохастиче-
ского равновесия на цикл. Данные перехо-
ды продемонстрированы на рис. 4 соответ-
ственно. 

Индуцированные шумом переходы

Опираясь на метод функции стохасти-
ческой чувствительности вокруг детерми-
нированных аттракторов можно построить 
области, в которые с заданной вероятно-
стью будут попадать стохастические со-
стояния. Для равновесия данной областью 
является эллипс [11], для цикла – полоса 
[12]. С заранее заданной вероятностью слу-
чайные состояния будут распределены вну-
три этой области. 

Построение доверительных областей. Для 
построения эллипсов рассеивания исполь-
зуются следующие формулы:

1 22 2 12

2 11 1 21

,

,

z z
x x

z z
y y

ν − ν
= +

∆
ν − ν

= +
∆

где ϕ = λ ε ϕ1 1( ) 2  cos ,z k  ϕ = λ ε ϕ2 2( ) 2  sin ,z k  
2 ln(1 );k P= − −  ∆  – определитель матри-

цы, составленной из собственных векторов 
матрицы W.

Доверительные полосы строятся по сле-
дующим формулам:

1,2 ( ) 2 ( ) ( ),x t k t p t= ξ ± ε µ

где 
21

0

2
( ), ( ) .

x
tk erf P erf x e dt− −= =

π ∫
На рис. 5 а представлены стохастиче-

ские состояния (точки), сепаратриса (пун-
ктир) и эллипс рассеивания (сплошная) 
с доверительной вероятностью p = 0,95.  
В случае равновесия форма эллипса зави-
сит от собственных чисел и векторов ма-
трицы стохастической чувствительности W. 
Собственные векторы задают направления 
осей эллипса, а собственные значения их 
величину. Если собственные числа совпа-
дают, то доверительной областью является 
окружность. Это значит, что отклонения 
случайных состояний от детерминирован-
ного равновесия будут равновелики как 
по оси Ox, так и по оси Oy. В случае, ког-
да собственные значения разные, эллипс 
вытягивается больше вдоль собственного 
вектора, соответствующего большему соб-
ственному значению.   

На рис. 5 б изображены стохастические 
состояния (точки), сепаратриса (пунктир) и 
доверительная полоса (сплошная) с вероят-
ностью p = 0,95. Ширина полосы зависит 
от интенсивности вносимого шума и не-
равномерна вдоль цикла. Участки цикла бо-
лее или менее чувствительные к вносимому 
шуму, распознаются функцией стохастиче-
ской чувствительности и, как следствие, по-
лоса на этих участках шире или уже. 

Рассмотрим зону D параметров (см.  
рис. 1), где детерминированная система 

Рис. 4. Стохастическая траектория по времени переменной y при a = 2, b = 0,25, ε = 0,05: 
а – при с = 0,16; б – при с = 0,24

а) б)
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имеет два устойчивых равновесия и устой-
чивый цикл. Индуцированные шумом пе-
реходы в системе возникают в том случае, 
когда случайное состояние «выпрыгивает» 
из бассейна притяжения одного аттрактора 
в другой. 

При достаточно малой интенсивно-
сти  вносимого шума (рис. 5 а) границы 
доверительного эллипса удалены от сепа-
ратрисы, следовательно, с заданной веро-
ятностью можно утверждать, что переходы 
между бассейнами притяжения равновесия 
и цикла наблюдаться не будут. Аналогич-
ная картина наблюдается для доверитель-

ной полосы предельного цикла (рис. 5 б).  
Увеличение интенсивности случайно-
го возмущения влечет увеличение облака 
рассеивания вокруг детерминированного 
аттрактора, что демонстрируется увеличе-
нием доверительных областей (эллипса и 
полосы). В момент, когда доверительная 
область едва касается сепаратрисы, воз-
никают переходы случайных состояний из 
бассейна одного аттрактора в бассейн дру-
гого. На рис. 6 представлены возникающие 
переходы для обеих ситуаций: с равновесия 
на цикл (рис. 6 а) и с цикла на равновесие 
(рис. 6 б). 

Рис. 5. Стохастические состояния ( ),  
сепаратриса ( ) и эллипс рассеивания ( ) при a = 2, b = 0,25, с = 0,18: 

а – для ε = 0,05; б – для ε = 0,04

а) б)

Рис. 6. Стохастические состояния ( ),  
сепаратриса седла ( ) и доверительная полоса ( ) при a = 2, b = 0,25, с = 0,18:  

а – для ε = 0,08; б – для ε = 0,115

а) б)
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С помощью представленной аналитиче-
ской методики можно находить критические 
значения интенсивности шума, начиная с 
которого в системе наблюдаются переходы 
между бассейнами притяжения аттракто-
ров. На рис. 7 представлены зависимости 
критической интенсивности аддитивного 
шума от параметра c для переходов типа 
«равновесие-цикл» и «цикл-равновесие». 

При увеличении параметра c значение 
критической интенсивности для пере-
ходов типа «равновесие-цикл» умень-
шается (сплошная линия на рис. 7), в 
то время как для переходов типа «цикл-

равновесие» наблюдается обратная зави-
симость (пунктир). Подобное поведение 
легко объяснить, наблюдая за изменением 
чувствительности в зависимости от пара-
метра c (см. рис. 3). Увеличение параме-
тра c влечет увеличение чувствительности 
равновесия, следовательно, при меньшей 
интенсивности шума будут наблюдаться 
отклонения, достаточные, чтобы случай-
ное состояние попало в бассейн притяже-
ния другого аттрактора. В свою очередь 
чувствительность цикла при увеличении 
параметра c уменьшается, следовательно, 
для реализации переходов между аттрак-
торами необходимо случайное воздей-
ствие большей интенсивности. 

Зафиксируем значение параметра c = 0,2,  
при этом значения критических интенсив-
ностей значительно отличаются друг от 
друга. При фиксированном меньшем значе-
нии критической интенсивности возможны 
переходы только одного типа «равновесие-
цикл». На рис. 8 а представлены довери-
тельные эллипс и полоса. Как видим, эл-
липс касается сепаратрисы, в то время как 
полоса значительно удалена. Для значения 
параметра c = 0,17396 значения критиче-
ских интенсивностей совпадают. Это долж-
но сопровождаться одновременным касани-
ем доверительного эллипса и сепаратрисы 
с одной стороны, доверительной полосы и 
сепаратрисы – с другой (рис. 8 б). В дан-
ном случае случайные состояния системы 

Рис. 7. Зависимость критической  
интенсивности аддитивного шума от параметра c  

при a = 2, b = 0,25 

Рис. 8. Доверительные области ( ), сепаратриса ( ),  
цикл ( ) и равновесия (*) при a = 2, b = 0,25:  

а – для c = 0,2, ε = 0,057; б – для c = 0,17396, ε = 0,09  

а) б)
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одинаково легко осуществляют переходы с 
равновесия на цикл и обратно, тем самым 
образуя новый тип стохастического аттрак-
тора «равновесие+цикл».            

В статье кратко представлен анализ де-
терминированных аттракторов модели эко-
номической динамики Гудвина. Проведены 
результаты исследования чувствительности 
стохастических аттракторов на вносимые 
аддитивные возмущения. С помощью ме-
тода функции стохастической чувствитель-

ности можно объяснить возможные пере-
ходы между аттракторами. Основываясь на 
данной функции, построены доверитель-
ные области, в которые с заданной веро-
ятностью попадают случайные состояния 
системы. На основе этих данных проведен 
анализ критических значений интенсив-
ностей шумов, при которых происходят 
переходы между бассейнами притяжения 
аттракторов.

Работа выполнена в рамках АВЦП «Развитие 
научного потенциала высшей школы» 1.1099.2011 и 
поддержана грантом РФФИ №12-01-31210мол_а.
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