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ЭТАПЫ ДВИЖЕНИЯ ЧЕТЫРЕХЗВЕННОГО РОБОТА,  
ПЕРЕМЕЩАЮЩЕГОСЯ С ОТРЫВОМ ОТ ПОВЕРХНОСТИ

S.F. Jatsun, О.G. Loktionova, L.Yu. Volkova, А.V. Vorochaev

STAGES OF MOVEMENT OF THE FOURLINK ROBOT MOVING  
WITH THE JUMP FROM THE SURFACE

Приведена расчетная схема четырехзвенного робота, перемещающегося с отрывом от поверх-
ности, прыжок устройства описан в виде последовательности этапов, на каждом из которых звенья 
робота совершают определенные виды движения, разработана математическая модель в виде диф-
ференциальных уравнений, описывающих движение робота на всех этапах, представлены результа-
ты численного моделирования прыжка в соответствии с указанной последовательностью этапов. 

ПРЫГАЮЩИЙ МНОГОЗВЕННЫЙ РОБОТ. ЭТАПЫ ПРЫЖКА. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ 
ЭТАПОВ. ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРЫЖКА. ВЫСОТА. ДЛИНА.

The settlement scheme of the four-link robot moving with a jump from a surface is provided, the jump 
of the device is described in the form of sequence of stages, on each of which links of the robot make certain 
types of movement, the mathematical model in the form of the differential equations describing movement 
of the robot at all stages is developed, results of numerical modeling of a jump according to the specified 
sequence of stages are presented.

MULTILINK JUMPING ROBOT. STAGES OF THE JUMP. SEQUENCE OF STAGES. CHAR-
ACTERISTICS OF THE JUMP. HIEGHT. LENGHT.

Интерес к прыгающим роботам в по-
следние годы все время возрастает, про-
ектируются и исследуются различные по 
конструкции и способу прыжка роботы, 
параметры прыжка которых также сильно 
отличаются. Общим для большинства уче-
ных, занимающихся прыгающими система-
ми, является представление прыжка робота 
в виде некоторой последовательности эта-
пов, каждый из которых характеризуется 
особым видом движения звеньев. Так, в [1] 
рассматриваются четыре этапа: подготовка 
к прыжку при нахождении объекта на по-
верхности, разгон устройства до отрыва от 
поверхности, движение при отсутствии вза-
имодействия с поверхностью, приземление. 
Аналогичные этапы прыжка описываются 
в [2]. Один прыжок робота представлен в 
виде последовательности восьми этапов в 
[3]: подготовка к прыжку, разгон, переход 
из состояния, когда объект взаимодействует 
с поверхностью, к отрыву от поверхности, 

отрыв от поверхности, полет вверх, полет 
вниз, приземление. Миниатюрный робот-
кузнечик, описанный в [4], совершает один 
прыжок за три этапа: подготовка к прыжку, 
разгон, движение в воздухе. В [5] прыжок 
робота характеризуется двумя этапами: на-
хождение на поверхности и движение с от-
рывом от нее, которые связывают два пере-
хода – разгон и приземление.

Прыжок изученного в данной статье 
многозвенного прыгающего робота пред-
ставлен в виде последовательности восьми 
этапов, каждому из которых соответству-
ют определенные виды движения звеньев, 
описанные в виде математической модели с 
учетом наложенных на этапах связей. 

Расчетная схема робота

Рассматривается аппарат, состоящий из 
прыжкового и колесных модулей, трехмер-
ная модель которого приведена на рис. 1 а. 
Прыжковый модуль состоит из звеньев 1–4, 
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причем звено 1 является стопой, звенья 2 и 3  
образуют  ногу, а звено 4 представляет со-
бой корпус. На звеньях 4 и 2 закреплены 
приводы вращательного движения 5 и 6 
соответственно, обеспечивающие поворот 
звеньев 3 и 1 относительно звеньев 4 и 2. 
На звене 2 также установлен привод посту-
пательного движения 7, позволяющий зве-
ньям 2 и 3 перемещаться друг относительно 
друга. 

Корпус представляет собой каркас в 
форме параллелепипеда, в вершинах кото-
рого установлены колесные модули 8. Дви-
жение объекта по поверхности происходит 
за счет колес, для преодоления препятствий 
используется прыжковый модуль.

Движение робота происходит в верти-
кальной плоскости Оху с горизонтальной 
шероховатой абсолютно твердой поверх-
ности, совпадающей с осью Ох (рис. 1 б). 
Звенья i = 1÷3 представляют собой стерж-
ни длинами li, а звено 4 имеет вид прямо-
угольника с размерами 2 2 .a b×  Массы mi,  
i = 1–3, звеньев сосредоточены в центрах 
их симметрии – точках Сi. Центр масс кор-
пуса находится в точке С4, смещенной от-
носительно центра симметрии прямоуголь-
ника (точки М) на расстояние l5 под углом 
γ, определяемым как угол между прямой 
МС4 и стороной корпуса А1А4. Длина ноги 
определяется расстоянием l23 между точка-

ми О2 и О4, положение последней в корпу-
се задается расстоянием l4 и углом β между 
прямой, соединяющей точки M и О4, и сто-
роной корпуса А1А4 [6–9]. 

Взаимодействие робота  
с опорной поверхностью

При нахождении робота на поверхности 
взаимодействие с последней может проис-
ходить звеном 1 или 4. При этом возникают 
силы трения и нормальной реакции.  Бу-
дем считать, что наличие в вершинах кар-
каса корпуса колес не оказывает влияния 
на общие принципы реализации прыжка, 
поэтому учитывать их размеры, форму, по-
ложение точек закрепления в корпусе не 
будем. При этом положим, что колеса обе-
спечивают точечный контакт корпуса с по-
верхностью, причем контактными точками 
являются крайние точки стороны корпуса, 
параллельной поверхности, условно обо-
значим их K и Р, или одна из крайних то-
чек корпуса K, если ни одна из его сторон 
не параллельна поверхности. Примем до-
пущение, что в первом случае в двух точ-
ках опоры будут возникать нормальные ре-
акции NK и NP, а сила трения Ffr только в 
одной из них – точке K, а во втором случае 
точка контакта K представляет собой центр 
приведения сил трения и нормальной ре-
акции. 

Рис. 1. Четырехзвенный прыгающий робот: а – конструктивная схема; б – расчетная схема 
1–4 – звенья, 5–7 – приводы

а) б)
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При взаимодействии с поверхностью 
звена 1 нормальная реакция является си-
лой, распределенной по площади сопри-
косновения. В качестве центров ее приве-
дения будем рассматривать крайние точки 
звена 1, условно K и Р, сила трения при 
этом возникает только в одной контактной 
точке K. Если взаимодействие звена 1 с по-
верхностью является точечным, то эта точ-
ка является точкой приложения сил трения 
и нормальной реакции так же, как и для 
звена 4.  

Положим, что возникающая сила трения 
описывается следующей моделью [10–12]:
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где F0 – горизонтальная проекция равно-
действующей всех сил, кроме силы сухого 
трения, приложенных к звену, взаимодей-
ствующему с поверхностью; f – коэффици-
ент трения скольжения; NK – нормальная 
реакция в точке K; Kx  – скорость точки K 
вдоль оси Ох.  

При нахождении одного из звеньев 1 
или 4 на поверхности возможны несколько 
вариантов движения объекта (подэтапов):

1. Звено неподвижно лежит на поверх-
ности и взаимодействует с ней в двух точ-
ках. Это возможно в том случае, когда нор-
мальные реакции в точках контакта имеют 
некоторые положительные значения, а мо-
дуль силы трения не превышает предельно-
го значения

0( 0) ( 0) ( ).K P frKN N F F> ∧ > ∧ <

2. Звено взаимодействует с поверхно-
стью в двух точках и перемещается вдоль 
оси Ох. Такой вариант будет наблюдаться 
при положительных нормальных реакциях 
в обеих точках контакта и при превышении 
предельной силы трения:

0( 0) ( 0) ( ).K P frKN N F F> ∧ > ∧ ≥

3. Звено контактирует с поверхностью 
в одной точке, которая неподвижна. Такой 

вид взаимодействия с поверхностью возмо-
жен, если одна из нормальных реакций об-
нуляется, а сила трения в опоре по модулю 
меньше предельной:

0( 0) ( 0) ( ).K P frKN N F F> ∨ = ∧ <

4. Звено взаимодействует с поверхно-
стью в одной точке, которая движется вдоль 
оси Ох. Это происходит, когда нормальная 
реакция в одной из контактных точек ста-
новится равной нулю и опора отрывается 
от поверхности, а сила трения в оставшейся 
контактной точке имеет значение, по моду-
лю большее, чем предельная сила трения 

0( 0) ( 0) ( ).K P frKN N F F> ∨ = ∧ ≥

Рассмотрим случай, когда значение 
силы трения всегда меньше предельного 

0 ,F fN<  то есть скольжения звена робота, 
контактирующего с поверхностью, не про-
исходит. 

Математическая модель прыжка робота

Для разработки математической моде-
ли запишем матрицу-столбец координат 
g, представляющую собой матрицу восьми 
координат, при помощи которых можно 
описать движение объекта на любом этапе 
прыжка: g1 = х1, g2 = y1, g3 = х4, g4 = у4 – ко-
ординаты центров масс звеньев 1 и 4 в аб-
солютной системе; g5 = φ1, g6 = φ2 и g7 = φ4 –  
углы поворота соответствующих звеньев;  
g8 = l23 – длина ноги устройства 

T
1 2 3 4 5 6 7 8( ) .g g g g g g g g g=

Система дифференциальных уравнений 
движения робота в матричной форме имеет 
вид 

6 8( ) ( ) ( ) ( ) ,km km km kmA g g B g D g g C g g g Q+ + =    

где ( )kmA g  – матрица коэффициентов при 
ускорениях; ( )kmB g  – при центробежных си-
лах инерции; ( )kmC g  – при ускорениях Ко-
риолиса; kmQ  – матрица обобщенных сил. 
Матрица ( )D g  представляет собой диаго-
нальную матрицу производных матрицы g.

Этапы прыжка робота

Прыжок устройства начинается из поло-
жения, в котором звено 4 робота находится 
на поверхности, звенья 1, 2 и 3 полностью 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)



112

Научно-технические ведомости СПбГПУ 5' (181) 2013
Информатика. Телекоммуникации. Управление

втянуты в корпус – l23=l23
min – и расположе-

ны под некоторыми произвольными угла-
ми к горизонту 1 2 3 2, , ,ϕ ϕ ϕ = ϕ  и представ-
ляет собой последовательность семи этапов  
k = 1÷7 (рис. 2).

Этап  1. Звенья 1–3, жестко связан-
ные между собой, поворачиваются отно-
сительно точки С4 за счет момента М43, 
создаваемого приводом 5, до выполнения 
условия 0

2 2,ϕ = ϕ  где 0
2ϕ  – угол наклона 

звеньев 2 и 3 к оси Ох, под которым дей-
ствует сила, отрывающая робота от по-
верхности. Обобщенной координатой вы-
ступает угол 2ϕ :

1 1 2 1
66 2 66 2 61.a b Fϕ + ϕ = 

Этап  2. Звено 1 поворачивается отно-
сительно точки О2 под действием момента 
М21, формируемого приводом 6, до тех пор, 
пока не выполнится условие 0

1 1 .ϕ = ϕ = π  
Дифференциальное уравнение по 1ϕ  имеет 
вид

2 2
55 1 51.a Fϕ =

Этап  3. Звенья 1 и 2, жестко связанные 
между собой, перемещаются относительно 
звена 3 при помощи силы 32F , генерируе-
мой приводом 7, до взаимодействия звена 
1 с поверхностью, что описывается диффе-
ренциальным уравнением

3 3
88 23 81.a l F=(8)

Рис. 2. Этапы прыжка четырехзвенного прыгающего робота

(9)

(10)
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Этап  4. Жестко связанные между со-
бой звенья 3 и 4 перемещаются относитель-
но звена 2 за счет создаваемой приводом 7 
силы 23F  до отрыва звена 1 от поверхно-
сти. К концу этого этапа все звенья робота 
приобретают скорость 0

23,l  которая является 
начальной скоростью этапа полета. В ка-
честве обобщенной координаты выступает 

23.l :
4 4
88 23 81.a l F=

Этап  5. Полет робота, во время кото-
рого все звенья движутся с отрывом от по-
верхности. При этом звенья 1 и 2, связан-
ные между собой, втягиваются в корпус за 
счет силы 32,F  формируемой приводом 7, 
до выполнения условия min

23 23 .l l=  Движе-
ние робота на данном этапе описывается 
четырьмя обобщенными координатами:

5 5 5 5 2 5 5
33 4 37 4 38 23 37 4 33 23 4 31,a x a a l b c l F+ ϕ + + ϕ + ϕ = 

   

5 5 5 5 2 5 5
44 4 47 4 48 23 47 4 44 23 4 41,a y a a l b c l F+ ϕ + + ϕ + ϕ = 

   

5 5 5 5 5 2 5 5
77 4 73 4 74 4 78 23 77 4 77 23 4 71,a a x a y a l b c l Fϕ + + + + ϕ + ϕ = 

   

5 5 5 5 5 2 5 5
77 4 73 4 74 4 78 23 77 4 77 23 4 71,a a x a y a l b c l Fϕ + + + + ϕ + ϕ = 

   

5 5 5 5 5 2 5
88 23 83 4 84 4 87 4 87 4 81.a l a x a y a b F+ + + ϕ + ϕ =

   

Этап  6. Приземление робота на одну 
или две точки корпуса. В первом случае 
скорость точки контакта становится рав-
ной нулю, а все звенья робота приобрета-
ют некоторую угловую скорость *

4,ϕ  после 
чего прыжок переходит в следующий этап. 
Во втором случае при приземлении на две 
точки корпуса их скорости обнуляются, и 
объект становится неподвижным, прыжок 
завершается.  

Этап  7. Все звенья робота поворачива-
ются относительно точки контакта до тех 
пор, пока вторая точка корпуса не начнет 
взаимодействовать с поверхностью. Диф-
ференциальное уравнение по обобщенной 
координате 4ϕ  записывается следующим 
образом:

7 7 2 7
77 4 77 4 71.a b Fϕ + ϕ = 

В формулах (7)–(16) использованы обо-
значения: ,k

pna  р = 1÷8, n = 1÷8 – коэффици-
енты при вторых производных обобщенных 
координат; ,k

pnb  р = 1÷8, n = 1÷8 – коэф-

фициенты при квадратах первых произво-
дных обобщенных координат; ,k

pnQ  р = 1÷8,  
n = 1÷8 – обобщенные силы по обобщен-
ным координатам.

Управляющие моменты и силы

Для исследуемого робота управление 
параметрами прыжка происходит на этапах 
позиционирования объекта и его разгона до 
отрыва от поверхности (этапы 1–4), а также 
непосредственно во время полета (этап 5). 
Этапы приземления 6 и 7 неуправляемые. 
Управляющими воздействиями являются 
моменты М43, М21, создаваемые приводами  
5 и 6, посредством которых соответствую-
щие звенья робота поворачиваются на углы 

0
2ϕ  и 0

1 ,ϕ  и сила 32,F  формируемая приво-
дом 7, за счет которой звенья 2 и 3 посту-
пательно перемещаются друг относительно 
друга. 

Будем рассматривать указанные вели-
чины как кусочно-постоянные функции, 
численные значения которых на каждом 
из этапов прыжка являются постоянны-
ми. Высота и длина прыжка варьируются 
за счет изменения временных интервалов  
t1–t5 этапов 1–5, что позволяет формиро-
вать различные значения угла 0

2,ϕ  под ко-
торым происходит разгон устройства, ско-
рости 0

23l  отрыва объекта от поверхности, 
а также скорости и ускорения относитель-
ного перемещения звеньев 2 и 3 во время 
полета.  

Моделирование движения робота

В соответствии с последовательностью 
этапов движения прыгающего робота на 
геометрические размеры звеньев наложены 
следующие ограничения: 

min
23 1 ,l l b+ ≤  min

23 1 ,l l a+ ≤  2 ,l b≤   

2 ,l a≤  3 ,l b≤  3 ,l a≤  0
23 0

2

.
sin

b
l >

ϕ

При численном моделировании прыжка 
устройства использовался переход к безраз-
мерным параметрам при помощи масштаб-
ных коэффициентов М = 0,05 кг, Т = 0,1 с, 
L = 0,1 м. Объектом моделирования явля-
ется прыгающий робот, обладающий сле-
дующими массогабаритными параметрами: 

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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m1 = 1, m2 = 1, m3 = 1, m4 = 7, а = 1, b = 1, 
l1 = 0,5, l2 = 0,9, l3 = 0,9, min

23 0, 4,l =  0
23 1,8,l =  

l4 = 0, 0
23 4,l = , 0

2 / 4.ϕ = π  Моделирование 
проводится при начальных условиях: 0,t =  

4 ,x a=  4 0,x =  4 ,y b=  4 0,y =  4 0,ϕ =  4 0,ϕ =  

1 ,ϕ = π  1 0,ϕ =  2 / 2,ϕ = π  2 0.ϕ =

На рис. 3–6 приведены временные зави-
симости координат, посредством которых 
описывается движение прыгающего робо-
та, а также показаны этапы одного прыжка. 
По данным графикам видно, что моделиру-
емое движение робота соответствует разра-
ботанной и описанной последовательности 
этапов. 

На первых трех этапах, во время кото-
рых происходит позиционирование робота, 
центр масс корпуса неподвижен (х4 = const, 
y4 = const, 4 constϕ = ). Звено 1 на первом 
этапе поворачивается вместе со звеном 2 

1 2( )∆ϕ = ∆ϕ  до тех пор, пока не станет спра-

ведливым условие 0
2 2ϕ = ϕ  (в рассматривае-

мом случае 0
2 / 4ϕ = π ), что также отражает-

ся на временных зависимостях координат 
центра масс стопы.

Во время второго этапа происходит 
поворот звена 1 против часовой стрелки 
до достижения значения 1 ,ϕ = π  траекто-
рия у1(х1) на этом этапе имеет форму дуги 
окружности. 

На третьем этапе наблюдается выдвиже-
ние звеньев 1 и 2 до взаимодействия звена 1 
с поверхностью, что находит отражение на 
графиках рис. 3, 5 а, 6 б, причем изменение 
координат точки С1 равно 0

1 23 2cos ,x l∆ = ∆ ϕ  
0

1 23 2sin ,y l∆ = ∆ ϕ  углы наклона звеньев к 
оси Ох не меняются. Завершению третье-
го этапа соответствует выполнение условия 
у1 = 0, это означает, что звено 1 лежит на 
поверхности. Изменение величины l23 под 
действием постоянной силы F32 происходит 

Рис. 3. Графики зависимостей: а – х1(t); б – у1(t)

Рис. 4. Графики зависимостей: а – х4(t); б – у4(t)

а) б)

а) б)
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по ветви параболы, что видно по графику 
рис. 6 б, характер изменения х1 и у1 анало-
гичен. 

Четвертый этап происходит при взаимо-
действии звена 1 с поверхностью, что под-
тверждается графиками рис. 4 (x1 = const, 
y1 = 0) и характеризуется перемещением 
звеньев 3 и 4 относительно звена 2 в по-
ложительных направлениях осей Ох и Оу, 
т. е. увеличением расстояния l23. На этом 
этапе наблюдается возрастание координат 
центра масс корпуса, причем справедливы 
следующие соотношения 0

4 23 2cos ,x l∆ = ∆ ϕ  
0

4 23 2sin .y l∆ = ∆ ϕ  Увеличение длины l23 про-
исходит под действием постоянной силы 
F23, значит, характер изменения этой обоб-
щенной координаты так же, как и значений 
х4 и у4, параболический. Поворота звеньев 
на данном этапе не происходит, что видно 

по графикам рис. 5, 6 а.
Пятый этап, во время которого робот 

движется с отрывом от поверхности, харак-
теризуется изменением координат центров 
масс всех звеньев робота, а также втягива-
нием звеньев 1 и 2 в корпус. В моделируе-
мом прыжке линии действия разгоняющей 
силы и силы, посредством которой звенья 
1 и 2 втягиваются в корпус, проходят че-
рез центр масс последнего, поэтому вра-
щения корпуса относительно его центра 
масс в полете не происходит, что находит 
отражение на графике рис. 6 б. Звенья 1  
и 2 перемещаются относительно корпу-
са до тех пор, пока значение l23 не станет 
равным начальному min

23 23( ).l l=  Это наблю-
дается до момента времени, отмеченного 
на всех графиках пунктирной линией. На 
данном участке пятого этапа (до пунктир-

Рис. 5. Графики зависимостей: а – ϕ1(t); б – ϕ2(t)

Рис. 6. Графики зависимостей: а – ϕ4(t); б – l23(t)

а) б)

а) б)
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ной линии) изменения координат центров 
масс звеньев 1 и 4 различны и Δх1 > Δх4,  
Δy1 > Δy4, т. к. скорость звена 1 больше ско-
рости звена 4 и в проекциях на оси Ох и Оу 
равна 1 4 23 2cos ,x x l= + ϕ

   1 4 23 2sin .y y l= + ϕ

   
После того как втягивание ноги завер-
шится, все звенья робота будут двигаться с 
одинаковыми скоростями и ускорениями, 
поэтому изменения координат точек С1 и 
С4 будут равными: Δх1 = Δх4, Δy1 = y4. На 
графиках х1(t), y1(t) в момент времени, ког-
да прекращается втягивание ноги, виден 
излом, до которого подъем графиков более 
крутой, а после – более пологий, что под-
тверждает правильность моделирования.

 Движение робота переходит в шестой 
этап, когда одна или две точки корпуса 
начнут взаимодействовать с опорной по-
верхностью. В связи с тем что в рассматри-
ваемом случае поворота корпуса робота в 
полете не происходит, приземление будет 
осуществляться на те же точки корпуса, с 
каких начинался первый этап прыжка, т. е. 
на точки А1 и А4. На графике у4(t) видно, что 
в момент начала этапа 6 значение ордина-
ты центра масс корпуса равно значению у4 
в момент начала прыжка, это означает что 
точки А1 и А4 лежат на поверхности. Изме-
нения координат центров масс звеньев 1 и 

4 во время этого этапа не наблюдается, т. к. 
в соответствии с принятой моделью трения 
скорости точек контакта с поверхностью 
равны нулю. Углы поворота звеньев также 
остаются постоянными.

Анализ представленных в работе графи-
ков свидетельствует о правильности разра-
ботанных алгоритма и программы модели-
рования прыжка робота, что подтверждается 
соответствием характера изменения коор-
динат вектора g описанной последователь-
ности этапов движения устройства.

В статье рассмотрен прыгающий робот, 
один прыжок которого представлен в виде 
последовательности восьми этапов. Разра-
ботана математическая модель поэтапно-
го движения робота, условия перехода из 
одного этапа в другой, а также связи, на-
ложенные на движения звеньев робота на 
каждом из этапов. 

В соответствии с данной математиче-
ской моделью проведено численное мо-
делирование прыжка робота, результаты 
которого позволяют подтвердить правиль-
ность разработанной программы и просле-
дить последовательность этапов движения 
на временных зависимостях характеристик 
робота.
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