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Gradient methods with exponent relaxation function

На основе аппарата функций релаксации рассмотрен новый класс матричных градиентных ме-
тодов, обобщающий классические градиентные методы, методы Ньютона и методы Левенберга–
Маркуардта. В отличие от классических прототипов, построенные методы сохраняют сходимость 
для невыпуклых задач нелинейного программирования в условиях высокой степени жесткости це-
левых функционалов.

градиентные методы. функции релаксации. невыпуклые задачи. жест-
кие функционалы. градиентные методы.

New class of matrix gradient techniques is described on the basis of relaxation function apparatus. 
This class generalises classical gradien methods, Newtonian methods and Levenberg–Markguardt methods.  
Distinctive from classical, methods developed keep convergence for nonconvex problems of nonlinear 
programming in high stiffness of criterion functional conditions.

gradient methods. relaxation functions. non-convex problems. stiff 
functionals. gradient methods.

Для решения задачи безусловной мини-
мизации

2( ) min, , ( )n n

x
J x x R J C R→ ∈ ∈

рассматривается класс матричных гради-
ентных методов вида

1 1( , ) ( ), ,k k k
k k k kx x H A h J x h R+ ′= − ∈

где ( ),k
k kA J x H′′=  – матричная функция 

.kA
Данный класс методов включает в себя 

как частные случаи такие классические 
процедуры, как градиентные методы наи-
скорейшего спуска, методы Левенберга–
Маркуардта, ньютоновские методы.

Систематическое изучение методов 
описываемого класса опирается на работы 
[1–7], а также на некоторые более ранние 
публикации автора.  Далее представлен 
основанный на понятии функции релакса-
ции [1, 6] подход к построению и анали-
зу нетрадиционных градиентных методов с 
экспоненциальной функцией релаксации, 
обобщающих названные выше известные 
процедуры.

В соответствии с основными требовани-
ями к функции релаксации [6] естественно 
рассмотреть экспоненциальную зависи-
мость вида 

( ) ( ) exp( ), 0,hR R h hλ = λ = −λ >

для которой условие релаксационности вы-
полняется при любых значениях параме-
тра h. Кроме того, реализуется предельное 
соотношение [1, 6]

( ) 1,( 0),hR hλ → →

что позволяет эффективно регулировать 
норму 1k kx x+ −  вектора продвижения не-
зависимо от расположения спектральных 
составляющих матрицы  Gk на веществен-
ной оси λ.

Легко видеть, что функция (1) обобща-
ет (по сути – порождает) многие известные 
функции релаксации и является в опреде-
ленном смысле канонической (или опти-
мальной). Действительно, разлагая экспо-
ненту  (1) в ряд Тейлора и ограничиваясь 
двумя первыми членами разложения, по-
лучим 

(1)



Математическое моделирование: методы, алгоритмы, технологии

59

( )exp( ) 1 / exp

1 / (1 ) / ( 1), 1 / ,

h h

h h h h h

−λ = λ ≅

′ ′ ′≅ + λ = + =

что совпадает с функцией релаксации ме-
тода Левенберга–Маркуардта [6]. И анало-
гично, полагая

exp( ) 1 ,h h−λ ≅ − λ

приходим к классическому градиентному 
методу с постоянным шагом. Для достаточ-
но больших значений параметра   h имеем 
exp( ) 0h−λ ≅  при любых 0,mλ ≥ >  что 
позволяет говорить о вырождении метода 
в классический метод Ньютона без регули-
ровки шага.

Указанные связи между различными 
методами могут быть установлены также 
исходя из непрерывного принципа построе-
ния оптимизирующих алгоритмов. Соглас-
но этому принципу для минимизируемого 
функционала J(x) строится дифференци-
альное уравнение траектории наискорейше-
го спуска вида [1]:

0( ), (0) .
dx

J x x x
dt

′= − =

Решая  это уравнение различными ме-
тодами численного интегрирования, при-
ходим к соответствующим процедурам 
минимизации. В этом случае легко про-
верить, что такие простейшие методы чис-
ленного анализа, как метод ломаных Эйле-
ра и неявный метод ломаных [5] приведут 
к основным соотношениям классического 
градиентного метода с постоянным шагом 
и метода Левенберга–Маркуардта соответ-
ственно. Аналогично можно установить, 
что градиентные методы с экспоненциаль-
ной функцией релаксации эквивалентны 
т. н. системным методам численного инте-
грирования [5].

По экспоненциальной функции релакса-
ции может быть построен соответствующий 
матричный множитель Hk, определяющий 
конкретную схему матричной градиентной 
процедуры.

Действительно, имеем

( , ) 1 ( ) 1 exp( ).H h R hλ λ = − λ = − −λ

Полагая 0,λ ≠  получим

[ ]1

0

( , ) 1 exp( )

exp( ) .
h

H h h

d

−λ = λ − −λ =

= −λτ τ∫

Доопределяя H(0,h) в точке 0λ =  из усло-
вия непрерывности, получим (0, ) .=H h h  В 
результате схема метода с экспоненциальной 
релаксацией (ЭР-метода) примет вид

1 ( , ) ( ),k k k
k kx x H G h J x+ ′= −

0

( , ) exp( ) .
h

H G h G d= − τ τ∫
Параметр hk определяется равенством

0
arg min [ ( , ) ( )],k k

k kh
h J x H G h J x

≥
′∈ −

однако возможны и другие способы выбора 
hk.

Принципиальная схема ЭР-метода  была 
получена исходя из анализа локальной ква-
дратичной модели минимизируемого функ-
ционала. Представляет интерес выяснение 
возможностей метода в глобальном смысле, 
без учета предположений о квадратичной 
структуре J(x).

Можно доказать, что алгоритм  (3), (4) 
сходится практически при тех же ограниче-
ниях на минимизируемый функционал, что 
и метод наискорейшего спуска [1], имея в 
определенных условиях существенно более 
высокую скорость сходимости.

Следующая теорема устанавливает факт 
сходимости ЭР-метода   для достаточно 
широкого класса невыпуклых функциона-
лов в предположении достижимости точки 
минимума (условие 2) и отсутствия точек 
локальных минимумов (условие 3) [5]. Обо-
значим ( ) ( ), ( ).′ ′= = k

kg x J x g J x
Теорема 1. Пусть
1) 2( ) ( );∈ nJ x C R  
2) множество { / ( ) min ( )}∗ ∗

∗ = =X x J x J x  
непусто;

3) для любого 0ε >  найдется такое 
0,δ >  что ( ) ,g x ≥ δ  если ( ),∗∉x S X  где

( ) { ( , ) },

( , ) min ;
x X

S X x d x X

d x X x x
∗

∗

∗ ∗

∗
∗

∈

= ≤ ε

= −

4) для любых x, y ∈ Rn

||g(x + y) – g(x)|| ≤ l||y||, l > 0;

(4)

(2)

(3)

(5)
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5) собственные числа матрицы G(x) за-
ключены в интервале [– M, M], где M > 0 
не зависит от x.

Тогда независимо от выбора начальной 
точки  x0 для последовательности  {xk}, по-
строенной согласно (3), (4), выполняются 
предельные соотношения

lim d(xk, X∗) = 0,

lim J(xk) = J(x*), k → ∞.

Дока з а т ельс тво . Используя соотно-
шения

1

0

1 1

0 0

( ) ( ) ( ), ,

( ), ( ) ( ) ( )

J x y J x g x y y d

x y d x y d

+ = + + ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ ≤ ϑ ⋅ ϑ ϑ

∫

∫ ∫
и обозначая Jk = J(xk), gk = J′(xk), Gk = J″(xk), 
получим

1

0

1

0

1
2

0

2 2

2 22

[ ( , ) ]

[ ( , ) ], ( , )

( , ) ,

[ ( , ) ],

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

( , )
2

,
2

k k
k k

k k k
k k

k k
k

k k k
k

k k k
k k

k k k
k k

k k
k

k k

J J x H G h g

g x H G h g H G h g d

H G h g g

g J x H G h g

H G h g d H G h g g

l H G h g d H G h g g

l
H G h g g

l
g R g

− − =

= − ϑ ϑ =

= −

− − − ϑ

ϑ ≥ −

− ϑ ϑ = −

− ≥ ρ −

− = α

∫

∫

∫

2( 2) .l Rα ρ −

При этом использованы неравенства

ρ||y||2 ≤ 〈H(Gk, h)y, y〉 ≤ R||y||2,

где ρ, R – соответственно минимальное и 
максимальное собственные числа положи-
тельно определенной матрицы H(Gk, h).

Левое неравенство (9) следует из пред-
ставления минимального собственного 
числа λ любой симметричной матрицы В в 
виде 

0
min( , , ),
x

Bx x x x
≠

λ =  а правое – из 

условия согласования ||Bx|| ≤ ||B|| ⋅ ||x|| сфери-

ческой нормы вектора ,x x x=  и спек-
тральной нормы симметричной матрицы 

max ( ) ,ii
B B= λ  где λi(B), i ∈ [1: n] – соб-

ственные числа матрицы B. Для значений ρ 
и R получим:

0

0

min [ ( , )]

min exp[ ( ) ] ,

max exp[ ( ) ] .

ii

h

ii

h

ii

H G h

G d R

G d

ρ = λ =

= −λ τ τ =

= −λ τ τ

∫

∫
Согласно пятому предположению имеем

0

0 0

exp( )

exp[ ( ) ] exp( ) ,

h

h h

i

M d

G d M d

− τ τ ≤

≤ −λ τ τ ≤ τ τ

∫

∫ ∫
поэтому

1

0

exp( ) [1 exp( )],
h

M d M Mh−ρ ≥ − τ τ = − −∫
1

0

exp( ) [exp( ) 1],
h

R M d M Mh−≤ τ τ = −∫
2

1 2
2

2

[1 exp( )] [exp( ) 1] .
2

l
R

l
M Mh Mh

M
−

α = ρ − ≥

≥ − − − −

Полагая h = 1/M и считая без ограни-
чения общности, что M >  le(e – 1) /2, где 
е  – основание натуральных логарифмов, 
получим

α ≥ (e – 1)[2M – le(e – 1)] /  

/(2M 2e) > 0.

Из (5), (8), (10) следует

Jk – Jk + 1 ≥ Jk –  

–J[xk – H(Gk, M
–1)gk] ≥ α||gk||2.

Следовательно, последовательность  {Jk} 
является монотонно невозрастающей и 
ограниченной снизу величиной J(x∗), поэ-
тому она имеет предел и Jk + 1 – Jk → 0 при 
k → ∞. Из (11) следует ||gk||2 ≤ α–1(Jk – Jk + 1), 
поэтому ||gk|| → 0 при k → ∞. А так как по 
условию ||gk|| ≥ δ при xk ∈ S(X∗), то найдет-
ся такой номер N, что xk ∈ S(X∗) при k ≥ N 
и, следовательно, справедливо утвержде-
ние (6).

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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Обозначим через kx  проекцию  xk на 
множество X∗. Тогда по теореме о среднем 

[ ]
( ) ( ), ,

где ( ), 0,1 .

k kc k k
k

kc k k k
k k

J J x g x x x

x x x x

− = −

= + λ − λ ∈

Учитывая, что ( ) 0,kg x =  получим

2

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( , ).

k kc k k k
k

kc k k k k

J J x g x g x x x

g x g x x x ld x X ∗

− = − − ≤

≤ − ⋅ − ≤

И в силу (6) получаем (7). Теорема до-
казана.

З амечание   1. Утверждения теоремы, 
очевидно, выполняются, если  hk выбирать 
не из условия (5), а из условия

[0, ]

[ ( , ) ]

min [ ( , ) ],

k k
k k

k k
k

h h

J x H G h g

J x H G h g
∈

− =

= −

где 0h >  – произвольное число. Действи-
тельно, легко видеть, что равенство (11) 
только усилится, если брать любое другое 
значение h1 (может быть, даже большее, 
чем 2/  [le(e  –  1)]) с меньшим значением 
функционала, чем при h = 1/M, и в то же 
время, если при h = 1/M сходимость имеет 
место, то она сохраняется и при меньших 
значениях h. Последнее следует из возмож-
ности выбора сколь угодно больших значе-
ний М при установлении сходимости.

Замечание  2. Утверждения (6), (7) со-
храняются также при замене условия (5) на 
следующее:

1

0

[ ( , ) ] (1 )

min [ ( , ) ], 0 1.

k k k
k k k k

k k
k k kh

J J x H G h g g

J x H G h g
+

>

= − ≤ − γ +

+γ − < γ < γ ≤

Действительно, из (12) будем иметь

1 0
( min [ ( , ) ])

( [ ( , ) ])

k k
k k k k kh

k k
k k k

J J J J x H G h g

J J x H G h g

+ >
− ≥ γ − − ≥

≥ γ − −

и, согласно (8),
2 2

1 , 0.k k
k k kJ J g g+− ≥ γ α = α α >

Получено неравенство, аналогичное 
(11), и далее доказательство проводится по 
той же схеме, с заменой α на α .

В случае сильной выпуклости функцио-
нала J(x), удается получить оценку скоро-
сти сходимости.

Теорема 2. Пусть
1) J(x) ∈ C2(Rn);
2) для любых x, y  ∈  Rn выполняются 

условия 

λ||y||2 ≤ 〈G(x)y, y〉 ≤ Λ||y||2, 

||G(x + y) – G(y)|| ≤ L||x||, λ > 0, L ≥ 0.

Тогда независимо от выбора начальной 
точки x0 для метода (3) справедливы соот-
ношения (6), (7), и оценка скорости сходи-
мости

||xk + 1 – x∗|| ≤ (Λ/λ)1/2L||xk – x∗||2 /(2λ).

Дока з а т ельс тво  содержится в [1, 5].
Таким образом, установлена квадратич-

ная скорость сходимости, характерная для 
Н-методов.

Реализация методов  
с экспоненциальной релаксацией

Алгоритм вычисления матричных функ-
ций (4) может быть основан на использо-
вании известного рекуррентного соотноше-
ния [5]:

H(G, 2h) = H(G, h)[2E – GH(G, h)]. 

Так как все рассматриваемые матрич-
ные функции симметричны и, следователь-
но, обладают простой структурой, то для 
доказательства (13) достаточно проверить 
его для соответствующих скалярных зави-
симостей, что тривиально.

Формула  (13) используется также для 
получения обратной матрицы   G  –1, т. к. 
выполняется предельное соотношение:

lim H(G, h) = G –1, h → ∞.

Этот факт еще раз указывает на 
связь ЭР-метода с методом Ньютона, кото-
рый является предельным вариантом рас-
сматриваемого алгоритма при условии по-
ложительной определенности матрицы  G. 
Практический выбор параметра h при из-
вестной матрице G или ее аппроксимации 
может осуществляться различными спосо-
бами. В каждом из них приближенно реа-
лизуется соотношение  (5). Наиболее про-
стой прием заключается в следующем.

Задаются некоторой малой величиной h0 
такой, что матрица H(Gk, h0) может быть за-

(12)

(13)
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менена отрезком соответствующего степен-
ного ряда:

1
0 0 0

1

( , ) ( ) !.
l

i
k k

i

H G h h G h i−

=

≅ −∑
Далее последовательно наращи-

вают h с помощью соотношения 
(13), вычисляя каждый раз значение 

0[ ( ,2 ) ], 0,1, ... .k q
k kJ x H G h J q′− =

Процесс продолжается до тех пор, пока 
функция J убывает либо достаточно быстро 
убывает. Точка с минимальным значени-
ем J принимается за xk+ 1. При этом вместо 
точной реализации соотношения (5) опти-
мальный шаг выбирается на дискретной 
сетке значений hq = 2qh0, q = 0, 1, …. Как 
правило, предельное значение  q не пре-
вышает 30–40. В самом деле, если функ-
ционал J(x)  квадратичный и G(x)  >  0, то 
оптимальное значение параметра h  = +∞, 
q = +∞, а 1( , ) ,k kH G h G −=  и метод вырожда-
ется в классический вариант метода Нью-
тона без регулировки шага. Однако в дей-
ствительности при использовании (13) для 
построения матрицы H(Gk, h) необходимое 
число итераций q оказывается конечной ве-
личиной, ибо все вычисления проводятся 
с ограниченной точностью, и процесс ав-
томатически останавливается при попада-
нии результата в достаточно малую окрест-
ность решения. Количество обращений к 
рекуррентному соотношению (13) при этом 
оказывается сравнительно небольшим, что 
подтверждается опытом практического 
применения (13) в качестве алгоритма по-
строения обратной матрицы.

Сказанное подтверждается следующими 
рассуждениями для случая G > 0.

Соотношение (13) может быть преоб-
разовано к виду E  –  GH(G,  2h0)  =  [E  –  
–GH(G, h0)]

2.
Из равенств ||E  –  GH(G,  h0)||  =  

= ||exp(– h0G)|| = exp(– mh0), при  h0 = 0,1/M, 
где min ( ), max ( )i ii i

m G M G= λ = λ
 

следует, 

что ||E – GH(G, h0)|| = exp(– 0,1m/M).
Поэтому

2
0 0( ,2 ) ( ( , ))

qqE GH G h E GH G h− = −

и 

0

2
0

( , 2 )

( , ) exp 0,1 2 .

− ≤

 ≤ − = − ⋅ 
 

q

q

q

E GH G h

mE GH G h
M

0

2
0

( , 2 )

( , ) exp 0,1 2 .

− ≤

 ≤ − = − ⋅ 
 

q

q

q

E GH G h

mE GH G h
M

Необходимое число итераций   q мож-
но определять из условия выполне-
ния с машинной точностью равенства 
||E – GH(G, 2qh0)|| = 2– t, где t – длина разряд-
ной сетки мантиссы в представлении числа 
в форме с плавающей точкой. Или, что то же 
самое, из условия exp(– 0,1⋅2qm/M) = 2– t.

Полагая, например, t = 28, η = M/m = 108, 
получим, что 

ln 2
ln 10 ln 2 34.

t M
q

m
 ≅ ≅ 
 

Таким образом, показано, что мак-
симальное число итераций при реализа-
ции соотношения (13) зависит от степени 
овражности η и обычно не превышает ука-
занных выше значений.

В целом ряде случаев более эффектив-
ной оказывается реализация метода с эле-
ментами адаптации, в которой значение J 
не вычисляется для всех промежуточных 
значений q. Функционал вычисляется для 
трех значений q: q∗ – 1, q∗, q∗ + 1 с после-
дующим выбором лучшего значения. Здесь 
q*  – оптимальное значение q, полученное 
на предыдущей итерации по k. На первой 
итерации для определения q* необходимо 
вычислить весь ряд значений J.

С целью более точной локализации ми-
нимума на каждом шаге по k могут исполь-
зоваться процедуры одномерного поиска по 
h. Например, известный метод золотого се-
чения. Для этого вначале изложенным выше 
грубым способом определяется промежу-
ток [hmin, hmax], содержащий оптимальное в 
смысле (5) значение h∗. Далее полагаем

( ) [ ( , ) ].k k
kh J x H G h gϕ −

Тогда

hmin = 2q′h0, hmax = 2q′ + 2h0, h∗ = 2q′ + 1h0,

причем предполагается, что

ϕ(hmin) > ϕ(h∗), ϕ(hmax) > ϕ(h∗).

Фиксируя число пересчетов q′, полу-
чим, что выбирая новый параметр 0h′  из 
промежутка 0 0 0[ , 4 ],h h h′ ∈  где h0 – первона-
чально выбранное значение, мы получим 

(14)
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h = 2q′ h'0∈ [hmin, hmax].
Далее можно определить 

0 0( ) (2 ) ( ),qh h h′ ′ ′ϕ = ϕ = Ψ  и задача сводится к 
стандартной задаче минимизации функции 
одной переменной 0( )h′Ψ  на заданном про-
межутке.

Для приближенного вычисления матри-
цы  Gk вторых производных могут приме-
няться различные методы [1]. Рассмотрим 
наиболее универсальный алгоритм, осно-
ванный на конечноразностных соотношени-
ях. В результате вычислений по известным 
формулам с двусторонними приращениями 
приходим к матрице  2

k k kG D= β  и векто-
ру gk = dk/βk, где βk = 2sk, sk – шаг дискрет-
ности. Как уже говорилось, производить 
деление матрицы Dk на 2

kβ  или вектора dk 
на βk с целью получения Gk и gk нецеле-
сообразно с вычислительной точки зрения. 
Поэтому далее принципиальная схема ЭР-
метода  будет преобразована к виду, удоб-
ному для непосредственного применения 
Dk и dk вместо Gk и gk.

Имеем

2

0

2 2 2 2

0 0

( , ) exp( )

exp( ) exp( ) ,
k

h

k k

hh

k k k k k k

H D h D d

G d G t dt
β

− −

= − τ τ =

= β − β τ β τ = β −

∫

∫ ∫
или

2 2 2( , ) ( , ), .k k k k k k kH G h H G h h hβ β = = β

С учетом (15) основное соотношение (3) 
приводится к виду

1

2 2

2

( , )

( , )

2 ( , ) , 4 .

k k k
k k

k k
k k k k k

k k
k k k k

x x H G h g

x H D h d

x s H D h d h h s

+ = − =

= − β β β =

= − =

Имеем также H(Dk,  2h)  =  H(Dk,  h)× 
× [2E – DkH(Dk, h)].

Оптимальное значение h находится не-
посредственно из соотношения

1 1

0
( ) min [ 2 ( , ) ].k k k

k kh
J x J x s H D h d+ +

>
= −

При использовании разностного урав-
нения (16) укрупненная вычислительная 
схема метода с экспоненциальной релакса-
цией может быть сведена к следующей по-
следовательности действий.

Алгоритм  МЭР
Шаг  1. Ввести исходные данные x0, s.
Шаг  2. Принять x := x0; J := J(x); xl := x; 

Jl := J.
Шаг  3. Вычислить матрицу D = {Dij} и 

вектор d = {dij} в точке x по формулам

Dij = J(x + sei + sej) – 

–J(x – sei + sej) –

– J(x + sei – sej) + J(x – sei – sej),

i, j ∈ [1: n];

di = J(x + sei) – J(x – sei), 

i ∈ [1: n], ei = (0, …, 1, …, 0);

принять h0 := 0,1/ ||D||.
Шаг  4. Принять k = 0. Вычислить ма-

трицу H = H(D, h0)
7

1
0

1

( ) !.i i

i

H D h i−

=

= −∑
Шаг  5. Положить xt  :=  x  –  2sHd; 

Jt := J(xt); k := k + 1.
Шаг  6. Если Jt < Jl, положить xl  := xt, 

Jl := Jt.
Шаг  7. Если k  >  20, перейти к 

шагу 8; в противном случае положить 
H := H(2E – DH) и перейти к шагу 5;

Шаг  8. Проверить условия окончания 
процесса оптимизации в целом; если они 
выполняются, остановить работу алгорит-
ма; в противном случае положить x  :=  xl, 
J := Jl и перейти к шагу 3.

Заметим, что выбор на шаге 3 параметра 
h0  := 0,1/  ||D || эквивалентен при G = J″(x) 
равенству h0: = 0,1/  ||G || в исходной схеме 
алгоритма. А последнее равенство гаранти-
рует убывание функционала:

J[xk – H(Gk, h0)g
k] < J(xk).

Действительно, как было сказано ра-
нее, для выполнения неравенства  (20) 
достаточно положить h0  ≤  1/M, где 
M > le(e – 1) /2 ≅ 2,3l. Для параболоида, ап-
проксимирующего J(x) в окрестности точ-
ки x, имеем l = ||G||, где G = J″(x). Поэтому 
можно выбрать h0 из условия

0

1 0, 4
.

2,3
h

G G
= ≅

Замена коэффициента 0,4 на 0,1 позво-

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
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ляет более точно реализовать шаг  4 алго-
ритма, одновременно гарантируя выполне-
ние (20).

Параметр  sk может меняться в зависи-
мости, например, от величины ||xk – xk – 1||.

Возможны и другие способы регулиров-
ки шага.

Области применения и анализ влияния  
погрешностей

Обратимся к анализу влияния погреш-
ностей вычислений при реализации ЭР-
методов.

Рассмотрим итерационный процесс, 
определяемый рекуррентным соотношени-
ем:

xk + 1 = xk – Hk(Gk, hk)Gkx
k = q(Gk)x

k, 

где q(G) = E – H(G, h)G. Данный процесс 
является упрощенной моделью ЭР-метода, 
характеризуя его локальные свойства. Здесь 
предполагается, что ищется минимум ква-
дратичной формы ( ) 1 / 2 , .kf x G x x=

Оценим влияние погрешностей в пред-
ставлении матрицы  Gk на характеристи-
ки релаксационности последовательности 
{f(xk)}.

Кроме предположения о квадратичном 
характере J(х) в окрестности точки  xk мы 
неявно ввели еще одно допущение. Имен-
но, заменяя в (21) матрицу Gk на возмущен-
ную матрицу G + dG (индекс k у матрицы 
далее будем опускать), мы предполагаем, 
что ошибки в вычислении G и g опреде-
ленным образом согласованы. В действи-
тельности эквивалентное возмущение dG у 
матрицы, определяющей величину гради-
ента Gxk, может не совпадать с возмущени-
ем матрицы G, так как g и G вычисляются 
раздельно. Однако c позиций последую-
щего анализа данное отличие не является 
принципиальным.

Предположим, что собственные числа 
матрицы G разделены на две группы:

λ1 ≥ ... ≥ λn – r >> |λn – r + 1| ≥ ... ≥ |λn|.

Возмущение dG матрицы G приводит к 
появлению возмущений dλi для собствен-
ных чисел и возмущений dui для отвечаю-
щих им собственных векторов. Согласно 
результатам [1] будем считать, что вариа-

ции собственных векторов происходят в 
пределах линейных оболочек

1 2
1 1

, ,
n r n

i j
i j

i j n r

M u M u
−

= = − +

= α = α∑ ∑
порожденных собственными векторами {ui, 
i ∈ [1: n – r]}, {uj, j ∈ [n – r + 1, n]} исходной 
невозмущенной матрицы G. В данном слу-
чае матрицы G и G + dG одновременно не 
приводятся к главным осям, что вносит до-
полнительный элемент сложности в анализ 
влияния погрешностей.

Пусть

U TGU = diag(λi), U = (u1, u2, …, un);

W T(G + dG)W = diag(λi + dλi), 

W = (w1, w2, …, wn).

Имеем теперь

q(G) = E – WD1W
TWD2W

T = E – WD3W
T,

где

1
0

diag exp(( ) ) ;
 

= −λ − λ τ τ 
  
∫
h

i iD d d

D2 = diag(λi +dλi); D3 = D1D2.

Таким образом, матрица q(G) имеет соб-
ственные векторы wi и соответствующие им 
собственные числа λi(q) = 1 – λi(D3).

Полагая

,
1 1

, ,
n n

k i i i
i k ji

i j

x w w u
= =

= ξ = α∑ ∑
получаем

2

2
,

1 1

( ) 0,5 , 0,5 .
n n

k k k
i k ji i

i j

f x Gx x
= =

 
= = ξ α λ 

 
∑ ∑

Аналогично имеем

1
, , 1

1 1

( ) ( ) ;
n n

k k i i
i k i i k

i i

x q G x q w w+
+

= =

= = ξ λ = ξ∑ ∑
2

1 2
, 1

1 1

2
2 2
,

1 1

( ) 0,5

0,5 ( ),

+
+

= =

= =

 
= ξ α λ =  

 

 
= ξ α λ λ  

 

∑ ∑

∑ ∑

n n
k

i k ji i
i j

n n

i k ji i i
i j

f x

q

где

0

( ) 1 ( ) exp(( ) )

exp(( ) ).

λ = − λ + λ −λ − λ τ τ =

= −λ − λ

∫
kh

i i i i i

i i k

q d d d

d h

(21)

(22)

(23)

(24)
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Для выполнения неравенства 
f(xk + 1) ≤ f(xk) согласно результатам [6] долж-
ны выполняться условия релаксационно-
сти:

|λi(q)| ≤ 1, λi > 0; |λi(q)| ≥ 1, λi < 0.

Теперь легко видеть, что если возмуще-
ние dλi таково, что собственное число ме-
няет знак

sign(λi) ≠ sign(λi + dλi), 

то условия (25), вообще говоря, наруша-
ются. Это приводит к резкому замедлению 
сходимости процесса оптимизации.

Пусть вариация  dG матрицы  G вызы-
вается только погрешностями округления. 
Тогда неравенство  (26) невозможно, если 
все малые собственные числа ограниче-
ны снизу величиной nλ1εM. Действительно, 
в этом случае sign(λi)  =  sign(λi  +  dλi), так 
как |dλi| ≤ nλ1εM ≤ |λi|. Отсюда имеем следую-
щее ограничение на степени жесткости [4] 
функционалов, эффективно минимизируе-
мых ЭР-методами:

η(xk) ≤ 1/ (nεM).

Проведенный анализ показывает, что 
вычислительные погрешности при доста-
точно больших значениях η могут приво-
дить к практически случайному характеру 
множителей релаксации для малых соб-
ственных чисел, что определяет резкое 
снижение эффективности метода. Из (27) 
следует, что трудности возрастают при 
увеличении размерности  n решаемой за-
дачи и уменьшении длины разрядной сет-
ки компьютера. Вычисления с двойной 
точностью, обычно реализуемые в совре-
менных вычислительных системах, приво-
дят к оценке 2( ) 1 ( )k

Mx nη ≤ ε  и позволяют 
решать существенно более широкий класс 
задач.

Опыт практического применения алго-
ритмов типа МЭР показал перспективность 
разрабатываемого подхода для решения 
жестких невыпуклых оптимизационных 
задач при условии достаточно точной ап-
проксимации целевого функционала ква-
дратичными необязательно выпуклыми па-
раболоидами.

(25)

(26)
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