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OUTLIER DETECTION WITH BOXPLOTS BASED ON NEW HIGHLY 
EFFICIENT ROBUST ESTIMATES OF SCALE

Разработаны улучшенные робастные версии классического боксплота Тьюки на основе быстрых 
высокоэффективных робастных оценок масштаба. Методом Монте–Карло проведен сравнительный 
анализ классического и предложенных боксплотов при оценке качества обнаружения выбросов для 
двух больших групп моделей распределения: симметричных и асимметричных. Полученные резуль-
таты подтверждают преимущество новых предложенных методов при засоренных данных.

БОКСПЛОТ. ВИЗУАЛИЗАЦИЯ ДАННЫХ. РОБАСТНОСТЬ. ЭФФЕКТИВНОСТЬ.

Robust versions of Tukey’s boxplot based on the low-complexity highly efficient robust estimates of scale 
are presented. Boxplots’ performance is tested experimentally using Monte–Carlo method on two big groups 
of data distributions: symmetric and skewed models of distribution. The proposed versions of boxplots prove 
to be a better choice when dealing with contaminated data.

BOXPLOT. DATA VISUALIZATION. ROBUSTNESS. EFFICIENCY.

Основной вклад в развитие робастной 
статистики внесли пионерские работы 
Тьюки [1], Хьюбера [2] и Хампеля [3]. Ро-
бастность в статистике означает в широ-
ком смысле устойчивость статистических 
оценок в условиях отклонений от предпо-
лагаемой модели распределения данных. 
Методы робастной статистики основаны 
на асимптотическом подходе, однако их 
использование на малых по объему выбор-
ках данных также дает хорошие результаты, 
что обеспечивает возможность их широко-
го применения при решении практических 
задач.

В данной статье представлены новые ре-
зультаты в области робастных методов об-
работки данных. Мы предлагаем робастные 
модификации классического боксплота. 
Классический одномерный боксплот Тью-
ки наглядно обобщает параметры распреде-
ления данных, позволяя быстро сравнивать 
выборки. Боксплот содержит информацию 
о параметрах положения и масштаба, а так-
же о весе «хвостов» распределения, асим-

метрии распределения данных и наличии 
выбросов. В нашей статье основное вни-
мание уделено повышению эффективности 
выявления выбросов и наглядности пред-
ставления «хвостов» распределения.

Одномерный боксплот [4] определяет-
ся пятью параметрами: минимумом и мак-
симумом выборки, нижним LQ и верхним 
UQ квартилями, интерквартильной широ-
той IQR (оценка масштаба) и выборочной 
медианой. Экстремумы («усы» боксплота) 
вычисляются следующим образом:
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Все элементы выборки, расположенные 
за пределами экстремумов, принято рас-
сматривать как выбросы и отображать гра-
фически вместе с соответствующим бок-
сплотом.

Графически внутренняя часть боксплота 
представлена как коробчатая конструкция с 
границами, равными нижнему и верхнему 

(1)
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квартилям, содержащая 50 % центральных 
порядковых статистик выборки. Выбороч-
ная медиана обозначается линией внутри 
коробки и делит интерквартильную область 
на две части. Прямые, исходящие из про-
тивоположных сторон коробки, обозначают 
«хвосты» распределения выборки, их длина 
определяется экстремумами по формуле (1). 

Для улучшения стандартной модели 
были предложены различные модифициро-
ванные варианты боксплота. Среди таких 
модификаций можно выделить боксплот, 
графическое представление которого содер-
жит информацию о доверительном интерва-
ле оценки параметра положения – медиане 
[5], что обеспечивает возможность сравне-
ния качества оценки медианы нескольких 
выборок. В [6] предложена иная модифи-
кация боксплота, позволяющая включить в 
графическое представление информацию о 
плотности распределения данных. На базе 
боксплота, в графической структуре кото-
рого отображена информация о плотности 
распределения, разработаны другие виды 
боксплотов [7–9].

Различные модификации классического 
боксплота, как правило, расширяют набор 
доступных для визуального восприятия па-
раметров, однако это требует дополнитель-
ных вычислительных ресурсов. В данной 
статье мы предлагаем простую по вычис-
лительной сложности модификацию па-
раметров классического боксплота через 
высокоэффективные робастные оценки 
масштаба. 

Высокоэффективные робастные оценки 
масштаба в предложенных модификациях 

классического боксплота

На практике классический боксплот 
применяется для выявления выбросов, 
присутствующих в выборке. Мы можем по-
высить качество обнаружения аномальных 
данных посредством повышения качества 
определения экстремумов. В классическом 
варианте боксплота экстремумы выборки 
определяются через интерквартильную ши-
роту IQR, но эта оценка не обладает высо-
кой эффективностью и робастностью. 

Методы робастной статистики предлага-
ют более устойчивые статистические оценки 

для случаев, когда в выборке данных при-
сутствуют выбросы, в частности, робаст-
ная, высокоэффективная, но вычислитель-
но сложная Qn-оценка масштаба [11]. В [12] 
предложена «быстрая» робастная высокоэф-
фективная FQn-оценка масштаба, основан-
ная на аппроксимации функции влияния 
Qn-оценки. Показано, что максимальная 
эффективность предложенной FQn-оценки 
достигает 96 %, а минимальное возможное 
ее значение не опускается ниже уровня  
81 % на нормальном распределении, при этом 
их пороговая точка (breakdown point [10]) 
достигает максимального значения 50 %.  
Используемая далее FQn-оценка масштаба 
имеет  максимально высокую робастность, 
так же как медианное абсолютное отклоне-
ние MAD = med|x-med x|, но значительно 
более высокую эффективность (эффектив-
ность MAD на нормальном распределении 
равна 37 %). 

Обобщим уравнения вычисления экс-
тремумов боксплота следующим образом:

(1) ( ){ ,LQ }, { ,UQ },L n U n nx x kS x x kS= − = +

где k – пороговое значение; Sn – робастная 
высокоэффективная оценка масштаба.

Предложенные нами версии боксплотов 
отличаются от классического подстановкой 
робастных оценок масштаба MADn и FQn в 
формулу (2). Результатом применения та-
кого приема является изменение оценки 
экстремумов, что влияет на обнаружение 
выбросов. Проведем сравнительный анализ 
качества обнаружения выбросов классиче-
ского и модифицированных боксплотов.

Сравнительный анализ качества  
обнаружения выбросов  

в модели Тьюки–Хьюбера

В статистике выбросом является наблю-
даемое значение, заметно отличающееся от 
остальных элементов выборки [13]. Выбро-
сы могут возникать случайным образом в 
любой модели распределения. Во многих 
случаях выбросы либо являются ошибками 
измерения, либо указывают на наличие тя-
желых «хвостов» в модели распределения. 
В первом случае наличие таких аномальных 
результатов наблюдений – итог неправиль-
ной работы системы. Причиной появления 

(2)
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выбросов нередко является смешение двух 
моделей распределений. Последняя си-
туация формализуется моделью засорения 
Тьюки–Хьюбера [1]:

( ) (1 ) ( ;0,1) ( ; , ),f x N x N x s= − ε + ε µ

где 0 ≤ ε < 1 – вероятность появления вы-
бросов; µ – параметр положения; s – пара-
метр масштаба для распределения «плохих» 
данных.

В классическом методе определения 
выбросов, известном как тест Граббса 
[13], выбросом объявляется наблюдение 
x, для которого справедливо неравенство 
x x S kα− > , где x  – выборочное сред-

нее; S – среднеквадратическое отклонение; 
kα – пороговое значение, определяемое ве-
роятностью ложной тревоги (вероятность 
ошибки первого рода) для нормального 
распределения. 

В данной статье мы обозначаем наблю-
дение x как выброс в случае x < xL и x > xU, 
где xL и xU – соответственно нижняя и верх-
няя границы боксплота. Пороговое значе-
ние kα выбирается экспериментально при 
условии, что вероятность ложной тревоги 
α = 0,1.

Для сравнительного анализа эффектив-
ности тестов воспользуемся мерами чув-

ствительности (SE) и специфичности (SP). 
Чувствительность представляет собой мощ-
ность критерия, а специфичность – вероят-
ность отсутствия ложной тревоги. Оба эти 
показателя комбинируем в один, вычисляя 
их гармоническое среднее H = 2 SE SP /  
/(SE + SP). Выбор гармонического среднего 
в качестве оценки эффективности обнару-
жения выбросов обусловлен тем свойством, 
что с его использованием можно успешно 
оценивать разные критерии выявления вы-
бросов, отличающиеся по вероятности лож-
ной тревоги. В нашей статье вероятности 
ложной тревоги классического боксплота 
и модифицированных боксплотов равны  
α = 0,06 и α = 0,1 соответственно.

Результаты экспериментов представле-
ны в табл. 1, 2, где лучшие показатели вы-
делены жирным шрифтом.

По результатам, указанным в табл. 1, 2,  
в обеих моделях засорения («сдвиг» и «мас-
штаб») боксплоты не отличаются значи-
тельно по эффективности обнаружения 
выбросов, за исключением теста Граббса, 
демонстрирующего очень низкие показате-
ли эффективности. Такое поведение теста 
Граббса можно объяснить неробастностью 
используемых в нем оценок сдвига и мас-
штаба.

(3)

Таблица  1 

Значения гармонического среднего H для модели засорения типа «масштаб» (3), µ = 0, s = 3

ε = 0,1 20 50 100 1000 10 000

БП Тьюки 0,64 0,72 0,72 0,72 0,72

MAD-БП 0,67 0,72 0,73 0,73 0,73

FQ-БП 0,66 0,72 0,72 0,72 0,73

Граббс 0,17 0,29 0,30 0,30 0,30

Таблица  2 

Значения гармонического среднего H для модели засорения типа «сдвиг» (3), µ = 3, s = 1

ε = 0,1 20 50 100 1000 10 000

БП Тьюки 0,75 0,79 0,80 0,80 0,80

MAD-БП 0,73 0,80 0,80 0,80 0,80

FQ-БП 0,73 0,79 0,81 0,81 0,81

Граббс 0,32 0,39 0,40 0,39 0,39
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Робастные версии боксплотов немного 
превышают по эффективности классиче-
ский боксплот.

В табл. 3 представлены результаты ис-
следования зависимости эффективности 
обнаружения выбросов от параметра засо-
рения ε. Среди малых и умеренных уровней 
засорения FQ-боксплот имеет самые луч-
шие показатели эффективности. В сильно 
засоренных выборках MAD-боксплот отли-
чается более высоким уровнем эффектив-
ности по сравнению с остальными. Такое 
поведение MAD-боксплота обусловлено 
принадлежностью оценки масштаба MAD 
к классу минимаксных робастных оценок 
параметра масштаба [10].

Сравнительный анализ качества  
обнаружения выбросов в асимметричных 

моделях распределения данных 

Несмотря на способность классического 
боксплота выявлять асимметрию распреде-
ления данных, подход к определению экс-
тремумов боксплота, наоборот, предполагает 
наличие симметрии. Значения экстремумов 
зависят только от значения интерквартиль-
ной широты. Минимальное и максимальное 
значения боксплота симметричны относи-
тельно параметра сдвига в формуле (1). В 
условиях нормального закона распределе-
ния такая симметрия естественна, причем 
выбор порогового значения k = 1,5 обуслов-
лен правилом трех сигм. Последнее означа-
ет, что вероятность определения выбросом 
регулярного наблюдения составляет 0,003. 
Такое правило справедливо для нормально 
распределенных данных, но в общем случае 
оно хорошо работает и для остальных сим-
метричных моделей распределения. 

Разнообразие асимметричных моделей 

не позволяет обобщить вычисления экс-
тремумов (параметров «усов») боксплота. 
Для правильного вычисления экстремумов 
важно точно определить квантили изучае-
мой модели, чтобы с заданной вероятно-
стью не пропускать регулярные наблюде-
ния. Применение классического боксплота 
для асимметрично распределенных данных 
приводит к сильным искажениям в визуа-
лизации (неверная наглядная информация) 
и повышает ошибку обнаружения выбросов 
(когда регулярные наблюдения попадают в 
категорию выбросов).

Предложенные модификации классиче-
ского боксплота для работы с асимметрич-
ными моделями основаны на оценке асим-
метрии данных выборки. Дополнительное 
требование, предъявляемое к асимметрич-
ным боксплотам – классическое поведение 
при наличии симметрии изучаемой выбор-
ки. Проведем сравнительный анализ сле-
дующих методов по эффективности обна-
ружения выбросов:

классический боксплот Тьюки;••
SIQR•• -боксплот [14], вычисления экс-

тремумов которого определяются по верх-
ней и нижней половинам интерквартильно-
го размаха SIQRU = Q3 – Q2, SIQRL = Q2 – Q1  

соответственно. Экстремумы вычисля-
ются следующим образом: xL = max{x(1),  
Q1 – 3SIQRL}, xU = min{x(1), Q3 + 3SIQRU};

настраиваемый боксплот (adjusted ••
boxplot) [15], алгоритм которого реализован 
в статистической среде R.

Монте–Карло эксперимент проведен 
тысячу раз на выборке объемом 1000 с засо-
рением типа «сдвиг» при ε = 0,05. Модели-
рованы данные пяти групп распределений: 
стандартное нормальное распределение, χ2, 
Γ, Pareto и F-распределение.

Таблица  3 

Значения гармонического среднего H для модели засорения типа «сдвиг» с различными значениями ε 

ε 0,05 0,10 0,20 0,30 0,4 0,5

БП Тьюки 0,63 0,62 0,59 0,55 0,51 0,43

MAD-БП 0,65 0,65 0,60 0,56 0,52 0,44

FQ-БП 0,67 0,67 0,61 0,56 0,50 0,40

Граббс 0,65 0,56 0,41 0,31 0,25 0,21
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На рисунке преобладают высокие оцен-
ки H для SIQR-боксплота и боксплота 
Тьюки. Настраиваемый боксплот выдает 
самые худшие показатели по эффективно-
сти выявления выбросов, что можно объ-
яснить его настройкой на низкую вероят-
ность ложной тревоги. Средние значения H 
по всем моделям распределения равны 0,81 
для SIQR-боксплота, 0,8 для классического 
боксплота и 0,37 для настраиваемого бок-
сплота. Таким образом, классический бок-
сплот Тьюки можно рекомендовать исполь-
зовать и при асимметричном засорении. 

Исходя из результатов проведенно-
го анализа, можно рекомендовать при-
менение MAD-боксплота для сильно за-
соренных выборок, в то время как для 
умеренного и малого засорения выборки 
лучше применять FQ-боксплот. Порого-
вые значения, определяющие экстрему-
мы, необходимо настроить в зависимости 
от желаемого уровня вероятности ложной 
тревоги. При α = 0,1 мы рекомендуем 
воспользоваться значениями kMAD = 1,44 
и kFQ = 0,97 в случае нормального рас-
пределения.

Результаты эффективности выявления выбросов  
для различных асимметричных моделей распределения и ε = 0,05. 

Порядковый номер на оси абсцисс соответствует распределению в таблице справа
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