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ПОСТРОЕНИЕ НАИЛУЧШИХ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ, 
ПРИБЛИЖАЮЩИХ ФУНКЦИЮ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫЕ

P.K. Korneyev, I.A. Zhuravleva

Constructing best mean-square polynomials approximating  
a function and its derivatives

Предложен прямой метод построения полинома m-й степени наилучшего среднеквадратическо-
го приближения, аппроксимирующий одновременно и функцию, и ее производные до m-го поряд-
ка. Эти полиномы близки к полиномам наилучших равномерных приближений.

аппроксимация. полиномы наилучших равномерных приближений. 
полиномы среднеквадратических приближений. ЧебышЁвская норма 
функций.

The paper proposes a direct method for constructing a polynomial of degree m-best mean approximation 
that approximates both the function and its derivatives up to the m-th order. These polynomials are close to 
polynomials of best uniform approximations.

APPROXIMATION. BEST UNIFORM POLYNOMIAL APPROXIMATION. POLYNOMIAL 
APPROXIMATIONS OF THE RMS. CHEBYSHEV NORM FUNCTIONS.

Вопросу приближения функций по-
линомами наилучшего приближения по-
священа журнальная [1], монографическая 
[2–4], справочная [5–6] и учебная [7] ли-
тература. 

Алгоритмы построения полиномов наи-
лучшего приближения носят итерацион-
ный характер [1, 2, 7]. Но как оказалось, 
полиномы наилучшего равномерного при-
ближения плохо приближают производные 
функций [6], а полином наилучшего сред-
неквадратического приближения, постро-
енный предлагаемым методом, не только 
хорошо приближает данную функцию на 
отрезке, но и ее производные.

1. Пусть аналитически заданную функ-
цию ( )y f x= , имеющую на отрезке [ , ]a b  
m производных ( ),f x′  ( ),f x′′  …, ( )( )mf x   
( ( )( )mf x  может иметь разрыв первого рода), 
необходимо приблизить вместе с этими 
производными при помощи многочлена 
степени m:
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Это значит, что функция f(x) приближа-
ется многочленом (1), производная ( )f x′  
приближается производной от многочлена 
(1), производная ( )f x′′  приближается вто-
рой производной от многочлена (1) и т. д. 
Многочлен, приближающий i-ю произво-
дную, будет иметь вид:
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В частности, производная ( )( )mf x  бу-
дет приближаться постоянным числом 

( )( ) ! .m
m mP x m a=

2. Введем обозначения:

( ) ( ) 2( ( ) ( )) , 1, 2, …, ,
b

j j
j m

a

S f x P x dx j m= − =∫
(0)( ) ( ),f x f x=  (0)( ) ( );m mP x P x=

0 1( , , …, ) ,j j m ja a a SΦ = Φ =  1, 2, , .j m= 

Поставим задачу: среди многочленов 
m-й степени (1) найти такой, который реа-
лизует минимум каждого из выражений (4) 
одновременно.

Указанный минимум существует, т. к. 
выражения jΦ  как функции от 0 1, , …, ma a a  

(1)

(2)

(3)

(4)
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представляют собой многочлены второй 
степени, кроме того, 0.jΦ ≥

Для определения тех значений ja , при 
которых jΦ  обращается в минимум, со-
ставляем следующую систему линейных 
уравнений:

0,j

ja

∂Φ
=

∂
0, 1, , .j m= 

В развернутом виде система (5) имеет 
вид:
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Последняя система представляет систе-
му m+1  линейных уравнений относительно 
параметров 0 1, , …, :ma a a

,Aa f=
где матрица
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является верхней треугольной матрицей и 
0jjA ≠  ( 0, 1, , )j m=  ;

T
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Таким образом, система (7) имеет един-
ственное решение 0 1, , , ,ma a a , которое 
будет давать наименьшие значения инте-
гралам jS  ( 0, 1, , )j m=  . Подставляя най-
денное решение в формулу (1), получим 
искомый полином, решающий поставлен-
ную выше задачу.

3. Приведем расчетные формулы опре-
деления коэффициентов 0 1, , , ma a a  для 
некоторых частных случаев.

3.1. В случае аппроксимации функ-
ции ( )f x  многочленом первой степени 

1 0 1( )P x a a x= +  система (7) будет иметь вид

2 2

0 1( ) ( ) ,
2

b

a

b a
b a a a f x dx

−
− + ⋅ = ∫

1( ) ( ) .
b

a

b a a f x dx′− = ∫
Решая ее, мы получаем искомые коэф-
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3.2. При аппроксимации функ-
ции ( )f x  многочленом второй степени 

2
2 0 1 2( )P x a a x a x= + +  система (7) будет 

иметь вид
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3.3. При аппроксимации ( )f x  многочле-
ном третьей степени 2 3

2 0 1 2 3( )P x a a x a x a x= + + +
2 3

2 0 1 2 3( )P x a a x a x a x= + + +  получим следующие значения коэф-
фициентов 3 2 1 0, , ,a a a a :
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4. Приведем значения коэффициентов 
приближающих полиномов для функции 

sin( )y x=  на отрезке 0; .
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a0 2,0002⋅10–4 a2 –9,6849⋅10–3
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a1 1,00048 a4 0,01554

a2 –1,00011⋅10–4
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3 10r −
 
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a0 2,939875⋅10–6 a3 –0,166747

a1 1,000007 a4 8,071007⋅10–4

a2 –1,000112⋅10–4 a5 7,502623⋅10–3

г) 
6

0

sin( ) ,k
k

k

x a x
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5,6 10r −
 
  
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a0 4,5352811⋅10–8 a4 8,358343⋅10–6

a1 1,0000071 a5 8,7230117⋅10–3

a2 –1,4703024⋅10–6 a6 –5,1794893⋅10–4

a3 –0,1667472
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4

4,6 10r −
 
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a0 4,5352811⋅10–8 a4 8,3335025⋅10–6

a1 1,0000001 a5 8,3373575⋅10–3

a2 –1,4703024⋅10–6 a6 –2,6902553⋅10–5

a3 –0,1666678 a7 –1,7863419⋅10–4

Оценим в этом случае качество прибли-
жений производных данной функции по-
строенным полиномом седьмой степени.

Пусть ( )f x  – данная функция; ( )P x  –  
приближающий полином седьмой степе-
ни; ( ),f x′  ( ),f x′′  ( ),f x′′′  (4)( )f x  – про-
изводные данной функции; ( ),P x′  ( ),P x′′  

( ),P x′′′  (4)( )P x  – производные приближа-
ющего полинома ( )P x ; ( ) ( )( ) ( )i i

ir f x P x= −  
( 0, 1, 2, 3, 4)i =  – погрешности. Тогда
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5. Сравним качество аппроксимаций по-
линомом седьмой степени наилучшего при-
ближения и полиномом седьмой степени, 
построенным описанным выше методом.
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sin ( ) 1,2 10 ,
4

x p x −

−

π ⋅ − = ⋅ 
 

где 7( )p x  – полином наилучшего прибли-
жения [1]. 
В нашем случае

8
7 0;

4

sin( ) ( ) 4,6 10 .x P x −
π 

  

− < ⋅

Наилучшие среднеквадратические по-
линомы строятся просто, однако качество 
приближения в этом случае хуже прибли-
жения полиномами наилучшего равномер-
ного приближения примерно на порядок.
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