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RESEARCH OF CANONICAL TRIVECTORS OF EIGHTH GRADE BY MEANS 
OF THEORY OF THE GRAPHS AND GROUPS OF SUBSTITUTIONS

C помощью теории графов исследованы все типы канонических тривекторов восьмого ранга на 
предмет их однозначного представления. В случае их неоднозначности найдены группы подстано-
вок, переводящие один тривектор в другой.

РАНГ ТРИВЕКТОРА. КАНОНИЧЕСКИЙ ВИД ТРИВЕКТОРА. ГИПЕРПЛОСКОСТЬ. ЦИ-
КЛОМАТИЧЕСКОЕ ЧИСЛО ГРАФА. ГРУППА ПОДСТАНОВОК.

In the article using the graph theory investigated all types of canonical trivectors eighth grade for their 
unambiguous representation. In the event of ambiguities found substitutions groups trivectors transform one 
into the other.

GRADE TRIVECTORS. CANONICAL FORM TRIVECTORS. HYPERPLANE. CYCLOMATIC 
NUMBER OF A GRAPH. SUBSTITUTION GROUPS.

Классификацию тривекторов (кососим-
метрических тензоров третьей валентности) 
восьмого ранга независимо друг от друга 
провели  Гуревич [1] и Лонго [15]. 

Классификация, проведенная Гуре-
вичем, основана на системе арифметиче-
ских инвариантов 0 1 2 1 2 3( ;  )ρ ρ ρ σ σ σ , где числа

0 1 2 1 2 3,  ,  ,  , ,ρ ρ ρ σ σ σ  означают последователь-
но ранг тривектора и ранги по одному из 
индексов специально введенных тензоров 
(комитантов). 

Лонго провел классификацию соответ-
ствующих тривекторам линейных комплек-
сов плоскостей, основываясь на понятиях 
особых точек, особых подпространств, ас-
социированных с особыми точками, следа-
ми комплекса плоскостей и др. Классифи-
кация линейных комплексов плоскостей, 
проведенная Лонго, как оказалось, эк-
вивалентна классификации тривекторов, 
проведенной Гуревичем. Согласно обеим 
классификациям имеется всего 23 попарно 
неэквивалентных типа тривекторов, ранг 
которых не превышает восьми, при этом 13 
типов имеют ранг, равный восьми.

При построении геометрической кон-
струкции линейных комплексов плоско-
стей, ассоциированных с каждым типом 
тривекторов, желательно иметь простые 
координатные симплексы, которые от-
личались бы друг от друга лишь транспо-
зициями координатных гиперплоскостей. 
Предлагаемый нами метод позволяет найти 
такие преобразования  координатных ги-
перплоскостей и, что более важно, найти 
все варианты  канонических тривекторов, 
принадлежащих одному и тому же типу, и 
тем самым ликвидировать неоднозначность 
при их исследовании.

Постановка и описание задачи 

Канонические виды всех 23 возможных 
типов тривекторов, ранг которых не превы-
шает восьми, согласно [3] можно объеди-
нить в следующей формуле:

1 2 3

5 6 7 1 4 5

2 4 6 3 4 7

2 7 8 3 6 8,

 

     

   

   

W e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

= α ∧ ∧ +
+β ∧ ∧ + γ ∧ ∧ +
+δ ∧ ∧ + ε ∧ ∧ +
+λ ∧ ∧ + µ ∧ ∧

(1)



Высокопроизводительные вычисления

113

1 2 3

5 6 7 1 4 5

2 4 6 3 4 7

2 7 8 3 6 8,

 

     

   

   

W e e e

e e e e e e

e e e e e e

e e e e e e

= α ∧ ∧ +
+β ∧ ∧ + γ ∧ ∧ +
+δ ∧ ∧ + ε ∧ ∧ +
+λ ∧ ∧ + µ ∧ ∧

где ∧  – символ внешнего умножения в ал-
гебре Грассмана; ( 1,8)ie i =  – линейно не-
зависимые гиперплоскости аффинного или 
проективного пространства над алгебраи-
чески замкнутым полем характеристики 0; 
коэффициенты , , , , ,α β γ δ ε λ  и µ  принимают 
значения из множества {0,1}. Десять типов 
канонических тривекторов, ранг которых 
меньше восьми, получаются из равенства 
(1) при 0λ = µ = . Остальные 13 типов три-
векторов имеют ранг, равный восьми. Для 
них коэффициент 1µ = . Для тривекторов 
категории В (для них арифметический ин-
вариант 3 0σ = , коэффициент 0λ = , а для 
тривекторов категории A (для них 3 0σ ≠ )

1λ = .
Разложение (1) обладает тем свойством, 

что каждая пара слагаемых в его правой ча-
сти имеет не более чем одну общую гипер-
плоскость данного базиса.

К исследованию канонических тривек-
торов с помощью теории графов нас на-
толкнула работа [2], в которой находятся 
и исследуются условия применимости к 
каноническим тривекторам т. н. основного 
правила для разыскания весовых коэффи-
циентов различных сочетаний индексов 
для тривекторов любого ранга. Следуя [2], 
каждое отличное от нуля слагаемое в пра-
вой части равенства (1) назовем листом со-
ответствующего канонического тривектора, 
и для краткости будем обозначать его че-
рез Wk, где k принимает одно из значений 

, , , , , ,α β γ δ ε λ µ . Например, листы 1 4 5e e e∧ ∧
и 63 8e e e∧ ∧ , входящие в каждый из 13 ка-
нонических тривекторов восьмого ранга, 
будут обозначаться соответственно через 
Wγ и Wµ , при этом W Wγ µ = ∅∩ . В общем 
случае каждому листу Wk отвечает сочета-
ние Tk трех попарно различных индексов из 
множества {1, 2, … , r}, где r – ранг тривек-
тора. При перестановке какой-либо пары 
индексов знак листа в силу косой симме-
трии меняется на противоположный. Для 
канонических тривекторов восьмого ран-
га минимальное число листов равно трем, 
максимальное – семи (см. [3, c. 71, 72]).

Поставим в соответствие каждому ка-

ноническому тривектору два неориентиро-
ванных взаимно дополняющих друг друга 
графа G и G  следующим образом. Листам 
тривектора будут отвечать вершины графов 
G и G . Паре листов, имеющих общую ги-
перплоскость, в основном графе G будет 
отвечать ребро, соединяющее соответству-
ющие листам вершины. В дополнительном 
графе G , наоборот, паре листов, не имею-
щих общей гиперплоскости, отвечает ре-
бро, соединяющее вершины, соответству-
ющие этим листам. Максимальное число 
ребер графа G 2 1nm C −= , где n – число 
его вершин. В силу того, что W Wγ µ = ∅∩ ,  
случай m = 0 исключается. Полный граф 
канонического тривектора получается объе-
динением G G∪  основного и дополнитель-
ного графов. Такое соответствие в общем 
случае не является функцией: нескольким 
каноническим тривекторам может отвечать 
один и тот же основной (а, следовательно, 
и дополнительный) граф с фиксированным 
числом вершин и ребер с точностью до 
изоморфизма, и существуют графы с задан-
ным числом вершин и ребер, которым не 
соответствует ни один канонический три-
вектор [14]. Однако, как мы покажем ниже, 
все тривекторы, по крайней мере, восьмо-
го ранга, интерпретируемые изоморфными 
графами, эквивалентны между собой, т. е. 
принадлежат одному и тому же типу. Этот 
факт означает, что существуют подстанов-
ки индексов, переводящие один канониче-
ский тривектор в другой. 

Ранее в работах [4–13] и др., опираясь 
на инвариантные геометрические образы, 
найденные в работе [3], для всех тривекто-
ров восьмого ранга нами были построены 
группы Ли линейных преобразований про-
странства тривектора, сохраняющих дан-
ный тривектор, его канонический вид и, 
как следствие, ассоциированный с ним ли-
нейный комплекс плоскостей. Эти группы 
мы назвали основными группами автомор-
физмов соответствующих тривекторов. 

Основной задачей настоящей работы 
является нахождение всех вариантов кано-
нических видов тривекторов восьмого ранга с 
помощью аппарата теории графов и групп 
подстановок.

(1)
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Изложение основных результатов

Обозначим для дальнейшего через n – 
число листов (вершин) дополнительного 
графа G ; через m – число его ребер; x, y, z –  
индексы из множества { ,   ,   ,   ,  α β δ ε λ }. Ци-
кломатическое число графа G  будем вычис-
лять по формуле ( ) ( ) ( ) ( )G m G n G p Gν = − + , 
где p – число его связных компонент. Через 
U обозначим группу всех подстановок, пе-
реводящих канонические тривекторы друг 
в друга; через e – тождественную подста-
новку.

Зафиксировав вершины, отвечающие 
листам Wγ  

и Wµ , и перебирая подходящие 
наборы оставшихся листов с различными 
реберными связями между ними, будем по-
следовательно рассматривать всевозможные 
попарно неизоморфные дополнительные 
графы с 3, 4, 5, 6 и 7 вершинами. 

1. n = 3. В этом случае возможные 
значения для числа m: m = 0, m = 1,  
m = 2 и m = 3. При m > 3 неизбежно бу-
дут повторяться ребра (т. е. в графе будут 
присутствовать параллельные ребра), что 
исключается в записи канонических три-
векторов.

1.1 Конфигурация графа при m = 0 не-
возможна, поскольку листы Wγ и Wµ  не 
имеют общих гиперплоскостей, и тогда до-
бавленный лист xW  тоже не должен иметь 
общих гиперплоскостей с листами Wγ 

и Wµ.  
Из этого следует, что для канонического 
тривектора потребовалось бы девять ли-
нейно независимых гиперплоскостей, что 
невозможно (их максимальное число равно 
рангу тривектора и равно восьми).

1.2 Конфигурация графа при m = 3 так-
же невозможна, т. к. в противном случае 
листы Wγ и Wµ  имели бы общую гиперпло-
скость.

1.3 При m = 1 возможны два вариан-
та: 1) добавляемый лист xW  имеет общую 
гиперплоскость с листом Wγ ; 2) добавляе-
мый лист xW  имеет общую гиперплоскость 
с листом Wµ . При этом дополнительный 
граф имеет два ребра.

Конфигурация графа в первом варианте 
невозможна. Действительно, согласно этой 
конфигурации в качестве листа xW  дол-
жен быть взят один из оставшихся листов 

, , , ,W W W W Wα εβ δ λ , который с листом Wγ  
имеет общую гиперплоскость, а с листом 
Wµ  не имеет общей гиперплоскости. Пере-
бирая поочередно оставшиеся листы, мы 
видим, что  

1{ },W W eα γ =∩  3{ }  ;W W eα µ =∩ ≠ ∅

5{ },W W eβ γ =∩ 6{ }  ;W W eβ µ =∩ ≠ ∅

4{ },W W eδ γ =∩  6{ }  ;W W eδ µ =∩ ≠ ∅

4{ },W W eε γ =∩ , 3{ }  ;W W eε µ =∩ ≠ ∅

  ,W Wλ γ ≠ ∅∩  8{ }  .W W eλ µ =∩ ≠ ∅

Остается рассмотреть второй вариант. 
Поскольку в листах Wγ и Wµ  участву-
ют гиперплоскости e1, e4, e5, e3, e6 и e7, а 
в каноническом тривекторе должны уча-
ствовать все восемь гиперплоскостей, то в 
качестве листа xW  должен быть взят лист, 
содержащий гиперплоскости e2 и e7. Сре-
ди таких листов имеется лишь один – это 
лист 2 7 8W e e eλ = ∧ ∧ , который удовлетво-
ряет конфигурации при m = 1 во втором 
варианте, т. к. ,W Wγ µ∩ = ∅  ,W Wγ λ∩ = ∅

 ,W Wγ λ∩ = ∅  8{ } W W eλ µ∩ = ≠ ∅ . Таким об-
разом, при m = 1 (или в дополнительном 
графе при m = 2) мы имеем единственный 
канонический тривектор W W W Wλ γ µ= + + ,  
представляющий тривектор типа (888; 411). 
Кстати, это единственный тривектор вось-
мого ранга, граф которого состоит из двух 
компонент связности (т. е. этот граф не-
связный). Он также характеризуется еще и 
тем, что это единственный канонический 
тривектор, граф которого имеет цикломати-
ческое число, равное нулю (как для основ-
ного, так и для дополнительного графа),  
т. е. основной граф является ацикличе-
ским. 

2. n = 4. Возможное количество ре-
бер соответствующего полного графа 
равно 2

4 6m C= = . Случай полного гра-
фа невозможен (иначе все листы имели 
бы общую гиперплоскость; кроме того, 
как отмечалось выше, W Wγ µ∩ = ∅ ).  
Невозможен также случай всех изолиро-
ванных вершин графа. Поэтому подлежат 
рассмотрению лишь значения m = 1, m = 2,  
m = 3, m = 4 и m = 5. Мы теперь должны 
найти два листа xW и yW  так, чтобы выпол-
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нялись соответствующие связи на графах. 
Покажем, что случай m = 3 невозможен. 
Поскольку лист Wµ  связан ребрами со все-
ми остальными листами, кроме листа Wγ ,  
то для основных графов возможны лишь 
три конфигурации: 

1) лист Wγ  не связан с листом xW , но 
связан с листом yW . Тогда в качестве листа 

xW  можно взять лишь лист Wλ , а на место 
листа yW  остается четыре претендента: Wα ,  
Wβ , Wδ  и Wε . Но лист Wλ  связан с каждым 
из этих листов, в то время как этих связей 
быть не должно;

2) лист Wγ  не связан с листами xW  и 

yW . В этом случае на роль листа xW  снова 
претендует только лист Wλ . Но тогда лист 
Wγ  окажется связанным с каждым из остав-
шихся четырех листов, которые претендуют 
на роль листа yW , что также невозможно;

3) лист Wγ  не связан ребром с листом 

yW , но связан с листом xW . Тогда на место 
листа yW  претендует лишь лист Wλ , кото-
рый связан со всеми оставшимися листами, 
что невозможно.

Остальные три конфигурации (их всего 
шесть) являются соответственно дополни-
тельными графами к рассмотренным выше 
основным графам, поэтому на них перено-
сятся те же рассуждения.

Перейдем к рассмотрению случаев m = 1  
и m = 2. Двойственными к ним являются 
соответственно случаи m = 5 и m = 4. По-
этому достаточно рассмотреть первые два 
случая.

Пусть m = 1. На роль листов xW  и yW  
не может претендовать лист Wλ , т. к. он не 
связан с листом Wγ . Тогда на роль листов 

xW  и yW  остается четыре претендента: Wα ,  
Wβ , Wδ  и Wε . При этом эти листы долж-
ны быть попарно связаны между собой. 
Но W Wα β∩ = ∅ , поэтому пара Wα  и Wβ  
отпадает. Поскольку листы xW  и yW  вхо-
дят в основной граф симметрично, то сле-
дует рассмотреть пары ( ,  ),W Wα δ  ( ,  ),W Wα ε  
( , ),W Wβ δ  ( , ),W Wβ ε  ( , ).W Wδ ε

Пара (   ),W Wα δ  (невозможна, т. к. в ней 
отсутствует гиперплоскость e7. Невозможна 
также пара ( , ),W Wβ δ  т. к. в ней отсутствует 
гиперплоскость e2. Таким образом, мы име-
ем три возможности:

(1) ,W W W W Wγ µ α ε= + + +
(2) ,W W W W Wγ µ β δ= + + +

(3) ,W W W W Wγ µ δ ε= + + +

или в бескоординатной форме
(1) 1 4 5 3 6 8

1 2 3 3 4 7,

 

 

W e e e e e e

e e e e e e

= ∧ ∧ + ∧ ∧ +

+ ∧ ∧ + ∧ ∧
(2) 1 4 5 3 6 8

5 6 7 2 4 6, 

W e e e e e e

e e e e e e

= ∧ ∧ + ∧ ∧ +

+ ∧ ∧ + ∧ ∧
(3) 1 4 5 3 6 8

2 4 6 3 4 7. 

W e e e e e e

e e e e e e

= ∧ ∧ + ∧ ∧ +

+ ∧ ∧ + ∧ ∧

Покажем, что графы тривекторов (1)W ,  
(2)W  и (3)W  изоморфны и, следователь-

но, полученные канонические тривекто-
ры эквивалентны. Последнее утверждение 
означает, что любой из них может быть 
переведен в другой с помощью некоторого 
невырожденного преобразования коорди-
натных гиперплоскостей e1, e2, …, e8 в се-
мимерном проективном пространстве. Дей-
ствительно, подстановка (134658)(27),ϕ =  
где числами 1, 2, …, 8 обозначены номера 
гиперплоскостей, отображает (1) (3)  ,W W→  

(3) (2)  ,W W→  а подстановка 2ϕ  отображает 
(1) (2)  .W W→  Обратная подстановка про-

изводит обратные преобразования. При не-
обходимости у некоторых гиперплоскостей 
следует поменять знак. Все три тривек-
тора (1)W , (2)W  и (3)W  принадлежат типу 
(863;100). Цикломатическое число соответ-
ствующих графов равно двум, что свиде-
тельствует о наличии двух базисных циклов 
( )x yW W Wγ  и  ( )x yW W Wµ  на этих графах.

Остается рассмотреть последний, тре-
тий случай при n = 4, m = 2. Здесь не-
обходимо рассмотреть две конфигурации:  
1) листы xW  и yW  связаны друг с другом, 
но не связаны с листами Wγ  и Wµ ; 2) ли-
сты xW  и yW  связаны друг с другом, свя-
заны оба с листом Wµ , а лист yW  связан 
с листом Wγ  (лист xW  не связан с листом 
Wγ ).

1) По аналогии со случаем m = 1, найдем 
листы xW  и yW , перебирая листы Wα , Wβ , 
Wδ  и Wε . Ясно, что на роль листов xW  и yW  
могут претендовать только листы Wα  и Wβ , 
т. к. кроме листов Wγ  и Wµ  только эта пара 
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листов не имеет общих гиперплоскостей. 
Поэтому получаем единственный канони-
ческий тривектор ,W W W W Wα β γ µ= + + +  
принадлежащий типу (884;400). Циклома-
тическое число соответствующего графа 
равно единице, т. е. мы имеем один цикл, 
проходящий по одному разу через все вер-
шины и все ребра. Получили гамильтонов 
граф, степень каждой вершины которого 
равна двум.

2) На роль листов xW  и yW  претендуют 
листы Wα , Wβ , Wδ , Wε  и Wλ . Так как лист 
Wγ  не должен иметь общей гиперплоскости 
с листом xW , а с листом yW  должен иметь 
общую гиперплоскость и, кроме того, об-
щую гиперплоскость должны иметь листы 

xW  и yW , то в качестве листа xW  можно 
взять один из листов Wα , Wδ , и Wε , а в 
качестве листа yW  – листы Wβ  и Wλ , при 
этом пару Wα  и Wβ  следует исключить, как 
и пару Wβ  и Wε  Таким образом, рассматри-
ваемой конфигурации удовлетворяют четы-
ре тривектора:

(1) ,W W W W Wγ µ α λ= + + +

(2) ,W W W W Wγ µ δ λ= + + +

(3) ,W W W W Wγ µ ε λ= + + +

(4) .W W W W Wγ µ β λ= + + +

Покажем, что графы этих тривекторов 
изоморфны и, следовательно, соответству-
ющие тривекторы эквивалентны. Для этого 
рассмотрим подстановки

1 (1)(27)(36)(4)(5)(8),ϕ =

2 (14)(2)(36)(5)(7)(8),ϕ =

3 (14)(27)(3)(5)(6)(8),ϕ =

 4 (1)(2)(36)(45)(7)(8),ϕ =

5 1 4 (1)(27)(3)(45)(6)(8).ϕ = ϕ ϕ =

Тогда 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 eϕ = ϕ = ϕ = ϕ = ϕ =  и 1ϕ :  

(3) (4);W W↔  2ϕ : (1) (3);W W↔  3ϕ : (1) (4);W W↔  

4ϕ : (2) (4);W W↔  5ϕ : (2) (3).W W↔
Полагая 

6 3 4 (154)(27)(36)(8),ϕ = ϕ ϕ =

7 4 3 (145)(27)(36)(8).ϕ = ϕ ϕ = ,

получим 6ϕ : (1) (2),W W→  7ϕ : (2) (1).W W→  
Введем подстановки 

8 1 6 2 4

3 5 (154)(2)(3)(6)(8)(7);

ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ =

 



1 7 4 2 5 3

2 2
7 1 6 8  (145)(2)(3)(6)(7)(8);

ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ = ϕ =

  



10 2 9 3 7

4 8 5 6 6 3

7 5 8 2  (15)(2)(36)(4)(7)(8);

ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ =ϕ ϕ =

 

  

 

11 1 10 2 7 3 9

4 6 5 8 6 2

7 4 8 3 9 5

10 1

 

(15)(27)(3)(4)(6)(8).

ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =

= ϕ ϕ =

  

  

  



Простые вычисления показывают, 
что 2 2

6 7 7 6 8 9 9 8 10 11 .eϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ = ϕ =   

2 2
6 7 7 6 8 9 9 8 10 11 .eϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ = ϕ =     Легко проверить, что по-

лученное множество из 12 подстановок с 
приведенным выше правилом умножения 
образует группу, которая является группой 
автоморфизмов рассматриваемой сово-
купности тривекторов. При этом подмно-
жество H, состоящее из четырех подста-
новок 1 2 3,   ,   ,,  e ϕ ϕ ϕ  образует циклическую 
подгруппу четвертого порядка. Циклома-
тическое число графа рассматриваемого 
тривектора равно единице, поэтому этот 
граф имеет только один фундаментальный 
цикл W W Wδ µ λ  и одну висячую вершину  
Wγ . Все четыре канонических тривектора, 
как было показано выше, попарно эквива-
лентны между собой и принадлежат типу 
(888; 621).

3. n = 5. Максимально возможное число 
ребер графа 2

5 10m C= = .
При этом, как и ранее, следует исклю-

чить случаи полного графа и всех изоли-
рованных вершин. Поэтому подлежат рас-
смотрению лишь значения m = 1, 2, 3, 4, 5,  
т. к. значения m = 9, 8, 7 являются двой-

Рис. 1. Условное изображение дополнительного графа
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ственными соответственно значениям  
m = 1, 2, 3, а значение m =5 является двой-
ственным самому себе. Теперь мы должны 
найти три листа xW , yW  и zW  так, что-
бы выполнялись соответствующие связи 
на графах. На рис. 1 приведено условное 
изображение искомого дополнительного  
графа G .

3.1 m = 1. Поскольку в каждый кано-
нический тривектор должны входить листы 
Wγ  

и Wµ , то только эти листы могут быть 
соединены единственным ребром. Следо-
вательно, на роль листов xW , yW  и zW  мо-
гут претендовать лишь тройки ,  , W W Wα δ ε  и 
, , W W Wδ ε β , так как из 3

5 10C =  троек только 
две указанные тройки имеют по одной об-
щей гиперплоскости как между собой, так 
и с листами Wγ  и Wµ . В остальных тройках 
найдется пара листов, не имеющих общей 
гиперплоскости. Таким образом, имеем два 
канонических тривектора:

(1) ,W W W W W Wγ µ α δ ε= + + + +

(2) ,W W W W W Wγ µ δ ε β= + + + +

принадлежащие типу (874; 200). Остает-
ся найти подстановку ϕ , переводящую 
тривекторы (1)W  и (2)W  друг в друга. Та-
кой подстановкой является подстановка 

(15)(27)(36)(4)(8),ϕ =  при этом 2 .eϕ =  По-
лучаем циклическую группу ( ,  )e ϕ  второго 
порядка. Цикломатическое число соответ-
ствующих графов равно пяти, что свиде-
тельствует о наличии пяти базисных ци-
клов в основном графе G. Для того чтобы 

убедиться в этом, построим одно из остов-
ных деревьев в графе G (на рис. 2 остовное 
дерево выделено жирными ребрами). В ка-
честве листа xW  можно взять лист Wα  или 
лист .Wβ

Добавляя к остовному дереву по одно-
му из оставшихся ребер, получим один 
из наборов базисных циклов: ( ),xW W Wγ δ  
( ),xW W W Wγ µ δ  ( ),xW W Wγ ε  ( ),W W Wγ δ ε  
( ).W W W Wγ δ µ ε

3.2 m = 2 (двойственное значение m = 8).  
Как видно из рис. 3, в этом случае возмож-
ны лишь две конфигурации с двумя ребра-
ми а и б. Рассмотрим каждую из них.

3.2 а – На роль листов xW  и yW  могут 
претендовать из оставшихся четырех ли-
стов из шести возможных пар только пять 
пар: ( ,  ),W Wα δ  ( ,  ),W Wα ε  ( ,  ),W Wβ δ  ( ,  ),W Wβ ε  
( ,  ).W Wδ ε  Пара ( ,  )W Wα β  не подходит, так 
как ,W Wα β∩ = ∅  и мы имели бы три ре-
бра, что невозможно по условию выбора 
числа m. Таким образом, для рассматривае-
мого случая мы имеем пять канонических 
тривекторов:

(1) ,W W W W W Wγ µ λ α δ= + + + +

(2) ,W W W W W Wγ µ λ α ε= + + + +

(3) ,W W W W W Wγ µ λ β δ= + + + +

(4) ,W W W W W Wγ µ λ β ε= + + + +

(5) .W W W W W Wγ µ λ δ ε= + + + +

Рассмотрим подстановку 

1 (1)(23)(4)(5)(67)(8).ϕ =  Очевидно, что 
1

1 1.
−ϕ = ϕ  Эта подстановка отображает 

(1) (2),W W↔  (3) (4),W W↔  (5) (5).W W↔  
В первых двух случаях надо поме-
нять знаки у гиперплоскостей e4 и e8 на 

а) б)

Рис. 2. Одно из остовных деревьев графа G

Рис. 3. Дополнительные графы для n = 5, m = 2
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противоположный знак. Подстановка 

2 (15)(27)(36)(4)(8)ϕ =  также совпадает со 
своей обратной и отображает (1) (4),W W↔  

(2) (3),W W↔  (5) (5).W W↔  Подстанов-
ка 3 1 2 2 1   (15)(26)(37)(4)(8)ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =   
отображает (1) (3),W W↔  (2) (4),W W↔  

(5) (5)W W↔  1
3 3( ).−ϕ = ϕ  Наконец, 

1 3 3 1 2,  ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ   2 3 3 2 1.  ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ   
Таким образом, множество подстановок 

1 2 3{ ,  ,    },e ϕ ϕ ϕ  образует коммутативную инво-
лютивную циклическую группу четвертого 
порядка, которая отображает тривекторы 

(1),W  (2),W  (3)W  и (4)W  друг в друга, а каж-
дая из подстановок этой группы отобра-
жает тривектор (5)W  в себя, т. е. оставляет 
его неподвижным. Остается найти хотя бы 
одну подстановку, переводящую тривектор 

(5)W  хотя бы в один из тривекторов (1),W  
(2),W  (3),W  (4).W  Тем самым мы доказали 

бы изоморфизм соответствующих графов 
и эквивалентность всех пяти тривекторов, 
принадлежащих типу (888; 741). Сложность 
нахождения такой подстановки вызвана 
следующим обстоятельством. Запишем в 
виде таблицы ранг каждой гиперплоскости, 
входящей в тот или иной канонический 
тривектор.

Из табл. 1 видно, что гиперплоскость e4 
входит три раза только в тривектор (5)W .  
В этом и состоит трудность нахождения 
подстановки, переводящей тривектор  в 
какой-либо другой тривектор. Из этого 
факта можно заключить, что тривектор 

(5)W  не эквивалентен ни одному из тривек-
торов (1),W  (2),W  (3),W  (4).W  Следователь-
но, граф тривектора (5)W  не изоморфен ни 
одному из графов, соответствующих три-
векторам (1),W  (2),W  (3),W  (4),W  хотя все 
графы имеют одно и то же цикломатическое 
число, равное четырем. Построив остов-

ное дерево для графа, изображенного на  
рис. 3 а, получим четыре  фундаментальных 
цикла: ( ),x yW W Wγ  ( ),x yW W W Wγ λ  ( )yW Wγ  и 
( ).x yW W W W Wγ λ µ

Вычисляя арифметические инварианты 

1,σ  2σ  и 3σ  для тривектора (5),W  убежда-
емся, что этот тривектор принадлежит типу 
(888; 822).

3.2 б – Очевидно, что на роль листа xW  
могут претендовать лишь листы Wδ  и Wε  
(лист Wλ  не может претендовать на роль 
листа xW , т. к. тогда появилось бы еще 
одно ребро). Поэтому здесь имеем два ка-
нонических тривектора: 

(1) ,W W W W W Wγ µ α β δ= + + + +

(2) ,W W W W W Wγ µ β α ε= + + + +

принадлежащие типу (886; 410). 
Инволютивная подстановка 
(15)(27)(36)(4)(8)ϕ =  переводит тривекто-

ры (1)W  и (2)W  друг в друга. Цикломати-
ческое число для соответствующего графа 
( ) 4,Gν =  что свидетельствует о наличии че-

тырех фундаментальных циклов в этом гра-
фе: ( ),W W W Wα µ β γ  ( ),xW W W Wα γ β  ( )xW W Wα γ  и 
( ).xW W Wα µ

3.3 m = 3 (двойственное значение m = 7).  
Здесь имеется единственная возможность 
для канонического тривектора

,W W W W W Wγ µ α β λ= + + + +

принадлежащего типу (888; 873). Циклома-
тическое число соответствующего основ-
ного графа ( ) 3,Gν =  что свидетельствует 
о наличии трех фундаментальных циклов 
в этом графе: ( ),W W Wα λ µ  ( ),W W W Wα γ β λ  
( ).W W W Wα γ β µ

3.3 Значения m = 4 и m = 5 невозмож-
ны, поскольку максимально возможное 

Таблица  1 

Ранги гиперплоскостей, входящих в канонические тривекторы

       e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8

W (1) 1 3 2 2 1 2 1 2
W (2) 2 2 3 2 1 1 2 2
W (3) 1 2 1 2 2 3 2 2
W (4) 1 1 2 2 2 2 3 2
W (5) 1 2 2 3 1 2 2 2
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количество ребер в дополнительном графе  
m = 3.

4. n = 6. Сразу отбрасываем значения  
m = 0 (полный граф), m = 4, m = 5 и их 
дополнения m = 10, m = 6, m = 5. Остает-
ся рассмотреть случаи m = 1 (дополнение  
m = 9), m = 2 (дополнение m = 8) и m = 3 
(дополнение m = 7).

4.1 m = 1. Этот случай отпадает. Дей-
ствительно, листы Wγ  и Wµ  должны при-
сутствовать обязательно. На оставшиеся че-
тыре места претендует 4 1

5 5 5C C= =  четверок: 
( ),W W W Wα β λ δ  ( ),W W W Wα β λ ε  ( ),W W W Wα β δ ε  
( ),W W W Wα λ δ ε  ( ).W W W Wβ λ δ ε  Ни одна из этих 
четверок не подходит, т. к. образуется еще 
одно ребро: либо ( ,  )W Wα β  (первые три чет-
верки), либо ( ,  )W Wγ λ  (оставшиеся две чет-
верки).

4.2 m = 2. Здесь возможны два варианта, 
показанные на рис. 4 а и б.

4.2 а – На роль листов ,xW  ,yW  zW   
претендуют 3 1

4 4 4C C= =  тройки ли-
стов: ( ),W W Wα β δ  ( ),W W Wα β ε  ( ),W W Wα δ ε  
( ).W W Wβ δ ε  Первые две тройки отпадают, т. к.  
W Wα β∩ = ∅  и мы имели бы три ребра на 
графе. Остаются две последние возможности, 
которые дают два канонических тривектора:

(1) ,W W W W W W Wγ λ µ α δ ε= + + + + +

(2) .W W W W W W Wγ λ µ β δ ε= + + + + +

Подстановка (15)(27)(36)(4)(8)ϕ =  ото-
бражает эти тривекторы друг в друга (ср. 
случай 3.2 б). Имеем инволютивную цикли-
ческую группу второго порядка. Тривек-
торы (1)W  и (2)W  принадлежат типу (888; 
852). Цикломатическое число соответству-

ющего основного графа ( ) 8,Gν =  что сви-
детельствует о наличии в этом графе вось-
ми фундаментальных циклов: ( ),W W W Wγ ε λ δ  
( ),W W Wµ δ λ  ( ),xW W W Wγ λ ε  ( ),W W Wλ δ ε  
( ),xW W Wλ δ  ( ),xW W Wλ ε  ( ),xW W Wλ µ  
( ).W W Wµ λ ε

4.2 б – На роль листов xW  и yW  мо-
гут претендовать только листы Wδ  и Wε  
(лист Wλ  не может быть задействован, т. 
к. W Wλ γ∩ = ∅  и мы имели бы на графе 
не два, а три ребра). Таким образом, в этом 
случае получается лишь один канонический 
тривектор ,W W W W W W Wγ µ α β δ ε= + + + + +  
принадлежащий типу (887; 520). Здесь, как 
и в предыдущем случае, в соответствующем 
основном графе имеется восемь фунда-
ментальных циклов ( ( ) 8) :Gν =  ( ),W W Wγ α δ  
( ),W W Wγ α ε  ( ),W W Wα δ µ  ( ),W W Wα δ ε  ( ),W W Wµ α ε  
( ),W W W Wγ α ε β  ( ),W W W Wγ α µ β  ( ).W W W Wγ α δ β

4.3 m = 3. На роль листа xW  претенду-
ют листы Wδ  и .Wε  В соответствии с этим 
имеем два канонических тривектора

(1) ,W W W W W W Wγ µ λ α β ε= + + + + +

(2) .W W W W W W Wγ µ λ α β δ= + + + + +

Тривекторы (1)W  и (2)W  переводятся 
друг в друга инволютивной подстановкой 

(1)(23)(4)(5)(67)(8)ϕ =  и принадлежат типу 
(888; 885). Цикломатическое число соот-
ветствующего основного графа ( ) 7Gν =  
и граф имеет семь фундаментальных ци-
клов: ( ),W W Wµ α λ  ( ),xW W Wα λ  ( ),xW W Wµ α  
( ),xW W W Wµ α β  ( ),xW W W Wγ α β  ( ),xW W Wγ α  
( ).W W Wµ α γ

5. n = 7. Здесь m = 3, ( ) 12Gν =  и мы име-
ем единственный канонический тривектор 

Рис. 4. Дополнительные графы для n = 6, m = 2

а) б)
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,W W W W W W W Wα β γ δ ε λ µ= + + + + + +  при-
надлежащий общему типу (888; 888).

Случаем n = 7 завершается исследова-
ние всех тринадцати канонических тривек-
торов восьмого ранга.

Результаты исследований можно предста-
вить в виде сводной таблицы.

Анализируя данные табл. 2, можно сде-
лать следующие выводы:

из тринадцати канонических типов три-
векторов восьмого ранга шесть типов пред-

ставляются однозначно с точностью до 
групп Ли линейных преобразований;

в случаях, когда имеется несколько ка-
нонических тривекторов для одной и той 
же конфигурации вершин и ребер графа, 
найдены группы подстановок индексов, 
отображающие попарно один тривектор на 
другой, тем самым устанавливая изомор-
физм соответствующих графов;

найдены фундаментальные циклы всех 
графов, при этом оказалось, что лишь один 
граф ацикличен.

Таблица  2 

Сводная таблица результатов исследований

Тип  
тривектора

ν(G)
Количество  

канонических  
тривекторов

Количество 
листов

Порядок  
группы  

подстановок

(863; 100) 2 3 4 2

(874; 200) 5 2 5 2

(884; 400) 1 1 4 -

(886; 410) 4 2 5 2

(887; 520) 8 1 6 -

(888; 411) 0 1 3 -

(888; 621) 1 4 4 4

(888; 741) 4 4 5 4

(888; 822) 4 1 5 -

(888; 852) 8 2 6 2

(888; 873) 3 1 5 -

(888; 885) 7 2 6 2

(888; 888) 12 1 7 -
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