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FREQUENCY ANALYSIS OF TIME SERIES PERIODIC FUNCTIONS  
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Рассмотрены особенности применения метода сингулярного анализа для временных рядов, об-
разованных аддитивной периодической функцией. Предложена методика исследования динамиче-
ских свойств системы на основании оценки численного ранга.
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The article describes the features of the method of analysis for singular time series formed additive 
periodic. Proposed a method research of dynamic properties of the system based on the evaluation of the 
numerical rank.
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Задача идентификации параметров 
функции, описывающей развитие сложно-
го процесса, является существенно важной 
в рамках теории динамических систем. В 
случае регистрации этих параметров с по-
стоянным шагом τ по времени в виде сово-
купности временных рядов

0 ( 1)it t i= + − τ : ( )i iy y t= , 1, ,i N=

указанная задача является сложной и мно-
говариантной при отсутствии для их объ-
яснения функциональной модели системы 
динамических уравнений. Данная про-
блема имеет место для многих сложных 
реальных систем, т. к. получение систем 
динамических уравнений в этом случае 
связано со значительными трудностями 
при большом количестве переменных (ди-
намической размерности системы), либо 

практически невозможно в силу их мно-
госвязности и многосложности. Поэтому 
возникает необходимость развития совре-
менных методов обработки временных вы-
борок с целью формирования приближен-
ной оценки параметров идентификации 
динамики системы. Указанное требование 
особенно актуально в условиях  развития 
современных систем мониторинга в режи-
ме реального времени.

Постановка задачи

В работе [1] определены инвариантные 
(определяемые видом модели, а не ее чис-
ловыми параметрами) аналитические за-
висимости исследования временной (про-
странственной) выборки, порождаемой 
периодической функцией вида

( ) cos( ) sin( ),f x A x B x= α + ϕ + α + ϕ (1)
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а также аддитивной комбинации данной 
функции

1

( ) ( cos( ) sin( ))
I

i i i i
i

f x A x B x
=

= α + ϕ + α + ϕ∑
с помощью применения одного из совре-
менных дискретных методов – сингулярно-
го анализа [2].

Данные зависимости получены на базе 
оценки rank(A, ε), т. н. численного ε-ранга 
матрицы А, характеризующего такое коли-
чество сингулярных чисел si, которое с до-
пустимой погрешностью ε определяет бли-
зость траекторной матрицы А (см. [3, 4]) к 
матрице B меньшего ранга rank(B). Таким 
образом, определение численного (сингу-
лярного) ранга r позволяет выявлять скры-
тые (латентные) внутренние взаимосвязи 
между элементами матрицы А, что харак-
теризует динамику исследуемой времен-
ной (пространственной) выборки процесса: 
число степеней свободы, порождающей его 
системы, или число переменных, опреде-
ляющих фазовое состояние этой системы.

Выделенные в работе [1] ключевые за-
висимости численного ε-ранга rank(A, ε) от 
количества составляющих сложной гармо-
нической функции вида (2), представляют 
интерес для разработки новой методологии 
оперативного анализа состояния динами-
ческой системы, что особенно актуально 
для мониторинга параметров управления 
в режиме реального времени сложных 
структурно-неустойчивых систем. В данной 
работе ставится задача создания методики 
анализа параметров исследуемой времен-
ной (пространственной) выборки процес-
са, имеющей ярко выраженный периодиче-
ский характер, на базе оценки численного 
ε-ранга.

Методика определения частот  
периодических компонент на основании  

численного ранга

Выявленные в статье [1] свойства инва-
риантности численного ε-ранга rank(A, ε) 
относительно значений частот аддитивных 
составляющих ,ia k k∀ ≠ π ∈ Ν  и его про-
порциональной зависимости от количества 
I периодических компонент при α1 ≠ α2  ≠ … 
≠ αI для временных рядов, порождаемых пе-

риодической функцией вида (2), позволяют 
создать метод анализа частот (спектра) по 
исходной дискретной выборке временного 
ряда.  Идея предлагаемого метода основа-
на на принципе активной идентификации 
системы, когда используются специально 
выбранные тестовые сигналы и изучается 
влияние состояние системы на фиксиро-
ванное воздействие. Применительно к кон-
тексту решаемой задачи авторы предлагают 
рассматривать изменение rank(A, ε) траек-
торной матрицы А временного ряда, обра-
зованного сложением отсчетов исходного 
ряда и простейшей тестовой периодической 
компоненты заданной частоты:

Т T T T T( ) cos( ) sin( ).f x A x B x= α + ϕ + α + ϕ

В случае «воздействия» на исходную 
временную выборку тестовой компонен-
ты частоты αT, не присутствующей в исхо-
дном временном ряде ( T:i ia a a∀ ≠ ), будет 
наблюдаться увеличение rank(A, ε) в силу 
свойства его пропорциональной зависимо-
сти от количества I периодических компо-
нент при α1 ≠ α2  ≠ … ≠ αI. 

При «воздействии» на исходную времен-
ную выборку тестовой компоненты частоты 
αT, присутствующей в исходном временном 
ряде ( T:i ia a a∀ = ), в силу свойств инвари-
антности относительно значений частот ад-
дитивных составляющих ,ia k k N∀ ≠ π ∈  и 
дистрибутивности rank(A, ε) останется не-
изменным:

( )
( )

T T T T

T

T T

( ) { cos( ) sin( )}

{ cos( ) sin( )}

cos( )

sin( ), : .

i i i i

i i

i i i i

f x A x B x

A x B x

A A x

B B x a a a

= α + ϕ + α + ϕ +

+ α + ϕ + α + ϕ =

= + α + ϕ +

+ + α + ϕ ∀ =

Сформулированная идея легла в основу 
создания итерационного алгоритма опреде-
ления частот компонент периодических со-
ставляющих (спектра), присутствующих в 
исходном временном ряде, порождаемом 
периодической функцией вида (2) (рис. 1).

Исходными данными для алгоритма 
служат: 

выборка исходного временного ряда y, 
порождаемого периодической функцией 
вида (2); 

диапазон частот (αstart; αend), в котором 

(2)
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Рис. 1. Алгоритм определения частот периодических компонент
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будет производиться поиск частот перио-
дических составляющих, входящих в ис-
ходный ряд;

дискретность ∆α, разбивающая диапазон 
(αstart; αend) на l отсчетов:

start end .
lα

α − α
∆ =

Особенности определения численного 
ε-ранга

В алгоритме, представленном в преды-
дущем разделе, центральное место занима-
ет определение численного ε-ранга rank(A, 
ε), основанное на выделении области зна-
чений range(A) и нуль-пространства null(A) 
матрицы A. 

Представляет интерес определение кри-
терия данного разделения. Интерпретация 
метода сингулярного разложения опреде-
ляет, что разделение областей range(A) и 
null(A)  может быть основано на исследо-
вании динамики сингулярных чисел, по-
следовательность которых расположена в 
порядке убывания модуля на главной диа-
гонали матрицы S (см. [1, 2]). 

В качестве иллюстрации сказанного 
выше приведем результаты анализа выбор-
ки сингулярных чисел, полученной в ре-
зультате сингулярного разложения времен-
ного ряда, образованного функцией вида

( ) 0,1sin( ) 0,2 cos(2 ), 1;51f i i i i= + =

с параметром разложения m = 21 (табл. 1).
Из таблицы видно, что наиболее про-

стым и очевидным критерием разделения 
областей range(A) и null(A) может служить 
величина абсолютной погрешности εs, 

выше которой сингулярные числа являют-
ся значимыми и попадают в область зна-
чений range(A). В противном случае син-
гулярные числа являются незначимыми 
и характеризуют область null(A). Так, при  
εs = 0,01 видно, что первые четыре сингу-
лярных числа являются значимыми, следо-
вательно, rank(A, ε) = 4.

В свою очередь сингулярные числа, 
определяющие null(A), отличны от нуля и 
характеризуются определенной динамикой. 
Принятие малых ненулевых значений мож-
но объяснить неравномерностью дискрет-
ных отсчетов, особенностями дискретного 
алгоритма сингулярного анализа, а также 
конечной точностью применяемых в ходе 
расчета переменных. Поэтому величина аб-
солютной погрешности численного ε-ранга 
εs не является достаточно гибким критери-
ем разделения областей range(A) и null(A). 
Это легко показать, если изменить выборку 
исходного периодического ряда (3), приба-
вив еще одну компоненту близкой частоты 
к имеющейся в исходном ряде:

( ) 0,1sin( ) 0,2 cos(2 ) sin(0,99 ), 1;51.f i i i i i= + + =

( ) 0,1sin( ) 0,2 cos(2 ) sin(0,99 ), 1;51.f i i i i i= + + =

Выборка сингулярных чисел, получен-
ных в результате сингулярного разложения 
ряда (4), представлена в табл. 2.

При выборе εs = 0,01 видно, что первые 
четыре сингулярных числа являются зна-
чимыми, следовательно, rank(A, ε) = 4, что 
не согласуется с представленной моделью 
функции (4), имеющей три периодических 
компоненты. Нетрудно заметить, что пятое 

Таблица  1

Выборка сингулярных чисел

i si i si i si

1 2,64515 8 3,13E-08 15 1,90E-08
2 2,46369 9 3,03E-08 16 1,64E-08
3 1,30862 10 2,92E-08 17 1,58E-08
4 1,22877 11 2,71E-08 18 1,42E-08
5 3,93E-08 12 2,18E-08 19 1,27E-08
6 3,84E-08 13 2,06E-08 20 1,25E-08
7 3,25E-08 14 2,02E-08 21 8,97E-09

(3)

(4)
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и шестое сингулярные числа хотя и при-
нимают малые значения, но, тем не менее, 
отличаются на пять порядков от идущих 
далее сингулярных чисел. В связи с этим 
необходим выбор более гибкого критерия 
разделения областей range(A) и null(A). С 
этой целью предлагаем использование от-
носительных моментных коэффициентов 
динамики – обратного цепного коэффици-
ента роста:

1 ,i
i

i

s
Ks

s
+=  

т. к. сингулярные числа si расположены в 
порядке убывания.

На основании коэффициента (5) можно 
определить точки разрыва в динамике вы-
борки сингулярных чисел. Расчет моментных 
показателей обратного коэффициента роста 
для выборки сингулярных чисел, образован-
ных в результате сингулярного разложения 
функции (4), представлен в табл. 3.

В случае графического представления 
изменения динамики сингулярных чисел  

на основании  показателя обратного коэф-
фициента роста (рис. 3) целесообразно вос-
пользоваться логарифмической шкалой:

( ) 1ln ln ,i
i

i

s
Ks

s
+ 

=  
 

т. к. точки перехода (разрыва) динамики 
могут принимать достаточно большие зна-
чения и существенно отличаются друг от 
друга. 

Из рис. 2 видно, что динамика сингу-
лярных чисел для ряда (4) имеет три точки 
разрыва, которые можно интерпретировать 
следующим образом: 

первые две точки разрыва (между тре-
тьим – вторым и четвертым – пятым син-
гулярными числами соответственно) ха-
рактеризуют отделение трех периодических 
компонент друг от друга; 

третья точка разрыва (между шестым и 
седьмым сингулярными числами), имею-
щая наибольшее значение, определяет раз-
деление областей range(A) от null(A). 

Таким образом, на основании выбран-

Таблица  2

Выборка сингулярных чисел

i si i si i si

1 14,5026 8 2,01E-07 15 8,79E-08
2 13,4774 9 1,62E-07 16 8,35E-08
3 2,63163 10 1,54E-07 17 7,43E-08
4 2,44769 11 1,40E-07 18 7,15E-08
5 0,0069 12 1,27E-07 19 6,06E-08
6 5,47E-03 13 1,09E-07 20 5,93E-08
7 2,69E-07 14 1,05E-07 21 4,80E-08

(5)

Таблица  3

Обратные коэффициента роста, отражающие динамику сингулярных чисел

(i+1)/i Ksi (i+1)/i Ksi (i+1)/i Ksi

2/1 1,076 9/8 1,243 16/15 1,052
3/2 5,121 10/9 1,048 17/16 1,124
4/3 1,075 11/10 1,106 18/17 1,039
5/4 354,714 12/11 1,096 19/18 1,180
6/5 1,261 13/12 1,172 20/19 1,023
7/6 20311,930 14/13 1,037 21/20 1,236
8/7 1,339 15/14 1,192 22/21 –
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ного критерия разделения областей range(A) 
и null(A) имеем rank(A, ε) = 6, что согласу-
ется со сформированными в работе [1] вы-
водами.

Численный эксперимент
Сформированный выше алгоритм ис-

пользовался при проведении численного 
эксперимента по применению метода син-

Рис. 2. Обратные коэффициента роста, отражающие динамику сингулярных чисел 
по логарифмической шкале

Рис. 3. Обратные коэффициента роста, отражающие динамику сингулярных чисел  
по логарифмической шкале для тестовых временных рядов, полученных сдвигом  

по частоте с заданной дискретностью
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гулярного разложения к временной после-
довательности, образованной функцией 
вида (3).

Для определения присутствующих во 
временном ряде частот был задан диапазон 
тестовых частот (0; 3) с дискретностью 0,01.

Графическое изменение обратного ко-
эффициента роста по логарифмической 
шкале ln(Ksi) для множества рядов {gi}, об-
разованных сложением исходного ряда y и 
тестовых периодических компонент с опре-
деленной тестовой частотой αTi, представле-
но на рис. 3.

На основании эксперимента определено 
изменение численного ε-ранга траекторной 

матрицы ряда А в точках с индексом 100 и 
200. Следовательно, при заданной дискрет-
ности 0,01 частоты периодических компо-
нент, присутствующих в исходной последо-
вательности, равны 1 и 2 соответственно.

Таким образом, с помощью оценки чис-
ленного ε-ранга удалось создать методику, 
позволяющую не только оценить динами-
ческую размерность d (число степеней сво-
боды) модели, но и идентифицировать па-
раметры частот периодических компонент, 
присутствующих в исходном временном 
ряде, порождаемом периодической функ-
цией вида (2).
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