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Рассмотрен подход, позволяющий осуществлять управление упругими объектами с переменным числом об-
ратных связей. Построен алгоритм синтеза соответствующей системы управления на базе спектрального разложе-
ния для механического объекта и распределенного упругого объекта.

УПРАВЛЕНИЕ. КОЛЕБАНИЯ. ВИБРОИЗОЛЯЦИЯ. МОДЕЛИРОВАНИЕ. ДЕКОМПОЗИЦИЯ.

The approach allows to control the elastic object with a variable number of feedback. An algorithm synthesis of the 
corresponding management system based on the spectral decomposition of a mechanical object and distributed elastic 
object.

MANAGEMENT. VIBRATIONS. VIBROISOLATION. MODELLING. DECOMPOSITION.

Активное подавление случайных колеба-
ний конструкций является актуальной задачей 
управления распределенными системами. Воз-
будителем таких колебаний чаще всего служит 
ветровая нагрузка, различные акустические воз-
действия, а также, в первом приближении, зем-
летрясения. 

Главная особенность таких задач – определя-
ющее влияние механической части управляемого 
объекта, которая благодаря своим спектральным 
свойствам часто производит «окрашивание» слу-
чайных колебаний. Степень «окрашивания» мо-
жет быть такой высокой, что подобные колеба-
ния рассматриваются как детерминированные с 
периодическим возбуждением. 

В 60-х гг. ХХ в. были решены задачи о ба-
лансировке протяженных роторов [1]. Основная 
особенность этих решений – малое число изме-
рительных датчиков, которых на систему длиной 
10–20 м приходилось всего шесть штук, причем 
точек прикрепления было всего две, в качестве 
возбудителей применялась система инерционных 
сил от закрепленных в разных точках ротора гру-
зов. Независимых возбудителей вообще не было, 
все параметры управляющего воздействия опре-

делялись частотой вращения ротора. 
Идеология разделения управления упругим 

объектом на управление отдельными модами 
сформулирована как модальный контроль в [2] 
и развита в [3, 4]. Проведены успешные экспери-
менты по реализации такого подхода [5]. 

Между тем, во многих статьях, посвященных 
управлению упругими объектами [6–10], опти-
мизация коэффициентов усиления и структуры 
обратных связей на основании H2 и H∞ критериев 
указана как наиболее робастная. Сравнение с ре-
зультатами модального контроля показывает, что 
применение оптимальных критериев позволяет 
уменьшить ошибку стабилизации конструкций. 
При этом сравнение проводится для систем с от-
носительно небольшим числом датчиков и возбу-
дителей. 

При использовании модального контроля 
также обычно используется система с задан-
ным, небольшим числом мод и ограниченным 
количеством датчиков (например, 9 датчиков и 9 
возбудителей для упругой пластины, позволяют 
контролировать только 2–3 собственных формы). 
Для восстановления недостающих данных ис-
пользуется Калмановский фильтр [11], который 
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сам по себе снижает робастность управления из-за 
наличия в нем модели объекта. Такая модель тре-
бует отдельной идентификации всех параметров 
объекта, что приводит к большому влиянию точ-
ности задания модели на качество управления.  

При синтезе систем управления упругими 
объектами также используется оптимальное 
управление с локальными обратными связями. 
Производится оптимизация параметров регуля-
торов, соединяющих каждый датчик со своим 
возбудителем. Расположение датчиков оптими-
зируется для того, чтобы минимизировать их ко-
личество. В результате такой минимизации лю-
бой отказ датчиков или зашумление их сигналов 
могут приводить к существенным нарушениям в 
системе виброзащиты. 

Вместе с тем живая природа не только ис-
пользует целые поля датчиков, но и постоянно 
наращивает их количество в процессе обучения, 
т. к. нервная ткань в этом случае постоянно рас-
тет. Современные технологии дают возможность 
использовать этот опыт в новом подходе к управ-
лению распределенными механическими систе-
мами. Удешевление электроники и появление 
новых способов передачи и обработки данных 
позволило на практике применять поля датчиков 
и сопоставимые с ними по числу элементов поля 
возбудителей [12–15]. 

Таким образом, при разработке перспектив-
ных систем управления упругими объектами, 
ограничения, связанные с небольшим количе-
ством датчиков, можно не учитывать. В этих 
условиях появляется возможность увеличивать 
точность и робастность управления не за счет 
оптимизации регуляторов, а за счет изменения 
структуры системы управления. Тем более, что 
локальные обратные связи ограничивают возмож-
ности совместного управления приводами и тем 
самым снижают эффективность виброзащиты.

Биоморфный подход к созданию системы 
активной виброзащиты. Рассмотрим управляе-
мый механический объект в линейном приближе-
нии. Уравнения такого объекта имеют вид 

0(0)

X AX Bu Gw
Y CX

X X

= + +
=
=



,

где X – вектор переменных состояния объекта 
размерности [n]; Y – вектор наблюдений размер-
ности [m]; u – вектор управлений размерности 
[l]; w – вектор внешних, неуправляемых усилий 

размерности [q]; X0 – вектор начальных условий; 
A – матрица линеаризованной системы уравне-
ний, описывающей объект управления, размер-
ности [ ]n n× ; G – матрица внешних воздействий 
линеаризованной системы уравнений размерно-
сти [ ]n l× ; B – матрица управления линеаризо-
ванной системы уравнений размерности [ ]n q× ;  
C – матрица наблюдателя (уравнения датчиков 
наблюдения) размерности [ ]m n× . В этих урав-
нениях мы не учитываем динамику электронных 
устройств для сбора и обработки информации, а 
также динамику преобразователей мощности, пи-
тающих возбудители, полагая их значительно бо-
лее высокочастотными, чем механическая часть 
объекта. 

Стандартный мехатронный подход [1] пред-
полагает, что датчики обратных связей располо-
жены в местах приложения управляющих воз-
действий, таким образом, числа m и l совпадают 
и можно построить m контуров обратной связи 
в каждом из которых организовать управление 
вида 

,i i iu H y= −

где iu  – компонент вектора управления; iy  – ком-
понента вектора наблюдения; iH  – оператор си-
стемы управления в i-ом контуре обратной связи. 
Как правило, используются ПИД-регуляторы,  
т. е. в пространстве переменных Лапласа ( )iH p  
является дробно рациональной функцией со зна-
менателем и числителем второго порядка.

Такой подход аппроксимирует часть объекта, 
управление которым производится в данном кон-
туре обратной связи в виде сосредоточенной мас-
сы и упругих связей, что приближенно отражает 
реальное положение. 

Используем для управления объектом деком-
позиционный подход [2]. Собственные формы 
движения упругого объекта задают матрицу нео-
собого преобразования S, такого, что 1SAS −  име-
ет диагональный вид. Домножим правую и левую 
части системы (1) на матрицу S и сделаем замену 
вида SX = q, тогда получим систему

1

1

0(0)

q SAS q SBu SGw
Y CS q
q SX

−

−

= + +

=
=



,

где q – вектор коэффициентов собственных форм 
движения упругого объекта размерности [N], ко-
торый заменит вектор переменных состояния. 
Некоторой проблемой может являться определе-

(1)

(2)

(3)
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ние вектора q по данным датчиков Y, но с само-
го начала мы полагаем, что датчиков достаточно,  
т. е. информационная матрица T( )C C  не вырож-
дена, поэтому для восстановления воспользуемся 
обобщенной процедурой обращения матрицы C: 

1 T 1 T( )C C C C− −= , тогда
T 1 T( ) ,q S C C C Y−=  

где T 1 T( )S C C C−  – матрица пересчета вектора на-
блюдений в модули собственных форм упругого 
объекта. 

Уравнения системы (3) являются связными, 
что мешает ограничивать количество перемен-
ных вектора q и осуществлять управление с изме-
няемым числом переменных. В рамках биоморф-
ного подхода предлагается выбирать управления 
u в виде *( )u kF q q= − , где *q  – внешнее задание 
на значение модулей формы; k – коэффициент 
усиления, который может быть в общем слу-
чае оператором (например, ПИД-регулятором);  
F – матрица, такая, что SBF имеет диагональную 
структуру. Допустим, что выбор такой матрицы F 
возможен. Тогда из системы (1) получим 

*

1 T

0

( )

( )
(0)

A B
T

q q k q q SGw
q S C C C Y

q SX

−

= Λ + Λ − +

=
=



,

где AΛ  и BΛ  – диагональные матрицы.
Колебания упругой балки под действием 

внешнего случайного момента. В качестве мо-
дельного объекта выбрана балка Бернулли, шар-
нирно опертая по концам. Модель балки изобра-
жена на рис. 1.

Колебания балки возбуждаются приложением 
в ее середине изгибающего случайного момента. 
Угол поворота касательной к средней линии бал-
ки в каждый момент времени измеряется в десяти 
поперечных сечениях, выбранных равномерно по 
длине балки, исключая концы. В этих же сечени-
ях могут быть приложены управляющие моменты 
с целью уменьшения амплитуды установившихся 
колебаний.

Уравнение динамики: 

0,IVEIw Aw+ ρ =

где w – поперечное перемещение; x – продольная 
координата, отсчитываемая от левого конца бал-
ки; ρ  – плотность материала балки; I – момент 
инерции поперечного сечения; E – модуль Юнга 
материала; A – площадь поперечного сечения 
балки.

Граничные условия отражают способ закре-
пления концов балки длины l:

0

0

0,
0,
0,
0,

x

x

x l

x l

w
M
w
M

=

=

=

=

=

=

=

=
где M – изгибающий момент балки.

Начальное состояние соответствует прямоли-
нейной конфигурации

0

0

0,
0.

t

t

w
w

=

=

=

=

Решение уравнения (6) будем разыскивать в 
виде ряда по ортогональным формам ( )ku x :

1
( , ) ( ) ( ),k k

k
w x t u x q t

∞

=

= ∑
где

0

2( ) ( , ) ( ) .
l

k kq t w x t u x dx
l

= ∫
В компьютерной модели балки длиной  

l = 1470 мм, низшая собственная частота изгиб-
ных колебаний которой составляет 1

рад20
с

λ = ,  
было реализовано разложение по четырем фор-
мам. Формы свободных колебаний вычислялись 
аналитически. Сосредоточенный внешний мо-

мент принимался в виде 
40

0
1

sin(( ) )B
i

M ki t
=

= ω +∑ , 
рад5
с

ω = , 0
рад1
с

ω = , k – подбиралась таким об-
разом, чтобы сумма 0 kiω +  попадала в интервал 

рад[1;200]
с

. Датчики, измеряющие угол ( , )x tϑ ,  

(4)

Рис. 1. Модель управляемой балки с десятью приводами

(5)

(6)

(7)

(8)
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располагались в десяти сечениях вдоль балки рав-
номерно, исключая концы. Нумерация датчиков 
велась, начиная с левого конца балки.

На рис. 2 представлены показания второго 
датчика.

Локальное подавление вибраций. Управ-
ляющие моменты ( )lM t  приложим в тех же сече-
ниях, где расположены датчики углов поворота. 
Организуем управление с обратной связью по из-
мерениям углов:

( , ),l l lM K x t= − ϑ
где lK  – коэффициент обратной связи в l-ом се-
чении.

Коэффициенты обратной связи будем брать 
одинаковыми во всех сечениях и равными 

Нм100
радlK = .

Биоморфное управление. Модифицируем 
управление с обратной связью с учетом предла-
гаемой концепции биоморфного управления. 

Вычислим скалярное произведение вектора, 
образованного значениями углов в сечениях, где 
установлены датчики, и вектора k-й формы коле-
баний, составленного из значений, вычисленных 
в тех же сечениях:

10

1
( ) ( , ) ( ).k l k l

l
q t x t x

=

= ϑ ϑ∑
Пусть вычислено m таких скалярных произве-

дений. Управляющий момент в каждом сечении 
сформируем в виде линейной комбинации вычис-
ленных kq :

,
1

( ) ( ).
m

l l k l k
k

M t K s q t
=

= − ∑

Весовые коэффициенты ,k ls  будем подбирать 
индивидуально для каждого сечения. Как очевид-
но, для данной задачи они должны быть пропор-
циональны собственным формам ( )k lxϑ . 

На рис. 3 представлены осциллограммы сиг-
налов второго датчика. Тонкая линия соответ-
ствует случаю, когда управляющие моменты 
сформированы по формуле 

4

,
1

( ) ( )l l k l k
k

t K s q t
=

µ = ∑ ,  

когда в управлении участвуют четыре обратные 
связи. Весовые коэффициенты назначались сле-
дующим образом: , ( )k l k ls x= ϑ



. Оценка ( )k lxϑ


 
производилась до первой значащей цифры. Ко-
эффициенты обратной связи оставались равными 

Нм100
радlK = .

Анализ полученных результатов показывает, 
что при сопоставимом числе обратных связей и 
тех же коэффициентах усиления точность био-
морфного управления на два порядка выше, чем у 
стандартного способа с набором локальных кон-
туров управления.

Необходимо учесть, что погрешность в зада-
нии параметров системы управления была очень 
большой (практически с точностью до знака), а 
качество управления все равно более высоким, 
чем в стандартном случае.

Таким образом, предложенный алгоритм об-
ладает хорошей робастностью, что позволяет эф-
фективно применять его на практике.

Рис. 2. Осциллограмма сигнала обратной связи  
с датчика 2 при вынужденных колебаниях балки  

без управления

Рис. 3. Осциллограммы сигналов с датчика 2.  
Тонкая линия – результат управления с десятью ло-

кальными обратными связями на фоне  
результата биоморфного управления с четырьмя  

обратными связями
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